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DISCOURS 

PRELIMIN AIR.E . 

. LES causes primordiales ne nous sont point con
nues·; mais elles' sont assujetties it. des lois simples 
et constantes, que 1'0n pt'Ut decouvrir par l'obser
vation, et dont l'etude est l'objet de'la philo sophie 
naturelle. 

La chaleur peDetre, comme la gravite, toutes les 
sul)stances de l'univers, sea rayons occupent toutes 
~8 parties de r espace. Le but de notre onvrage est 
d' exposer les lois mathematiquos que suit cet ele
ment. Cette theorie formera desormais nne, des 
branches les plus' importantes de la .physique ge
nerale. 

Les cODnaiesances que les· plus anciens peuples 
avaient pu acquerir dans la mecanique ratioDnelle 
ne nous sont poiDt parvenues, et l'histoire de cette 
science, si l' on excepte les premiers theoremes' stir. 

a 
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J~ . DISCOURS. 

l'harmonie, ne remonte point au-dela des decou
vertes d' Archimede. Ce gra~d geometre expliqua les 
principes mathematiques. de l'equilihre des solides .. 
et des fluides. n s' ecoula environ dix .. huit siecles 
avant que Galiiee '. preJD,i.er inventeur des t~eories 
dynamiques, decouvrit les lois du mouvement des 
corps graves. Newton,. fJIlbrassa dans cette science' 
n01;lvelle tout Ie system~· de l'univers. Les succes
seurs de. ces philosophes ont donne a ces theories 
nne etendue. et une perfection admirables; ils nous 
ont appris que les .phenomenes les. plus divers sont 
soumis it un petit nombre' de lois fondamentales 1 

qui se reproduisent d'ans tous les actes de la nature . 
. On a reconnu que les memes principes reglent tous 
.les.mouvements desasm., leur fOTDle, lesinegalites 
·de . leurs cours, l' equilibz:e . et Ies oscillations des 
met's, les vibrations .harmoniques ~e rail' e~ de~ 
. corps son ores , la trans1tlissi~n de la lumiere, les 
actions capillaires, les .ondulations des .1iquides,. 
enfin les effets~les plus composes de toutes les forces. 
naturelles, et l' on a confirme cette pensee de Newton :. 
Quod tam P4ucis tam· multo, p~tiJ~ seometria gio
lYo,tur • 
. Mais queUe que soit l'etendue des theories m~ca

niaues. eil~~ nf! s' appliquent point. aux effets de la 
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chaleur; I1s composent un ordre special de pheno
menes qui ne peuvent s' expliquer par les principes ' 
du mouvement et de l'equilibre. On possede depuis 
long-temps des instruments ingenieux, propres it 
mesurer plusieurs de ces effets; on a, recueilli des 
observations precieuses; mais on ne connait ainsi " 
que des resultats partiels, et non la demonstration 

. mathematique des lois qui les comprennent'ous. 
J'ai deduit ces lois d'une longu-e etude et de'la 

comparaison attentive des faits connus jusqu'it ce 
jour; je les ai tous observe's de nouveau dans Ie 
cours de plusieurs·annees, avec les instruments Ies 
plus precis dont on ait encor fait usage. 

Pour fonder cette theorie, il etait d' abord neces
saire de distinguer et de d~finir avec precision Ies 
proprietes eIementaires qui determinent l'action de ' 
Ia chaleur. J' ai reconnu .ensuite que tous les phe
nomenes· qui dependent de cette action, se re- ' 
solvent -en un tres-petit nombre de faits generaux 
et simples; et par lit toute question physique de ce 
genre est ramenee it une recherche d'analyse mathe
matique. J' en ai condu que pour . determiner en 
nombre Ies mouvements'les plus varies de la cha
leur, il suffit de soumettre chaque substance a trois 
observations fondamentales. En efl'et, les differents 

a. 
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corps ne possedent point a~ m.exqe degfe Ia f~culte 
de co1l.te~ir la chaleul', de la rece"Qir, 014 de /Q, uans
mettl'e it travel'S leur superficie, et de la conduire' 

_ . dans l'in~erieur de'la masse. Ce sont Q'ois qu~tes 
speci6ques que l\otre thoorie distingue claireme~t, 
et qu'elle apprend-a, mesurer. 

11 est fa.cile de jugel' comhien ces recherches inte
res~ent fes ~iences physiques et l'ecODoxWe civile, 
et queUe peut etre ~ur influence sur les progres 
des arts ~i exigeu.t l' eDlpioi et la distributiOB du 
feu. Elles ont ~ussi u~ relation necessaire avec Ie 
syst~e du mOlld" et 1'0n connait ces rapports, si 
ron considere les g~aDds phenom6Qes qui s'accom
plissent pres de Ia sorfac~ d\l globe terrestre. 

En E;ffet, Ie rayon du $oleil daD& lequel ceUe pIa-
nete est incessammeat p~Dgee, penetre l'air, la 
ten:e et les eaux; ses eleme~ts &e, divisent, changent 
de directions dans tous les sens, et penetrant daDS 
la masse du globe, us en eieveraient de plus en 
pllJ.s la temperature moyenne, si cette chaleur 
ajoy.t.e~ n' etait pas ex.acte~nt compensee par celle 
qui s' ec~appe en rayons de tous les points de la 
superficie, et se repand dans lea cieux. 

Les divers climats, inegalement exposes it l'action 
de la chaleur solaire, ont acquis apres un temps 
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Umnen~ des te~peratur~ prQprtls il: leur $itu~tion. 
eet effet est'UlQdifie par'plusieurs,q~use& acces$Oires, 
telles que.l~ elevation et I .. figure cl\J.. SQI,. Ie v~iDage 

, et l'ete:p.due d.es contwents ~t des mers, l'etat de la 
surface, la direction des VeJlts. 

Lilltermittence des joul'$ et 'des, :u.ui:t~ 2 lea alter
natives. des saisons oceasioDllent, dans la ·terre 
solide, des variations periodiques qui 8~ reDOU

vellent cbaque jour ou chaque annee; mais ces' 
changements SOIlt d' autant mains &ensibles, que l~ 

_ point OU on les mesure est plus distant de la surface. 
~n D~ pent remarquer au.cu~t variation diuJ'ne it 
la profondeur d' environ trois metres; et les varia
ti.o.u.s annuelles; ceaseDt d'etre appreciables a une 
profondeur heaucoup' mQindre q.ue 60 metres. La 
te.mpeJ:ature des lieux' profonds eSt done sensible-

, ment fixe, dans un lieu denne; mais eUe n'~st pas 
la meme pour tQus..l~ points. d'ua metD;e paral1~e ; 
'en general, 8Ue ,s'eleve lorsqu.'oll s'approcb~ :de 
requateur. . 

La chaleur que. Ie soleil a 'communiquee au glolle 
.terres,tre, et qni a produit la diveJ!8i...e del cWnats, 
est assujettie mailltenant' it un mouvement devenu 
uDiforme. Elle s'.vance dans l'interieur.de'la masse 

qu' elle pe~tre toute entiere; et ell Jlleme temps 

,. 
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eUe s'eloigne du pl~ de requateur, et va se perdre 
da~s respacf a travers les contrees polaires; 

Dans les hautes regions de ratmosphere, rair lres
rare et diaphane ne retient qu'une faible partie de 
la chaleur des rayons solaires; c'est la cause princi
pale du froid excessif des lieux tHeves. Les couches 
inferieures, plus dense~ et plus echauffees par 1a 
terre et les eaux, se dilatent, et s elevent; eUes se 
refroidissent par l'effet meme de la dilatation. Les 
\grands mouvements de rair, comme les vents alizes 
qui soufflent entre les tropiques, ne sont point 
determines par les forces attractives de la lune e~ 
du soleiL L'action de ces astres ne produit sur un 
fluide 'aussi rare, a tine aussi grande distance, que 
des oscillations tres-pen sensibles. Ce sont les chan
gements des temperatures qui deplacent periodique
ment toutes les parties de l'atmosphere. 

Les eaux-. de rOcean sont differemment exposees 
par leur surface au rayons du soleH; et Ie fond du 
bassin qui les renferme est echaufi'e tres- inegale
ment, depuis ~es. poles jusqu'a l'equateur. Ces deux 
causes, toujour~ presentes, et combinees avec 1a 
gravite et la force centrifuge, entretiennent des 
mouvements immenses dans l'interieur des mers. 
Elles en deplacent et en melent toutes les parties, et . 

Digitized by Goog Ie 



Pit ELI MIN A IRE. 
.. 

VI] 

produisent ces courants regoIiers et generaux '[lle 
les navigateurs ont observes.. " 

La chaleur rayonnante. qui s'ecllappe de-.la·super
~cie ~e tous ·Ies corps, et traverse les milieux elas
tiques, ou les espaces vides d'air~ a des lois speciales, 
et elle concourt aux phenomenes les plus varies. On 
connaissait deja l'explication physiqu~. de .plus~eurs 

• de ces faits; la theorie' mathematique que j'ai for
mee en donne la .mesure exacte. Elle cODsiste en 
quelque sorte dans uue seconde" catoptrique ~ a 
ses theoremes propres, et sert it determiner par Ie 
calcul tOllS les eft'ets de la chaleur directe ou 're
fleehie. 

Cette enumeration des objets principaux de la 
theorie, fait assez eonnaitre la nature des questions 
que je me .suis proposees." QueUes sont 'ees qualites 
eIe;mentaires. que dans ehaque substance i1 est 
necessaire d' observer, et _queUes e1periences sont 
les plus propres it les determiner exacteJll.ent? Si des 
lois c .. oDstantes reglent la distribution deJa chaleur" 
dans la matiere solide, queUe est l' expression mathe
matique de ces lois? et par queUe. analyse peut-on 
deduire de cette expression la solution complete des 
questions pi-incipales? 

, . 
Pourquoi les temperatures terrest res cessent-elles , 
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· d' ~e Tanules it. une profolldeur si petite par rap
port au rayon du globe? Chaqlle inegaIite du IDOU

vement de cett~ plaDete devant. occasiollner au-des-
· SODS de ·la surface nne oscillation; de ·1. chaleur 
solaire, queUe relation y a .. t ... il eatre la duree de la 
periode et la. profondeur oil les te:mpentures de. . . ~ 
v·leDD.ent cODstantes r . . . 

Quel temps a dO. s'ec()111er pour que les- c1imats 
pussent acquerir res temperatures diTerSeS qu'ils 
conservent aujour&hui; .et queUes causes peuvent 
faire' varier mainte~t leur' nhaleur moyenll6? 

· POUDfllloi 181 seuls changememts annllels :de la dis
tance du soleH it la terre, De causent-ils pas it 1a su~ 
faee de eette' pL1nete des. changements tres-consicie
rab1es dans.les temperatures? 

A: quel caractere pourr.ait .. on reconnaitre que Ie 
globe terrestre n'a pas entierement perdu sa chaleUr 
d:origirae ~ et queUes. sont res lois exactes de la deper
dition?' -

Si cette chaleur fond ... entale, D~est point totale
ment dissipee, '¢OJome l'iadiquent plusieurs. ~bseI'· 
wtions, eRe peut ~tre immeDse it de grandes: pro
fODdeurs, et toutefois ella n:a plus aujourd'hui an
cune influence sensible sur la temperature mOYfmne' 

des climats. Lea eftetg que ron' yobserve sont dns it 

• 
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l'action des rayons solaires. Mais independamment 
de ces deux sources de' chaleur ~ rune fondamentale 
et primitive, propre au globe terrestre, r autre due 
it la presen&e du soleil, D'y a-t-il point une c~use plus 

- universelle, qui determine fa temperature du ciel, 
dans la partie de respace qu'occupe maintenant Ie 
systeme solai're? Puisque les faits observes rendent 
cette cause necessaire, queUes sont dans cette 
question entierement nouvelle les consequences 
d'une theTe exacte? comment pourra-t-t>n deter
miner· cette valeur constante de la temperature de 
l'espace, et en deduire celIe qui convient a chaque 
planete ~ 

II faut ajouter a ces questions celles qui dependent 
des proprietes de la cnaleur rayonnante,. On connait 
tres-distinctement la cause physique de la reflexion .. 
du froid, c'est-a-dire de la reflex ion d'une moindre 
chaleur; mais quelle est l'expression mathematique 
de cet ~ffet? 

'De quels principes gene raux de.pendent les tem-' 
peratures atmospheriques, so it que 1e thermometre 
qui Ies mesure reftoi ve immediatement Ies rayons 
du soleil, sur une surface metal1ique on depolie, 
soit que cet instrument demeure expose, durant la 
nuit, so us un ciel exempt de nuages, au conta~t de 

b 
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l'air, au rayonnement des corps terrestres, et a celui 
des parties de l'atmosphere les plus eloignees et les· 
plus froides. • 

L'intensite des rayons <JU:i s'echappent jl'UD point 
de la superficie des corps echallffes·variant avec leur 

- inclinaison suivant nne loi que les experiences ont 
indiquee, B'Y a-t-il pas un rapport mathematique 
necelsaire entre cette loi et Ie fait general de l'equi
libre de la chaleur; et queUe est la cause ~ysique 
de cette megale in~DSite? 

En1in, lorsque l~ chaleur penetre Yes masses 
fluides, et y determine des mouvements interieurs,. 
par les changements continuels de temperature et 
de densite de chaque molecule', peut-on eneore ex
primer, par des equatiODS differentielles, les lois 
d'un effet aussi eompose; et qitel chaogement en 
resulte-t·il dans le$ equations ge~raIes de l'hydro
dynamique? 

Telles sont les questions principales que jai re
sohles, et qui .navaient poiat encol'e ete seumises, 
au calcw. Si roD. considere de plus les rapports 
multiplies de cette theorie lIlathematique_ avec les . 
usages.' civils et lea arts techniques, oil. reconu.aitra 
touoo r etendue de ses applications. nest manifeste 
. qu' eUe comprend uue serie entiere de phenomenes. 

\ 
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distincts, et qU'OD ne .pourrait en om~ttre l'etude, 
sans retrancher une partie notable de la science de . 
la nature. 

Las principes de cette theorie sont deduits, comme 
ceux de la mecanique rationneUe, d'uD tree-petit 
nombre de faits primordiaux, dont les geometres n~ 
considerent point la cause, mais qu'ils admettent 
comme resultant des -observatioDs communes et 

, " 

eonfinn~s par toutes les experiences. 
Les equations dift"erentielles de la "propa-gatioD. de 

la chaleur expriment les conditions, les plus gene
rales, et ranietumt les questions physiques a des p~ 
hli~mes tf analyse pUTe, -ce qui est proprement l' objet 
de la theorie. Elles ne sont pas moins rigour.euse
ment demontrees que lee equations generales d~ -
l'equilibre et du mouvement. C'est POtH' rendre,cette 
compa!raisoll ~l:D8 sensible, que DOUS a ~IlS toujourl 
prefere des demonstrations analogues a ceRes des 

, theoremes qui servent de fondement a la statique et 
it la dYDamique. Ces equations subsistent encore, 
mais elles re~oi'Yent une fonae difl'e:rente, si elles 
expriment la distribution de la chaleaF lumineuse 
dans les -corps ;mapballes; 011 lee m&UVemellts que 
les changements de te~perature ·et de densite occa
sionnent dans l'interieUr des fbiides. Les coefficients 

b .. 
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qu' eUes renferment sont sujets it des variations dont 
, la me sure exacte :p.' est pas encore connue; mais dans 
I 
~outes les questions naturelles qu'il no us importe Ie 
plus de considerer, les limites des temperatures sont 
assez peu differentes, pour que ron puisse omettre 
ces variations des coefficients. \. 

Les equations du mouvement de la chaleur, 
comme celles qui expriment les vibrations des corps 
sonores, ou les dernieres oscillations des iiquides, 
appartiennent it une des branches de la science du 
calculles plus recemment decouvertes, et qu'il im
portaitbeaucoup de perfectionner. Apres avoir etabli 
ces equations differentielles, il faliait en obtenir les 
integrales;, ce qui consiste it passer d'nne expression 
commune, it une solution propre assujettie it toutes 
les conditions donnees. Cette recherche difficile en
geait une analyse speciale, fondee sur des theoremes 
nouveaux dont nous ne pourrions ici Caire con
naitre l' objet. La methode qui en derive ne laisse 
rien de vague et d'indetermine dans les solutions; 
~lle les. conduit jusqu'aux dernieres applications 
numeriques; condition necessaire de tonte recher
che, et sans laqueUe on n'arriverait qu'it des trans
formations inutiles. 

Ces memes theoremes qui nons ont fait connaitre 
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les integrales des equations du mouvement de la 
chaleur, s' appliqueni immediatement a des questior:s 
d'analyse generale et de"dynamique, donton desirait 
depuis long-temps la .sOlution. 
. L'etude approfondie de la natu~ est la source la.· 
plus feconde des decouvertes mathematiques. Non
seulement cette, etude, en offrant aux recherches 
un but· determine, a l'avantage d'exclure le~ ques
tions vagues et les calculs sans issue; elle' est encore 
un moyen assure de former l'analyse elle-meme, et 
d'en decouvrir les elements qu'il nous importe Ie 
plus de connaitre, et que cette sci~nce do it toujours 
conserver : ces elements fondamentaux sont ceux 
qui se reproduisent dans tous les effets naturels. 

On voit, par exe~ple, qu'une meme expression, 
dont les geometres avaient considere les proprietes 
~bstraites, et qui sous. ce rapport appartient a l'an:-
lyse generale, represente"aussi Ie mouvement de la 
lumiere dans r atmosphere, qu' elle determine les lois 
. de la diffusion de la chaleur dans la matiere solide, 
et qu'e11e' entre dans toutes les questions principales 
-de la theoi-ie des probabilites. 

Les equations analytiques, ignorees des anciens 
geometres, que Descartes a introduites Ie premier 
dans r etude des combes et des surfaces, ne sont pas 

, ' 

, 
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restreintes aux.'propruH·.es dee figures, et it celles qui 
;ont l' objet de 1a mocanique rationnelle; elles s'den
dent ~ tous les phenomenes genera~. II ne petit y 
avoir de langage plus universel et plus simple, plus 
exempt d'erreur6 et d'obscurites, c'est .. a-dil'e plus 
digne d'exprimer les' rapports invariahlfts des etres 
naturels. 

ConlSideree sous ce point de vue, l'analyse mathe .. 
Illatique est aussi etendue <{'lie la Datura elle .. mime; 
eUe detinit tous. les rapports seilsiblas, mesure les 
temps., les espaoes, las fOI'~8 , lei tanperatores.; cetre 
,science dif6.cile se f&nn.e avec lenteur, 'mais elle 
conserve tous les principes qu' eUe a UJle fois ,acqois; 
elle s'accooit et 's~&ffermit saDS eesse au milieu de tant 
de variations at' d' eITeDP. de l' esPrit h'umain. 

Son attribut pvincipal'est 1a cIarte'; el~ a' a point 
. de signes pour expt'Hnfl' les notioDs confuses. EHe 
rapproehe les phenomenes les pb divers, e~ 

docouv'l'e les analDgies seeretes 'qai les unWeDt. 
Si la matiere BOns echappa 'oolnme celIe de l'ai~ 
et de lit ~llmiere rpar 'son extpeme tmmite, 8l les 
corps sout places loin de nODS, dans fimm,ensite 
d~ r espace, si l'holJlme 'Veut 'coBDaitre Ie spectacle 
des cieux POUl' des epoqlle8 successives 'I Be sq.are 
un grand nOlllbre de arecles, si 101 aetio ns de 1a gra .. 
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vite et .de la chaleur s'et.aJeent dans }'inftr-ieur do 
globe soli de it des promnd-eults qui seront toujours 
inaccessibles, l'arialyse. mathematique peut encore 
saisir les lois de ces phenomene&. Elle' nous les rend 

"presents et mesurables, et semblo etre une facuIte 
d~ la raison humaine destineu it suppIeeJ1 a la brie
vete de la vie et it l'imperfection des sens; et ce qui 
est plus remarquable encore, eUe suit lit meme 
marchi dans l'emde de tous les phenomenes; elle 
lea interprete par Ie meme lang age , comme pour 

- attester runite et 1a simplicite du plan de l'univers, . 
et rendre encore plus manifeste eet ordre immuable" 
qui preside a toutes 18s causes natul'elles. 

Les questions de la theorie de la chaleur ofl"rent 
autant d' exemples de ces dispositions simples et 
constantelt qui naissent deS", lois generales: "de la 
nature; et si rowe qui setahlit dans ces" pheno .. 
me.. pouvait etre saisi par DOS sens, ils"BOOS cau
seraieDt une impressioD comparable it" celles des 
resona"nees harmoniques. 

Les formes ~s" corps sont variees a rinfiDi; la dis
tribution de la"' chaleur qui les peuetre peut et1'6" 

arbitraire et confuse; mais toums le& inlgalites s' eE- • 
facent rapidemeltt et disparaissent a mesupe que Ie 
temps s'ecoule. La marche du phenGm4ne devenue 
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plus ~eguliere et plus simple, demeure eiWn assu-" 
jettie" a une loi determinee qui est la meme pour 
tous les cas, et qui ne porte plus aucune empreinte 
sensible de la, disposition initiale. 

Toutes les observations confirment" ces conse
que~ces. L'analyse dont eUes derivent separe et ex .. 
prime clairement,. 1° les conditions generales, c'est
a-dire celles qui resultent des proprietes naturelles 
de la chaleur; 2° r effet accidentel, mais subsistant, 
de la figure ou de ret~t des surfaces; 3° l'effet non 
durable de la distribution primitive. 

N ous avons demontre dans cet ouvrage tous' les 
principes de la theorie de 1a chaleur, et resolu tontes 
les questions fondamentale~ On anrait pu les ex
poser sous nne forme plus concise, omettre les ques
tions simples, et presenter d'abord le~ consequences 
les plus generales; mais. on a v~ulu montrer l' origine 
m~me de la theorie et ses progres successifs. Lorsque 
cette connaissance est acquise, et que les principes 
sont entierement fixes, il est preferable d'employer 
immediatement les methodes analytiques les plus 
etendues, con.Une nous r avons fait dans fes recherches 
·ulterieures. C'est anssi la marche que nous suivrons 
desormais dans les menioires qui seront joi~ts it cet 
ouvrage, et qui en"forment cn quelquc sortc Ie com. 
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Ie complement, et'par la, nous anrons concilie, au .. 
-ta~t qu'iI peut' dependre de nous , Ie developpenient 
necessaire des principes avec la ,precision "qui con·~ 
,vien't 'aux; applications de l'arialyse. 

Ces memoires auront pour Qbjet la theorie de Ia 
:chaleur ray<JDnante, la question des temperatures 
terrestres', celle de la tem'peraJure des habitatiQns, 
la' comparaison des resultats theoriques avec ceUI 
que nous avons observes dans diverses· experiences, 
'enfin la demonstration des equations differentielles 

--du' mouvement 'de' la chaleur dans Ies Suides. 
L'ouvrage que nous publions, aujourd~ui a ete 

ecrit'depws long-temps; diverses circonstances- en 
• 

'ont . retarde et, ,souvent inteiTompu l'impression. 
·Dans cet intervalle; la science s'est enricbie d'qbser-
, vations impOrt~ntes ; les principes de notre analyse, 
que ·ron n'avait pas saisis -d'abord, ont ete mieux 
-COmlUS;, on 'a discute et confirme Ies resultats que 
'DOUS en avioDs deduits. Nons avons applique nous-

, memes. ,ces principes a des .questions 'nouvelles, et 
.change la forme de quelques' demonstrations. Les 
retards de la publication auront contribue a'rendre 

~ l' ouvrage plus clair et pl~s complet. ' 
' .. Nos premieres,recherches analytiques ,sur la com
mJUlication de la:chaleur, 'oilt e~ pour. obje,tla. di&-

c 
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.xviij DIS C 0 JJ R.S . 

. triblltioJl' entre, des lUa&Jie~. disjQi~t«:$ ~ oQ. .l~s :~ .~on

"8er:v6~·.daD8 la-section n,du.~hapitrQ III, L,~:qu~ 

tions. J'~ati:ves. 'au~ corps. ~o:qtinus.t qui fol'p,t~J)t lit 
theorie propremeJ\t.dit.e, .ont. eta ~Ol~es1P~$ie.w:s 
annees apres; .cette theorie a. ete .exposee!.po"-~ la 

premie~ . .fois .. dans un. pUllr~glL m_~a<lrit:. weal • 
.af.lD.stitut·de .Frauc:e it ).a ·,in.de raunee; ..• 8o,..,.-et:, 
nant il .a \ete~ :puhlie .. un. extrait.,dansiJe .bulletia 
~e$ ;&ieq.ces. -< Societe. philom.a.tiq\1e, .. anne6: 1808" 
page .1~2). NOI'1S~vOI¥i jointa ce._lI1eowir.e~ et 1'.8mt. 
successivemeat. des .. Dotea.assca ~e'ehru..61 ;£ODcer-. 

Dant Ia ·coJl,ve~ence.aeB.~nea,Ja diffu..8ioll~d~_ la 
chaleur daDs; un prismt(,. ~;, .. son..\t!misiioa . . 

dans' . res .. cspaces .. Tides.. d~air.,: les;. cODstvuctions 

propres a rendre. seDSihles~. lB~ .. theore.es·J .p:rin.cit
.pa~~, et l~lyse~ 4-n.~uv"eQleDt per.iQcliqufhJl.la 
.u~face . .dn globe torres.tre. . NotH.~erio.diJDlemoire., "
aup la propagatio'n~de.Ja cbaleu,..a ete ~dep88o.~U'X 
1l.vhivea ~db )'~n8titut, cleo ~8 .&tpte~'J~811.:J D: est 
fe~1IltLdu-precedeJlt ftj .des notes ,uja..r~miaea.-;,on~ 
II omis"des cOIDStDubtwD1\ ge~etritpIC!s.,. et d~i~~ 
tails·.d'aDa1yse qui n'ava.ient...pas. i1l1:'IflPpONetaooe. 
saire avec la qU6st.iaa.pbY1iquo, .. et .JJo, .. ~ aj<Mlte 
-I'equatioD"gewira~,qui :.expciuie .EetaLae lit ,s1I1'i!lce. 

-{je. se<:otid .()'u~~a: ote li1C.OO;a~J:inipM~ 4ttns·le 
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conrs de 18~1, POlH' :eire"msere QaDS:la collection 
de l'Academie' 'des -Scieilt~e8. :11 est· impriDie·;·.sans 
aucun chahgellrent 'ni aclditii1n;: ·le' texte 'est littera.. • 
}em~~t' conforme n. m1muserii' depose, qui !'ait 
partie des archives de l'Institut. 
. On 'ponl'ra' trbu~er dms' ce-':iD.emoi:re,· et dans ,Ies 

ecrits qUi ,I'ont' precede" un' preD1ier expose. del' 
applications' que ne· 'cantieDt pas- -notre ouvr.age 
attuel;r ellts . seront' traitees daDS"les memoirres sub. 

sequens, .vec plu8.d'erendue,·et, ,sil JioUs'est'pas .. 
Sl1n~,' ~vec '. pillS' d~' clarte. ' lAs "r~tat8 -de nome' 
tioavail Coftdernant Ce8 'lIlemes qm:.;tions-, sont aassi 

. h1.diques dans' divers '-ai1:icl~' d~ja 'Jjndus ·publics.' 
L' extra~t insel"e dans Ies' Annales de c1,limie. at de 
physique' ,fait 'courraitre'l' enseinble de nos recher

~bes, (tom. In, pag.' ~50, 'ann. 1816) .. N ous a vons 
pubHe' dan~ ces annale! 'deux 'notes separees, COD

Ct¥r11a'nt la cha1euT 1'ayonnante, (tom. IV, page 128, 

.. atib. "1'81, etttoin. Vt:,'-pag. 259,:ano. 1·8.,). 
·DlVM-s autres' articles du mAtne reeueil presentent 

les resultats les plus constants de la theorie. et des, 
observations; l'~tilite et -retendue'des oonnaissances 
thermdlogiques tie 'ponvaient ~tre iniens appreciees i 
que par les 'celebres redactenrs :d'6 :ces annales. . , 

On lrou.-era ~dans Ie bulletin'd8s -Bdene8S, (Soc:' 
c. 
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xx DISCOURS .. 

p1ulomat., aDD. I-SI8, pag. I et ann-. 18~0, page 60) 
rextrait d'uD memoire sur la temperature COD stante 

II ou variable des habitations, et l'expose des princi
~ales consequence. de notre analyse des. tempera
tures terrestres .. 

Me Alexandre de Humboldt, dont les recherches 
embrassent toutes les grandes qu_estions de la phi
losophie natu:relle, a- cO-lisidere. sous un point de 
vue nouveau et tres· important, les observations 
des temperatures propres aux diTers climals. ( M~ 
moire sur les ;lignes isothermes, Societe d'Arcueill 

tom. m, page 462); (Memoire sur la limite infe
rieure -des neiges perpettielles; Annates de Chimie 
et de Physique, tom. V, page IO~, anD. 1817 ~ 

Quand aux equations differentielles du mouve
ment: de 1a chale~r dans les _liquides, ilea. a ete fait 
mention 'dans l'histoire annuelle de r Academie des. - . -

- -
Sciences. eet extrait de notre D.emoire en montre 
clairement robjet et.le principe. (.Antzlyse:des .tra
WU/.X' de i: Acadimie- de~ Sciences, par M. De Lapilire, . 
~Dilee 1820 )~. . -

L' examen des ·forces repulsives que -la chaleur 
- prodwt, et qui determinent les proprietes statique& 

des gaz, n'appartient pas au sujet analytique que 
nons aVODS cOJlsidere. bette question lie~ it ,la \11.00-
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PR,ELIM;INAl'R·J.."·' ~':I .~~j 

rie de ]a ,chaleur rayonnante .vie&t d'~, trai~e«J.paf 
l'illustre auteur de"1a MeclJ.nifIPJ c'lest~. a:qwJi:.tQI1~el 
les branches principales de l'analyse llItathematjqu:e 
doive.u.t des decouvertes import;ant~ ( Conllais'.a~e 
des temps, pour les annees 1824 et 1825). .' . r, 

Les theories nouV'e11es, expliquees: dins. D;O'te 
ouvrage s~nt. 'reunies pour toujoufS ~~x. scien~ 

lQatltematiqlles, et reposent com~.e· eUes' ~'. 4~ 
fondements invariables; elles conserveront tou.Ie" 
elements qu'e1les possedent aujourd'hui, et e11es a~
querront continue11ement pl~s d'etendue. On per
fectionnera les instrumeD.ts et l' on multipliera les 
experiences. L'analyse que DOUS avons formee sera 
de~uite de methodes plus generales, c'est-a-dire plus 
simples et plus fecondes , communes it plusieurs 
classes de phenomenes. On determinera pour les sub
stances soli des ou liquides, pour les v~peurs et pour 
les gaz permanents, toutes les qualites specifiques re
latives it la chaleur, et les variations des coefficients 
'qui les expriment. On observera, dans les divers lieux 
du globe, les temper~tures du sol it diverses p~ofoD
deurs, l'intensite de la chaleur solaire, et ses effets, 
ou constants ou variables, dans l'atmosphere, dans 
rOcean et les lacs; et ron ('onnaitra ceUe tempera
ture con stante du Ciel, qui est pr~pre aux regions 
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xxii DISCO'VltS PRELIMI :HAIRE. 

planetaires. La theorie elle-meme dirigera,toutes res 
mesnres~ et en assignera la ,precision. Elle 'ne' pent 
faite desormais' aucun' progres ~onsiderable, qui, ne 
'soit'fonde suv ces experiences; car l'analyse.math«;' 
.matique peut'dedolre des pheBameneS generaux et 
simples T6pression 'des lois de la nature; mais l'ap
plication' speciale. de ces lo~s· a des' effets tres
composes 'esige une ·longu.e suite d'Qbservalions 

r • 

exactes. 

" IS 

.J 
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Et ipem ft'goDt .ameri. l'uTO. 

CHAPITRE PREMIER . 
. 

INTRonpCTION. 

SECTION PREMIERE. 

&poIition ~ lobjet de _t .orWmge. 
. . ~.. ..' .: . . . 

. ..' .. A.RT. Jer. . ,'. . 

LEI etrets d~ .la chal~~ 60nt asaujetis a d~ I~is"~s~tes 
que l'oo oe peut decouvri~ sans ,Ie secoUl'S ~e l'ao~lyse ma
thematique. La : Theone que .ioUS.4lUODS exposer a pour 
objet de dernOQtrer ~ lois; elle'reduit tou .... lea ~herches 
physiques, sur la propagatiotfte la chaleur, it des questions 
de calcnl. in\egral dent lea eJemens soot dODOes par l' expe.. 
,rienee. AQC1JIl Aqjet n'a, des ·rapports plus etendus,avec lea 
~, ~~ rindQ.Strie, et cel1J des. focieoces naturelles 0; :car 

• 
l'action de la chaleur- e.t to\ljows. ~, ~l1e I p.enetr. 

I 
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"2 THEORfE DE LA CHALEUR. 

tous les corps et les espaces, eUe infl.ue sur les pro cedes des 
arts, et concourt a tous les phenomenes de l'univers. 

Lorsque la chaleur est inegalement distribuee entre les 
differents points d'une masse Bolide, eUe tend it se mettre 
en equilibre, et passe lentemellt des parties plus echauffees 
dans celles qui Ie sont moins; en mbe temps elle se ~issipe 
par la surface, et Be pel'd dans Ie milieu ou dans Ie 'Vide. 
Cette tendance it une distribution uniforme, et cette emis
sion sponulnee qui s' opere it la surface des corps, chan gent 
continueUement la temperature des differents points. La 
question de la propagation de la chaleur consiste it deter
miner queUe est la temperature de ~haque point d'un corps 
it un instant donne, en supposant que les temperatures ini
tiales sont connues. us exemplea sui vants feront connaitre 
plus clairement la nature de ces questions. 

~. 

Si I'"on expose it l'action durable et· uniforme d'un foyer 
de chaleur une meme partie d'un anneau metallique, d'UD 
grand dia~tre, lesmolecules 'Ie!' plus 'VOisines du foyer 
s'echaufferont les premieres, et, apres un certain temps, 
chaque point du solide aura acquis presque entierement III 
plus haute teinperature ~ laqllelle it puisse parvenir. Cette 
limite on maximlim de temperature n' est pas la m~me pour 
Ies t1i~reIlts points; elle est d'autant moindre qu.'ils Boot 
plus eloignes' de celui GO Ie foyer est' immedia~nt 4lp. 
I" .:....J. . , • . pique. . : ".: ' . 

. Lorsque tes temperatures soot devenues permaMiltes, Ie 
foyer transmet, a cbaque inslant, one qQantite de chaleur 
qui -coRlpense e-xact6ment' ~elle qUi Ie .dissipe par to.· 'W, 
points de 'la sorface es:t6rieure de· PanVJeMl.· I ., 
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CHAPITRE .I. 3 
Si mainmnant on sQPprime Ie foyer t Ia chaleur conti

DDera de Ie propagel' dans l'interieur du solide, miUs ceUe 
4fui se pe1'd dana Ie milieQ 011 dans Ie 'Vi~ ne ser.a plus rom
pene eomme auparavant pir Ie produjt du foyer, en sortc 
que tootes les tleDlperatures varieront et. diminueront aana 
cesse, jusqu'a ce qu'elles soient devenues egales a celles dQ 
milieu environnant. 

3. 
Pendant que les ~peratnres soot permanentes et que J.«, 

foyer s~te, ai )'on eIeve, en cbaque point de la circonfe
renee moyenne de ranneau, une ordonnee perpendieulaire 
au plan de l'anneau, et dant la longueur soit propoJ1ion... 
nelle a la temperature fixe de ce point, la ligne courbe qui 
passerait par lea elltremitel de res OI'donnees representera 
l' etat permanent des temperatures, et il est tres-t'acile de 
~eterminer par Ie calcul la nature de cette ligne. II faut re
marquer que l' on suppose a l' anneau une epaisseur assez 
petite pour que tous lea points d'one meme section perpen
diculaire a la circonmren€e lBoyenne aient des temperatures 
sensiblernent egal.es. Lorsqu' on aura eweve Ie foyer, la ligne 
qui termine les oroonnees proportionnelles aux tempera
tures des dift'erents points, cbangera continuellement de 
forme. La question consiste a exprimer, par une equation, 
Ia forme variable de cette courbe, et a comprendre aiasi 
dans une seule formul.e tous les eats successifs du 8Olide. 

4-
Soit z; la temperature fixe d'Wl point'm de Ia circonferenee 

. moyenne,:z Ia distance de ce point au foyer, c'est-a-dire Ia 
longueur de l'are de la cireon£erence moYeDDe compris entre 

~ Ie point In et Ie point 0, qui correspond a la position du 
I. 
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4 THEORIE DE LA CHALEUR. 

foyer; zest la plus haute temperature que Ie point 'm puisse 
acquerir en vertu de r action CODstante du foyer, et cette 
temperature permanente zest une fonctionf(z) de la dis
tance x. La premiere partie de la question consiste a deter
miner la fonctionf(x) qui represente .retat permanent du 
Bolide. 

On considerera ensuite r etat variable- qui succede au pre
cedent, aussitot que ron a eloigne Ie foyer; on designera 
par t Ie temps ecoule depuis cette suppression du foyer, et 
par'll la valeur de la temperature du point m apres Ie temps 
t. La qua.ntite 'V sera une certaine fonction F (x,t) de la dis
tance .1J et du temps t,. r objet de la question est de decou .. 
vrir cette fonction F (x,t) dont on ne connatt encore que fa 
valeur initiale qui estf x, en 80rte que l' on doit avoir l'equa
tion de conditionfx=F (x,o). 

5. 
Si ron place une masse solide ,homogfme, de forme sphe

rique ou cubique, dans un milieu entretenu a nne tempe
rature constante, et qu'elle y demeure tres-long-temps 
plongee, elle acquerra dans tollS ses points une tempera
ture tres--peu difl'erente de celle du fluide. Supposons qu' on 
ren retire pour la transporter dans un milieu plus froid; la 
chaleur commencera a se dissiper par la surface; les tempe
,r~tures 4es differents points de la masse, ne seront plus sen
siblement les memes" et si on la suppose divisee en une 
infinite de couches par des surfaces paralleles a la surface 
exterieure, chacune de ces couches transmettra, dans un 
instant, une certaine quantite de chaleur a ceDe qui l'enve
loppe. Si l' on con~oit que chaque 'molecule porte un ther
mometre separe, qui indique a chaque instant sa tempera-
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CHAPITRE I. 5 
ture, r etat du solide sera continuellement represente par 
Ie systeme variable de toutes ces hauteurs thermometri~es. 
n s'agit d'exprimer les etats successifs par des formules ana· 
lytiques, en sorte que ron puisse connattre, pour un in
stant donne, la temperature indiquee par chaque thermo
metre, et comparer les quantites de chaleur qui s' ecoulent, 
dans Ie meme instant, entre (feux couches -contigues, ou 
dans Ie milieu environnant. 

6. 
Si la masse est spherique, et que ron designe par x la 

distance d'un point m de cette masse au centre de la sphere, 
par t Ie temps ecouIe depuis Ie commencement du refroidis
sement, et· par 11 la temperature variable du point m, it est 
facile de voir que tous les points places it la meme distance x 
du centre ont Ia meme telllperature 'V. Cette quantite 'Vest 
une cermine fonction F (x,t} du rayon x et du temps ecouIe 
t,. elle doit etre telle, qu' elle devienne constante, queUe que 
soit la valeur de x, lorsqu'on suppose celie de t nulle; car, 
d'apres l'hypothese, la temperato.re de tous les points est la 
meme au moment de I'emersion. La question consiste a de
terminer la fon~o~ de x et de t qui exprime la valeur de 'V. 

7, 
On considerera en suite que, pendant la duree du refroi

dissement, il s'ecoule a chaque instant, par la surface exte
rieure, une certaine quantite de chaleur qui passe dans Ie 
milieu. La valeur de cette quailtite n'est pas constante; elle 
est plus grande au commencement du refroidissement. Si 
l' on se represente aussi l' etat variable de la surface sphe. 
rique interieure dont Ie rayon est x, on reconnait facile
ment qu'il doit y avoir, a chaque instant, une certaine 
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6 THEORIE DELA CHALEUR. 

quantite de chaleur qui traverse cette surface et passe dans 
la partie de la masse qui est plus e10ignee du centre. Ce flux 
continuel de chaleur est 'Variable comme celui de la surface 
exterieure, et run et l'autre sont des quantites comparable! 
entre eUes; leurs rapports sont des nombres dont les valeurs 
variables 80nt des fonctions de la distance x et du temps 
ecouM t. Il s'agit de determiner ces fonctions. 

8. 
Si Ja masse echauffee par une longue immersion dans un 

milieu, et dont on veut calculer Ie refroidissement, est -de 
forme cubique, t:t si I' on determine la position de chaque 
point m par trois coordonnees rectangulairea z ~ y ~ Z, eo 
prenaot pour origine Ie centre du cube, et pour axes les 
lignes perpendiculaires aUK faces, on voit que la tempera
ture v du point Tn, apres Ie temps ecouJe t, est nne fonction 
des quatre Tariablea z, Y, .$ et t. Lea quantites de chaleur 
qui s'eooulent a chaque instant, par toote la surface exte. 
rieure du solide, 80nt variables et com parables entre elles; 
leurs rapports sont des fonctions analytiques qui dependent 
du temps t " et dont il faut assigner r expression. 

g. 
EXaminons aussi Ie cas on un prisme rectangulaire d'une 

assez grande epaisseur et d'une longUeur infinie, etant assn
jeti, par son extremite, it nne temperature constante, pen
dant que l'air environnant conserve une temperature mom
dre, est enfin parvenu a un etat fixe qu'il s'agit de conoattre. 
Tous Ies points de la 8ection extreme qui lert de base aa 
prisme ont, par hypothese, une temperatare commune et 
perman_teo Il 0' en est pas de mAme d'une section eIoigaee 
du foyel'; chacun des points de cette surface rectangulaire, 
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CHAPITRE I. 7 
parallNe a ]a base, a accpris nne temperature fixe, mais qu~ 
n'est pas Ia meme pour lea difl¥rents points d'une mane 
section, et qui doit etf!e -Illoindre pour las points les plus 
voisins de la surface upoHe a l'air. On voit aussi qu'il 
s' ecou1e a chaque instant, a travers un.e section donnee, 
llDe' certaioe quantit6 de chaleur qui demeure toujours la 
meme, paisque I'etat du solide est Gevenu constant. La 
question oonsis~ a determiner la mnper-amre permanellte 
d'un point donne du soIide, et la quantite totale de chaleur 
qui, pendant un temps determine, s'ecoule it. travel's. une 
sectioD dont la position est donnee. . 

10. 

PrelllOns pour ()rjgine des ooordonnees x, ,., z, Ie amtre 
de Ia base du prisme, et poUT axes I'ectangulaires, farm 
meme dn prisme et les deux perpendiculaires sur lea faces 
laterales: la temperature pel'manente 11 du point m, dorrt 
les coordonnees 80Dt x, y, z, est UDe. fouction de trois 'Va'" 

riables F (tJ:, y, z); elle re9Qit, par hypothese~ une valeur 
constante, lonque ron suppose:x: DUlle, :~elles qae lOient 
les valeurs de y et de oZ. Supposons que l' on prenne pam' 

unite 1a quantit6 de chaleur qui, .pendant l'unite de ·temps , 
sortirait ~'une' superficie egale a I'uuite de surface., si Ia 
masse eohauffee, -que cette sopedicie termine t et qui est 
tor..ee ·de Ja mleme substance que le prisme, . elBit continuel .. 
IeuMtt ·entr.etenue a 1a temperature de reau. bouillanlie., et
pl&ugee;dans l'air atJmlB}iherique entretmw. a Ia tempe..ture 
de '1a.glace fandante. On voit que la ~utite de 'chaleur -qui, 
dlDls .1'etat .permanent flu -priSBle rectanguJaire, -s'eooule, 
pendant l'miiw de temps, it travers nne oertaine sectioD 
perpendiculaire a .rue, a 'DD rappmt determine avec .la 

.' 
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quantite de chaleur prise pour u~e. Ce rapport n' est pas 
Ie meme pour toutes les s~ctions; il est une fonction f (x) 
de la distance x, it laquelle une section est placee; il s'agit de 
trouver l'expression analytique de la fonction f (x). 

II. 

Les exemples precedents suffisent pour donner une idee 
exacte des diverses questions que nons avons traitees. 

La solution de ces questions nons a fait connaitre que 
les effets de la propagation de la chaleur dependent, pour 
chaque substance solide, de trdis qua lites eIementaires, qui 
sont la capacite de chaleur, la conducihilite propre, et la 
conducibilite exterieure. On a observe que si deux corps 
de mem.e volume et de nature differente ont des tempera
tures egales, et qu' on leur ajoute une meme quantite de 
chaleur, les accroissements de temperature ne sOQt pas les 
memes; Ie rapport de ces accroissements est celui des capa
cites de chaleur. Ainsi Ie premier des trois elements speci~ 
fiques qui reglent l'actio!1 de la chaleur est exactement defini, 
et les physiciens connaissent depuis long-temps plusie~ 
moyens d'en determiner la valeur. II n'en est pas de_meme 
des deu~ antres; on en a souvent observe les effets, tDai~ il 
n'y a qu'une theorie exacte qui .puisse les hien di~tinguer, 
les definir ~t les mesurer avec precisioQ. La conducibillt.e 
propre QU interieure d'un corps exprime la facilite a'Vec 
laquelle la chaleur s'y propage en pasaant d'une mole.cule 
interieure it une autre. ·La conducihilite e:J.terieure ou relative 
d'un corps solide depend de la facilite avec laquelle la cha
leur en penetre fa surface, et passe de ce corps dans un 
milieu donne, ou passe du milieu dans Ie solide. Cette der-
niere. propriete est modifiee par r etat plus ou moins poli d~ 
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CHAPITRE I. 9 
la surperficie; elle varie ~ussi selon Ie milieu dans lequel Ie 
corps est plonge; mais la conducibilite propre ne peut 
changer qu'avec la nature du solide . 

. Ces trois qualites elementaires sont representee! dans nos 
formules par des nombres constants, et la theorie indique 
elle-meme les experiences propres a en mesurer la ·valeur. 
Des qu'ils sont determines, toutes lea questions relatives it la 
p"0pag~tion de la chaleur De dependent que de I'analyse 
numerique. La connaissance de ces proprietes 8pecifiqu~s 
peut etre immediatement utile d~D8 plusieurs applications 
4es sciences physiques; elle. est d'ailleurs un element de 
I'etude et de la description des diverse. substances. C'est 
connaltre tres-imparfaitement les corps, que d'ignorer les 
rapports qu'i1s. ont avec un des priDcipaux agenu de Ia 
nature .. En general, il o'y a aucune tbe9rie mathematique 
qui ait plus de rapport que cell~-ci avec I'economie pu
hlique, puisqu' elle peut semr a eclairer et a perfectionner 
rusage des' arts nombreux qui sont fonde. sur remploi de 
Ia chaleur. 

12. 

La question des temperatures terrestrea otTre une des plus 
belles applications de la thoorie de la chaleur; voici l'idee 
generale que 1'00 peut s'en former. Les differentes parties de 
Ia surface du globe sont inegalement exposees a I'impressioo 
des rayons solaires; I'intensite de cette action depend de la 
latitude do lieu; eDe change aussi pendant Ia duree do jour 
et pendant ceDe de l'annee, et est assujetie it d'aotres intfga
lites moms sensibles. II est evident qu'il existe, entre cet 
etat variable de la surface et celui des temperatures inte
rieures, ODe relation aeeessaire que l' OD peat deduire de Ia 

2 
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theorie. On sait qu'a une cermine profondeur au-dessous de 
la surface de la terre, la temperature n'eprouve aucune va
riation annuelle dans un lieu donne: cette temperature per
manente des lieux profonds est d'autant moindre, "que Ie 
lieu est plus eloigne de l'equateur. On peut done faire abs
traction de I' enveloppe exterieure', dODt I' epaisseur est in
comparahlement plus petite que Ie rayon terrestre, et 
regarder cette planete comme une masse presque spherique, 
dont la surface est assujetie a une temperature qui demeure 
constante pour tous les points d'uo parall~le donne, mais 
qui n'est pas la meme pour un autre parallele. II en resulte 
que chaque molecule interieure a -aussi une temperature fixe 
determinee par sa position. La question mathematique con
sisterait a connattre la temperature fixe d'un point donne; 

I " ". 

et la loi que suit "~chaleur solaire en "penetrant dans l'inte ... 
rieur'du globe. . " 

Cette diversit6 des temperatures nous interesse davantage, 
si ron considere les changements qui se succedent dans l'en
veloppe meme dont nous habitons la superlicie. Ces alter
natives de chaleur. et de fr6id, qui se reproduisent chaque 
jour et dans Ie cours de chaque annee, ont ete jusqu'ici 
l'objet d'observations multipliees .. On peut aujourd'hui les 
soumettre au calcul, et deduire il'une Theo"rie commune 
tous les faits particuliers que l' experience nons avait ap
prise Cette question se reduit it supposer que tous les points 
de la surface d'une sphere immense sont affectes de tem
peratures periodiques; ranalyse fait ensuite connaitre sui
vant queUe loi l'intensite des variations d6crott a mesure 
'1ue la profondeur augmente; queUe est, pour une 'profon
deur dODDee, la quantite des changements annuels ou 
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diurnes, l'epoque de ees changements, et commeDt la valeur 
fixe de la temperature souterraine se deduit des tempera
tures variables observees a la surface. 

• I~ 
Lea equatioD$. generales de la propagation de Ia chaleur 

..sOnt au diffelences partieUes·, et quoique Iii forme en 80it 
tres-simple, lei methodes connues ne foumissent aucun 
moyen general de les in.tegrer; on ne pourrait done pas 
en deduire les valeurs des temperature. apres un' temps 
determine. Cette. interpretation numerique des reaultats du 
,ealcul est eependant D8cessaire,.et e' est un degre' de per-
fection qU'il. serait tres-important de donner a toutes lea 

. applications de 1'.malyse au sciences naturelles~ On peut 
d~ que tant' qu'on ne I'a pas obtenu, lea solutions de
meurent incompletes ou inutiles, et que la verite qu'OD se 
proposait de decouvrir n'est pas moins cachee dans les for
mules d'analyse, qu'elle ne l'etait dana la question physique 
elle-meme.Nous DOUS sommes attaches avec beaucoup de 
lOin, et Boas .so.mes parvenus a surmoDter cette diQiculte 
daris toutes lea questions 'que D011& aVODI trait. ~ et qui 
coatiennent les ~ments ,principwx de Ia Theone de fa 

. chaleur. II o'y a aucv.ne de cell questions dont la solution. 
De foumitse des moyens commodes et exacta de tre)UveI" 

.Iea :val __ oUlJJl8riques des ~mperatures aecpiaes, 0" ~Ies 
des quantites de chaleur ecouIees, lorsqu' on coimaR lei va

,leurs du temps et celles des coordonnees variables. Ainsi 
·f-QD 'ne, dtiDDera ,as MUlement lea equatioDs differentielles 
au.xquelles daDeDt &ltiifaiJJe les fonction& qui exprimeot 
lea. ~letJn' des temperatures.; :on dODDeI'a ces fonctioD& 

2. 
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,12 TMEORIE DE LA CHALEUR. 

. elles-niemes sous une forme qui facilite les applications 
, . 

numenques. 
14. 

Pour que ces solutions fussent generales et qu'elles eussent 
1Jne etendue equivalente a celle de la, question, il etait 

'necessaire qu'elles pussent convenir avec l'etat initial des 
temperatures qui est arbitraire. L'examen de cette condition 
fait connaitre que ron peut developper en series conver
gentes, ou exprimer par des integrales defioies,. les fonc
tions qui ne soot point assujeties a une.loi COnstaBte, at 
qui representent lea ordonnees des lignes irregum~res ou 
discontinues. Cette propriete jette un nouveau jour sur la 
Theorie des equations aux differences partielles, et etend 
l'usage des fonctions arbitraires en les soumettaDt aux pro-

, cedes ordinaires de l' analyse: ' 
15. 

II res~ait encore a comparer les faits' avec la Theorie. On 
a entrepris, .dans cette vue, des ex.periences variees et pre
cises,. dont les resultats sont conformes a ceux. du calcul t 
et lui donnent une auto rite qu'on ent ete' porte a lui re
fuser dans une matiere nouvelle, et qui parait sujette a tant 
d'inceI:titudes. Ces experiences confirment Ie prillcipe dont 
on est parti, et qui est adopte de tous l~ physiciens, 
malgre la diversite de leUrs hypotheses sur la nature de la 
chaleur. . . 

16. 
, L' equilibre de temperature ne s' opere pas seulernent par 

la voie du contact, il s'etablit aossi entre les corps separes 
lea uns des autres, et qui demeurent long - temps places 
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di.ns un meme lieu. Cet efTet est indepe~dant du contact 
du milieu; nons raYOnS observe dans des espaces entiere
ment videa d'air. Il faUait donc, pour completer notre 
'Theone, examiner les lois que suit la chaleur rayonnante 
en s~eJoignarit de. la superficie des corps. Il resulte des ob
Be"ationa de pluaieurs physiciens et de nos propres expe
rienc~s, que l'intensite des difi'erents rayons qui sortent, 
dans tous les sens ~ de chaqu'e point de la superficie d'un 
corps echauiTe, depend de l'angle· que fait leur direction 
avec la surface dans ce meme point. Noua avons demon
tre que l'intensite de chaque rayon est d'autant moindre, 
qu'il fait avec l'e'Iement de la surface un plus petit angle, et 
qu' elle est proportionnelle au sinus de cet angle. Cette loi 
.pnerale de l' emis&ion de Ia chaleur, que dive~s obser
vationa avaient deja indiquee, est une consequence neces
&aire du principe de l'equilibre des temperatures et des· 
lois de la propagation de la chaleur dans lea corps ,olides. 

Telles soot lea questioDS principaIea que l' on a trait6es 
dana ret ouvrage; elles sont toutes dirigees ven DB seul 
but, qui est d' etahlir clairement les pri~cipes mathema
tiq~ de la Theorie de·la .chaleur, et de concourir ainsi au 
.prop-es des arts utilea et a ceux de l' etude de la nature. 

17- .• 
OJ! aper~oit par ce «jui precooe, qu'il existe une classe 

.ves-etendue de .phenomenes qui ne sont point produits par 
des forces mecaniques, mm qui res~Dt seulement .de la 
presence et de l'accumulation de la chaleur. Cette partie 
de la philosophie naturelle ne ,peut se rapporter am theo
.ries 'dynamiques, elle a des principes qui lui sont prQpres, 
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et elle est fondee sur une methode semblable it celie des 
autres sciences exactes. Par exemple, la chaleur solaire qui pe. 
netre l'interieur du globe, s'y distribue suivant une loi rego
Here qui ne depend point de celles du mouvement, et De peut 
~tre determinee par les principes de la ~ecanique. Les 
dilatations que produit la force repulsive de la ehaleur, et 
dont l'observation sert it mesurer leS temperatures, sont, 
a la verite, des effets dynamiques; mais ce ne. sont paint 
ces dilatations que ron calcule, lorsqu'on recherche lea 
lois de 1a propagation de 1a chaleur. 

18. 
n y a d'autres eft"ets naturels plus composes, qui depen

dent a-Ia-eois de l'influence de la chaleur et des forces at
tractives : ainsi les variations de tempentnre que lea mou
vements du soleil occasionnent dans l'atmosphere et dans . 
l'Ocean, changent continuellement la densite des differentes 
parties de l'air et des eaux. L'effet des forces auxquelles 
ces masses obeissent est modi&e a chaque instant par une 
non:velle distribution de la chaleur, et ron ne peut douter 
que cette cause De produise les vents reguliers et lea prin
cipaux courants de la mer; les attractions solaire et lu
naire n' occasionnent dans l' atmosphere que des mouvements 
peu sensibles, et non d'es deplacements generaux. II etait 
done necessaire, pour soumettre ces grands phenomenes 
au eatcul, de decoumr les lois matbematiques de Ia propa-
gation de la chaleur dans l'interieur des masses. . 

19· 
On conoattra, par la lecture de eel ouvrage, que Ja cha-

leur afFecte dans les corPs une disposition reguliere,· inde-
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CHAPITRE'I. 15 
pendante de la distribution primitive, que ron pent re
gard. 'comma arhitraire. 

De quelque maniere que la chaleur ait d' ahord ete re
partie, Ie sys.eme initial des temp8ntures s'alterant de plus 
en phu, De tarde point a se confondre sensiblement avec 
un etat determine qui ne depend que de la figure du -so
lide. Dails ce del'Dier etat, les temperatures de tous lea 
points s' abaisaent en meme temps, mais conservent entre 
elles les memes rapports; c'est pour esprim.er cette pro
prie.:e que les formules .. Iytiques contiennent des termes 
composes d' exponentieYes et de qnantites, analogues aux 
foncbooa trigODom~qaes. 

Plusieus cpestioua ,de micanique presentent des resul .. , 
tats analogues, tela que l'isochronisme' des oscillatioas, la 
resoonaDr.e multiple des corps' sonores. Les experiences, 
communes lea Qllient fait remarquer, et Ie calcul en a 
ensuite demontre la veritable cause. Quant a' ceux., qui de. 
peDdent des changements de temperablre, ils n'auraient pu 
etre reconnus que par des experiences tres -preclses ; mais 
l'a08lyse mathematique it devance "lea observations, elle sup
plee a nos sens, et DOUS rend en quelque sorte, temoins 
des mouvements reguIiers et'harmoniques de la chaleur dans 
I'i~terieur des corps. , 

20. 

Cea considerations oft'reot un semple aingulier des rap-' 
ports qui existent entre la science abstraite des nombres 
et les causes naturelles. 

Lorsqu'une barre metallique est exposee par. son exue
mite a I'action constante d'un foyer, et que tous ses points 
ont acquis leur plus baut degre de chaleur, Ie syst~me des , 
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16 THEORIE DE LA CHALEUR. 

temperatures fixes. cOlTespond exactement it une table de 
logarithmes; les' nombres sont les elevations des thenno
metres places aux differents points, et les logarithmes sont 
les distances de ces points au foyer. En general, la cha
leur se repartit d'elle- meme dans l'interieur des solides, 
suivant une loi simple "exprimee par une equation aux 
differences partielles, commune it des questions physiques. 
d'un ordre different. L'irradiation de Ia chaleur a une re
lation manifeste avec les ~bles de sinus; car les rayons qUi 
sortent d'un m~me point d'une surface echauffee, difrerent 
beaucoup entre eux, et leur intensite est rigoureusement 
proportionnelle au sinus de l' angle que fait leur direction, 
avec I'erement de la surface. Si ron pouvait observer pour 
chaque instant et en chaque point d'une inasse solide ho
mogene,les changements de, temperature, on retrouverait 
dans la sene de ces observations les proprietes des series 
recuJTentes, celie des "sinus et des logarithmes; on les re
marquerait, par exemple, dans les variations diurnes ou 
annuelles des temperatures des differ-ents points dn globe 
terrestre, qui sont voisins de la surface. , 

On reconnaitrait encore les memes resultats et tons les 
elements principaux de I'analyse generale dans les vibra
tions des milieux e1astiques, dans les proprietes des lignes 
ou des surfaces courbes, dans les mouvements des astres, 
et ceux. de la lumiere ou des fluides. C' est ainsi que les 
fonctions obtenues par des differentiations successives, et 
qui servent au developpement des series infinies et it la 
resolution numerique des equations, correspondent aussi 
a des proprietes physiques. La premiere de ces fonctions, 
opla fl~ion proprement dite, ex.prime, dans la geometrie" 
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l'incliDaison de Ia tangente des ligne~ courbes, et dans. la 
dynamique, la vttesse du mobile pendant Ie mouvemept 
:varie ~. eile mesute·· ~an5 .la theorie 'de 1a (.-haleur I~ qqantiti 
qui s'ecoule en 'cha'Iue point d'un corps: it travers' nne sur: 
.fac~ donnOO. L' analyse Dllithematique a 'done qes ',rapports 
necessaires avec les' phenomenes sensibles.; son objet n' est 
point cree par l'intelligence de l'homme, il est un element 
preexistant de l'ordre universel, ~t n'a rien de contingent 
et de fortuit j i1 est empreint dans toute la nature. 

21. \ 

Des observations plus precises et plus variees feront con
naitre par la suite si les effets' de la chaleur sont modifies 
.par des eaUSeB que, ron n'a, point 'aper~ues jusqu'ici , et la' 
tbEorie acquerra. une nduvelle perfection par la eomparaison 
-cOntinueUe de' sea resultats a\fec ceux des experiences; eUe 
expliquera des phenomenes importants que I' on ne pouvait 
point encore soumettre au calcul; eUe' apprendra a 'deter
miner tons les effets thermometriques' des rayons solaires t 
les temperatures fixes ou variables que ron' observerait it . 
differentes distances de l'equat~r, dans l'interieur' du globe' . 
ou hors des limites de l'atmosphere, dans ('Ocean ou dana 
les differentes regions de rair. On en deduira la connllis
sance mathematique des grands mouvements qui resultelit 
de l'influence de la chaleur combinee avec celie de la gra
vite~ Ces piemes principes serviront it mesurer la conducibi. -
lite' pl'opre ou relative des differents corps, et leur capacite 
sp6cifique, a distinguer toutes les causes qui modifient remis- ' 
sion de la chaleur it. la surface des solides, et a perfectionner 
los instruments thermometriques. Cette theorie exoitera dans 

3 
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tous les temps l'attention des geometres, par l'eiactitude 
rigoureuse de ses e1ements et les difficultes d'analyse qui lui 
sont propres, et sur-tont par l'etendue et l'utilite·de ses ap
plications; car toutes les consequences qu'elles fournit inte
reseent la physique generale, lea operations des arts, les 
usages domestiques ou l'economie civile. 

SECTION II. 

Notions Generales, et dt!finitions prtfliminaires. 

22. 

On De pourrait former que des hypotheses incertaines 
Bur la nature de la chaleur, mais la connaissance des lois 
mathematiques auxquelles ses effets sont assujetis est inde
pendante de loute hypothese; elle exige seulement l'examen 
attentif des faits principaux que les observations communes 

.ont indiques, et qui ont ete confirmes par des experiences 
, . 

precises. 
II est donc necessaire d' exposer, en premier lieu, les re

sultats generaux des observations, ·de donner des definitions 
exactes de tous les e1ements du calcul, et d' etablir les prin
cipes sur lesquels ce calcul doit etre fonde. 

L'action de la chaleur tend a dilater tous lea corps B0-

lides, ou liquides, ou aeriformes; c'est cette propriete qui 
rend sa presence sensible. Lea solides et les liqUides aug ... 
mentent de volume, si l' on augmente la quantite de ~haleur 
qu'ils contiennent; ils se condensent, si on la diminue. 

Lorsque loules lea parties d'un corps solide homogene, 
par exemple, celles d'une masse metallique, sont egalement 
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CHAPITRE L 19 
8chautrees, at qn'eD.es consenent, sana 8IIC1IO. chaDgement, 
cette meme ,quantite de chaleur, elles out anui et conser
vent une meme densite. On .prime eet etat en disant que, 
da_ toate l'etendue de la masse, lea. molecWe& CN'lt une 
'--perature commUDe et permanema. 

~ 

Le thennometre est un corps doat on paut apprecwf faci
lemeot I. moioclares ehangem.ents de volume;, il sort a .. u~ 
rei' las terDperatus par la' dilatation des liquides, .. pat' 
celie de l'air. NOUS8Uppo&ODS ici que I'on connatt eueteul .. , 
la construction, l'ua&«e et lea pmprietes de cea iDAtrumeQt8~ 
La temperature d'un corps doDt toutes lea parties aont eple-
ment echautT~8, et qui CODSerTe sa chaleur, eat celle qu'in
dique Ie thermometre, s'il est et a'ii demeure en coattM:t par
fait avec Ie corps dont il s'agit. 

Le contact est parfait lorsque Ie thermometre est entiere
ment plonge daDS one masse liquide, et, en general, lors
qu'il n'y.a aucun p~Dt de la .urface exteneure de cet instru
ment qui ne touche un des. points de la masse solide au 
fluide dont on veut lIlesurer'la temperature. II n'est pM 

toujOU1'8 neeeasair~, dans ~s experiences, que celm coDdition 
soit rigoureusemeJlt observtie; maia OR doit Ia IUpposer pour 
que la definition soit exaCle. . 

!l4. 
On determine deux tem~tures fixes, savoir : la tempe

rature de la glate fopdaote, qui est designee par 0, et la 
temperature de I'eau bouillante que nous designel'ODS par 1 : 

OIl suppoee' que l'8'bullition de reau a lieu. SOUl une preeaiop 
de l'atmosphere representee par une certaine bante~ <Ill 

, 3. 
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barometre'(76 centimetres), Ie mercure du barometre etant 
a la temperature o. 

25. 
On mesure les differentes quantites de chaleur en deter

minant combien de fois eUes contiennent une quantite que 
l' on a fixee et prise pour unite. On suppose qu'une masse 
de glace d'un poids determine (un kilogramme) soit it la 
temperature 0, et que, par l'addition d'une certaine quan
tite de chaleur, on la convertisse en eau it la meme tempe
rature 0 : cette quantite de chaleur ajoutee est la mesure 
prise pour unite. Ainsi la quantite de chaleur exprimee par 
un nombre C contient un nombre C de fois la quantit6 
necessaire pour resoudre un kilogramme de glace qui a la 
temperature zero, en une masse d' eau qui a la meme tem
perature zero. 

26. 
Pour elever une masse metallique d'un certain poids, par 

exemple, un kilogramme de fer, depuis la temperature 0 

jusqu'a la temperature I, il est necessaire d'ajouter une 
nouvelle quantite de chaleur a celie qui etait deja cootenue 
dans cette masse. Le nombre C, qui desigoe cette quantite 
de chaleur ajoutee, est la capacite specifique de chalellt" du 
fer; Ie nombre C a des valeurs tres.differentes pour les cliffe
rentes substances. 

27· 
Si .un corps d'une nature et d'un poids determines (un 

kilogramme de mercure) occupe Ie volume V, etant it la 
temperature 0, il occupera un volume plus grand V + A, 

lorsqu'il aura acquis la temperature I, c'est-a-dire loraqu'on 
, 
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aura augmente la chaleur qu'il contenait etant It la tempe
rature 0, d'une nouvelle quantite C, egale It sa capacite 
specifique de chaleur. Mais si, au lieu d'ajouter cette quan
tite C, on ajoute z C (z etant un nombre positif ou negatif), / 
Ie nouveau volume ser~ V + ~,au lieu d'e"tre V + A. Or 
lea experiences font connattre que si zest egal it -i, l'ac
croissement de volume ~ est seulement la moitie de l'accrois
sement total A, et qU'en general, la valeur de ~ est z A, lors
que la quantite de chaleur ajoutee est z C. 

28. 
Ce rapport z des deux quantites de chaleur ajoutees .z C et 

C, qui est aussi celui des deux accroissements de volume ~ 
et A, est ce que I' on nomme la temperature ,. ainsi Ie nombre 
qui exprime la t~mperature actuelle d'un corps represente 
l'exd~s de son volume actuel sur Ie volume qu'il occuperait 
It la temperatUl'e de la glace fondante, l'unite representant 
rexd~s total du volume qui correspond it I'ebullition de I'eau, 
sur Ie volume qui correspond It la glace fondante. 

29· 
Les accroissements de volume des corps sont en. general 

proportionnels aUK accroissements des quantites de chaleur 
qui produisent les dilatations; il faut remarquer que cette 
proposition n' est eucte que dans les cas ou les corps dont 
il s'agit sont assujetis It des temperatures e10ignees de celles 
qui determinent leur changement d'etat. On ne serait point 
fonde it appliquer· ces resultats It tous lea liquides; et, It 
l' egard de l' eau en particulier, les. dilatations ne suivent 
point toujours les augmentations de chaleur. 

En gen~al, les temperatures sont des nombt:es propor
~oDnel& aux quantiws de chaleur ajoutks, et dans les cas 
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que nollS censitletons,-ces BOmb-res sont IRIS6i propo1'tionDels 
aux acctoissements da .otam.e. 

30. 
Supposons- qn'up- c~ temtind par une su'l'flle8 plane 

d'une certaine etendue (un metre carre) sod eDtreteDU d'une. 
maniere quelconque a une temperature rondaDte I, com
mune a tous ses points, et que la surface dont il s'agit IOtt 

en contact avec I'air, maintenu 8: la temperature 0 : Ia cha
leur qui s'ecoulera continuellement par Ia surface, et passera 
dans Ie milieu environnant, sera toujours remplacee par celie 
qui pi'ovient de la ca:use cdnstante i I'action de laquelle Ie 
corps est expose; il s' ecoulera ainsi par la surface, pendant 
un temps determine (une minute), une certaine quanti«:e de 
chaleur designee par h. Ce produit It, d'un flux continuel et 
toujours semblable a lui-meme, qui a lieu pour une unite 
de surface it line temperature fixe, est la mesnre de la con
dttcibilite exterieure du corps, c; est· a -dire, de la facilite 
avec laquelle sa surface transmet la chaleur a l'air atmosphe
rique. 

On suppose que rair est continuellement deplace avec 
nne vitesse uniforme et donnee; mais si la vitesse du conrant 
augmentait, la quantite de chaleur qui se communique au 
milieu varierait aussi; il en serait de meme si l' on augmentait 
la densite de ce milieu. 

3r. 
Si rexces de la temperature constante dll corps sur Ia 

temperature des corps environnants, au lieu d'etre egale 
a I, comme on 1'. suppose, avait une valeur moindre, la 
quantite de chaleur dissipee semt moindre que k. II resulte 
des observations, comme on Ie verra par la suite, que cette 
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quaDtit"e de .~Ul' PMoe peut: etre i-eg8lllWe oonil.e een
sihlement'preportionhelle ~. fnce. de Is temp6r~,·dt1 
corps ~ ce4le 4e rail' et des corp. eriwil'ODomts .. AilMi, J. 
flUtlDtite'lI, .yant.)~te ~rmiDee pat mle ~ri~~·Aau6 
laquetle la nrface edaaufiee ·eSt .• la .te"-.'wte 'J,., 1$. Je 
miliea It la tempvrature o~ 08 ell conaMat .• 'elle .8lU'-N.t la 
valeur hz, si la temperature ,de -Ia surf. emit z, to utes les 
aatres ~ireOO8tla~ deaearaDt les me.es. au dpit ~ttre 
te reaultat lonque s est ooe· 1If*im frMtiQp.. . . " . 

- ' l2. 
I'. 

. La \'Rieur h de" la . quantiae . tie cDalaJ ... ' tf.u M 4i,ssjpa "
-"UI: la S11l'f_ ecltauffee, est ~p,our,le$·4lt'f~~~ 
CDI'p8 J: at ell. vane pour ..... ~ corpJ!, ~aDt ,le,s diy.et:' 
.... de Ia _rfaoe. L' etT.et: de .r~f~iatioJ;l. est ~'~u~nt :moi~7 
die, ~ Ia _l'faee echa~~ _ pJ.us polie,; ,de 8ort~ qu'~t;t 
failllit ~tre. Ie poli dfj.Ja .surface, o~ .augmen~e conii~ 
cWrabieri-t·Ja valeur:4e. h,. Un ilQI'pa ~1ft.llique echauffe ~e 
refroidU'a Ileaucoup plus v1te., Ii ~on couv~ sa ~urface. ex~e- .. 
n..re d'l1B cIl1iUg,~, .pf.pprp .. !erni, ea\ie1.~l;Rept l'.etat 
metallique. . 

-.' 33. .. 
. Lei- .. ay~s de. .Ieur!qui s'echappent de 18: sw-face d'un 
oorps, paL'CPure~· libr.e.ment les espa~e~. v~des d' air; ~is Be 

propagent .4UJ6si. daua l' air atmosphth·ique : leur di~ction 
.,. pO.ttraulee par l~ agitations de l'air jntermediaire: 
il, .pe\lv.est etre nWec~, e~ se rellDwent a~ foyers des mi
~as _~lJNiuel. la .corps dpnt Ja temperature est elev6e, 

. et .qwe l'~ plOO,l~ ~i JW. l~~e, n'ecbauffent imme~ia
. ~ que les pilftics d.~ 1a ~asse qui sont en contact avec 

lew- surface. Les molecp.le¥, dont la distance a cette surface . ~ 
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n'est pas,extremement petite, ne ~oivent point de chaleur 
directe; il n'en est pas de meme des fluidea,aerifonnes; lea 
rayons de chaleur s'y portent avec une em'eme rapidit6 a 
des distances considerables, soit qu'une partie de ~es rayon. 
traverse librement les couches de l'air,-soit qUe celles-ci se 
les transmettent subitement sans e~ aiterer la direction. 

• ,34 . 
Lorsque Ie corps echauife ,est place dans un air qui con

serve sensiblement une temperature constante, la dlaleur 
qui se communique a l'air rend plus legere'la couche de ce 
Suide voisine.de la surface; cette couche s~fneve d'autant plus 
vUe, qu'elle est plus echaufl'ee, et elle est remplacee par nne 
autre ma'sse d'air fr<?id.· II s'etablit ainsi un courant d'air 
dQnt. I~ direction est ~erticale, et dont Ia vttesse 'est d'autant 
plus- grande, que la temperature du corps est plus e1evee, 
C'est pourquoi, si Ie corps se refroidissait succe&Si~ement, Ia 
vltesse du courant diminuerait avec la temperature. et)a loi 
du refroidissement ne serait pas exactement 18 meme que si Ie 
corps etait expose a un eourant d'air d·une vttesse conatante. 

35. 
"Lorsque les corps sont assez echauffes pO!1r repandre une 

tres':"l'iye lumiere, une partie de leur chaleur rayonnante, 
melee . a cette lumiere, peut traverser lea solides ou lea 
liquides transparents; et elle est sujette a la force qui pr~ 
duit les refractions. La quantite de chaleur qui jouit de cdte 

faculte est d'autant moindre, que les corps sont moins en
Hammes; elle est; pour ainsi dire, insensible 'pour lea corpa 
tres-obscurs', quelque echautl'es qu'ils 80ient. Une lame mince 
~t diaphane intercepte presque :toute Ia chaleur directe' qui 
sort d'une masSe metallique ardente; mais elle s'echautTe 
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CHAPITRE I . s5 
• meaure. que les rayons. interceptes s'y ac;co.mulent; o~, si 
eIIe est formee d' eau glacee ~ elle devient liquide; si cette lame 
de .glace est exposee aux rayons d'un flamb~u, eUe laiss,: 
passer avec la lumiere nne chaleur sensible. 

36. . 
Nona avons pri! pour mesure de la conducibilite exterieure 

d'un corps soli de un coefficientk, expriIO:ant la quantite de 
chaleur qui paaserait, pendant un temps determine (line 
minute), de la Sorfa~e de ce corps dans l'air atmospherique, 
en supposant que la surface ait une etendue determinoo (un 
metre quarre), que la temperature constante. du c~rps soit 
I , que celIe de l' air soit 0, et que la surface 6chauffoo soit 
exposee a un courant d'air d'une vttesse donnee invariable. 
On deter~ine cette valeur de k par les observations. La quan-; 
tite de chaleur exprimee par Ie coefficient se forme de deux 
parties distinctes, qui ne peuvent etre mesurees que par des 
experiences tres-precises. L'une est la chaleur communiquee 
par voie de contact a I'air environnant; l'autre, beauco,up 
moindre que la premiere, est la chaleur rayonnante emise. 
On doit supposer, dans les premieres recherches, que la 
quantite de chaleur perdue ne change point, si 1'0n aug
mente d'une quantite commune et assez petite la tempera
ture du corps 6chauffe et celIe du milieu. 

. 37· 
Les substances solides difrerent encore, comme noua 

ravons dit, par la propriete qu'elles ont d'etre plus ou moin6 
permeables a la chaleur; cette qualite est leur conducibili~ 
propre: nous en donnerons la definition et la mesure exacte, 
apres avoi,r traite de la prop~gation uniforme et. lineaire de 
la chaleur. Lei substances liquidea jOWssent aossi de la faculte 

4 . 
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26 THEORIE DE LA CHALEUR. 

de ttansmettre 1& chaleul' de mdlecole ~ molecule, et la 'ft. 

letir :nuinerique de l~ar condttcibilite ftm.aivmt I. nature 
de ces substances; mais 0'1'1 en ohserve difflcilemeot FeftBt 
dans les liquides, parce que leurs molecules eha.ngent de si
tuation en cha~geant de temperature. C'est de ce deplace
ment, continuel que, multe principalement' la propagation 
de' la chaleur, toutes les fois que Ies ~s inferieures de 1a 
masse sont les plus exposees Ii ractioB du foyer. Si, au con
traire, on applique -Ie foyer a la partie de·la masse qui efJt la 
plus 'elevee, comme cela avait lien dans plusieurs de nOi 
experiences;la ~nsmission de 1a chaleur, qui est tres-len~, 
n'occaslonne aueuo. d6placement, a moins que l'accroisse .. 
inerit de Ita temperature De diminue Ie volume, ce que 1'00 

remal'qlle en eCfet dans des cas singuliers Toisins ~es chan
gements d'etat. ' 

38. 
A cet expose des resaltats principaux de$ ebsenations, il 

faut ajoutet un'e remarque generate sur I'eq..ilibre des tem
pera'tures ;-elle conljist'e en ce que les di8ierent&. corps qui 
sont plates dans un meme' lieu, dont toutes les parties sont 
et demeurent egalement echaufT6es, y aeqaierent aussi tiDe 

temperature commune et permanente.' -
Supposons que tous les points d'une masse M aient une 

temperature commune et constante a; qui est e'ntretenue 
par une cause quelconque: si l'on met un C01'p8 lD()indre m 
en c~ntact parfait avec la masse M, it prendTa la tempera
ture commune a. A la verite, ce resultat n'atirait lieu rigon. 
reusement qu'apres un temps infini; mais Ie sens preeis de 
Ia proposition est que si Ie corps m avait la ·temperature t4 

avant d'etre mis en contact, it la conservennt :sa~s aueua 
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change1lient. DreD serai.t de me.e d'une multitude d'autres 
eorps, n, p, q, ,., dont chacun 8eriiit Jilis sepa.rement, ~ 
fnDtact'parfait.avec Ia masse.M;·ils acquerrajent tous If.'~
perature couataDte'tI. ,Ainu Ie thermometre etant sucQes.ij 
Yement appliqUe aux diff8l'eots corps lie j' n, p,' q, ,. .. ~. . in-r 
diquerait; cette mae temperature., . . : 

3g:' . 
• 'j 

. : L'effet dont il s'agitest independant du contact, et iI m- -
rait encore lieu, si Ie C9rpS m etait enf~rlne de ~o.Jttes part~ 
dans Ie solide M, c~~me dans' une enteiilte, sans toucher 
aucune de ~s parties. Par exemple, si c~ solide' e~it une 
enveloppe spherique d'une certaine epaisseur,. entretepue 
par une cause ~xterit;ure i la, temperatun: a, et rerifennant 
un espace entierement 'Vide crair ~ et si Ie corps m pouvait 
etre place dans une partie .quelconque 'de 'cet espace' sphe
rique, sans q~'il ~ouchat aucun point de '.1a surface interieu~e 
'de r enceinte' " it acquerrait Ia: 'temperature commune' a, 
QU' plutot if la conser,verai~ s'ifl'avait'deja. 'Le/resultat' se
rait Ie tmeme pout: tous' les ;iultres corps n" p , \ q, r, soi~ 
qu'on les pla~t: s~parement' ou e,nsemble dans cette m~me 
enceinte, et queUes que ~set1t d'ailleurs le~r espe~, et le1l:r 
'figure. :. I " " 

" 40. " 
De toutes les manieres de se represe~ter l'action de la cha

leur, celie qui paralt la plus simple et la pl~s conforme au~ 
'obseryations, consistc a comparer cette action a celie de 
la iumiere. Les molecules' eloignees les un~s des aut res se 
commuQiquent reciproque'ment' a travers les espaces videa 

, ·4· 
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d1air; leors rayons de ~hate.-, comlbe Ies' corps eelaire&, Je 

ft'Il~m~ftC lem luniiere.. ' ' 
'8i dane nnt: enceinte fennie de toutM parts ~ lit elJtl"deoue 

par llDe'cause exterieore It ODe teJia.p~ratore '- a~' ell s.,,: 
pbse q\le divers cor-pi soot places sans qu'~ toacheot aw
cune des parties de I'enceinte, on' observel'8. ·cta eU'ets dif
fcrents, suivant que les corps introduits dans cet espace 
vide d'air ~ont plus ou moins ~hauffes, Si, 1'O;D. pl~ce d'abord 
un seul qe, CeIJ corps, et -qu'i~ .ait la tempera~r~ meme .de 
l'~~inte, il env~rra par tous las points de 18 surface autant 
~ chaleur qu'il en re~oit du solide qui-l'environne, et c'est; 
~t, echauge de :quantite& eg!lles ~i Ie maintient dans SOD '. , premIer etate. . : 
" s~ ron., introduit un ~ec&n~ corps dont la temperature b 
soit moindre que, a, il recev·ra d' ahord , d~s surfaces qui I' en
virollDent de toutes parts sans Ie toucher., une quantite de 
chaleur plus grande que celie qu'ii envo,e: il s'echauffem 
~e plus ,en plus, et I iI, perdra par, sa surfa<;~ plus de chaleur 
qu'aupara9ant. La temperature initiale ~ ~'elevant cOlltinuel- . 
l~ellt" s'approchera san~ cesse de la temperature fix~ a I 

~n sorte qu'apres .un certain temps, la difference sera presque 
insensible. L'effet serait contraire, si ron pla~lt clans la 
meme enceinte un troisieme corps dont la temperature se
rait plu& grande qll~ a .. 

, 4r ~ ,. . 
. : Tous les corps ont Ia propriete d' emettre la chaleur pm' 
leur surr~ce; ils en envoient d' au.tant plus, 'J1:l'ils sont plus 
echauffes ; l'intensite des rayons emis change tres-sensible-
ment avec l' etat de 1a sup~rficie. . 
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42. 
Toutes lea surfaces qui ~oivent lell rayons de la c~l~ur 

des. corps enviroDnan~, en reflechissent u~e. partie, et ad
mettent l'autre : 10. chlileur qui n'est point refl6chie, .IJiais 
qui s'introduit par ~ surface, s'accumwe dans Ie solide; et 
taot qu' elle surpasse la quanti~e qui se disaipe par l'irra
eliation, la temperature s' eleve. 

• 43. 
us rayoDS qui teildent a sortir des corps echauffes sons 

arretes vera la -surfue par uoe force qui en· reflechit uee 
partie datis l'interieur de Ia masse. La cause qui empeche 
les rayons iDcid~nts de traver~r la- superficie, et qui diviae 
ces rayons en deux partieS,. dont rune est rlflechie, et dont; 
I' autre est admise, agit de la Dleme maniere sur les rayOQS 
qui se dirigent de l'interieur du corps overs l' espace exterieur. 

Si en modifiant retat de la surface, on augmente la force 
avec laquelle elle refIechit les rayons incidents, on aug
meete en meme temps 1a faculte qu'elle a de refiechir vers 
l'inteneur du corps lea rayons qui tendent a en sortir. La: 
quantite des rayons incidents qui s'introduisent dans Ia 
masse, et celIe des raYODS emis par la surface, sont egale
ment diminutes. 

44. . 
Si l' on pl~ait ensemble dans l' enceinte' dout no~ avons 

parle, nne multitude de corps eloignes les nns des autres et 
inegalement echauifes, ils recevraient et -se transmettraient 
leurs rayons de chaleur, en sorte que dans cet echange 
leurs temperatures varieraient continuellement, et ten
draient toutes.a devenir egales a la temperature fix~ de 
l'enceinte. 
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eet 'efl'et est precisement celui qui a lieu lorsque I~ cha
leur se, propage .d~ns les corps 6Olide~; Cal' les moleCules qui 
eom~sent 1m corps sont sepatt6es par des' -espaees videa 
d'air, et out la proPriete de reoevoir,-d'accoJllulet" et d'e.,. 
mettre la maleur. Chacune EI'eUes eJllvoie seA 1'8I)'0n5 de 
toutes parts, et en meme temps elle .~it ceux des mole
cules qui l'environnent. 

45~ • 
La -cha~ur '~Il'foyee par un point ·situe daDS I'inteneur 

d'ulle !Basse ,solide, ne pent Be porter dir.ectement qul 1lDe 

distance extremement petite; elle est, pour ainsi dir~, inter-: 
ceptee par les partictiles les plus vGisines; oe sont ces Ger .. 
nieres seules qui fa re~oi"ent immediatement, at qui agi&&ent 
sur les points plus eloignes. Il ·n'en est pas de mime des 
Huides aeriforQleS; les eft'ets din-cts de l'irradiation y aevieo
nent sensibtes a des Elistanres tres-considerables. 

46. 
Ainsi Ii. cha~ur qui sort dans tout.es leA directions d'8Ile 

partie' d'ttne sltrface solide, pffietre daM l'air jusqu'. des· 
PE>in~ forts eloignes; mail eUe n'est .emise que par les ID()ot 

lecates du eorps, qui soot 6.tremement voIsines de la sur
face. Un point d'une masse echauffee, place a une ues .. 
petite distance de la superficie plane qui separe la masse 
de {' e6pa~ exterien.r, envoie a ret espace une infinite de 
rayons; mats ils n'y: parviennent pas eatiUemeat; iIs lOot 

diminues de :IlOute 'la quantite de chaleur qui .'a.rrete sur 
lea molecules solides intermediaires. La partie du rayon 
qui se dissipe ~M l'espace eAt d'a1l1lant moiud~., .qll'eHe 
traverse un plus long intervalle dans la inasse. .Aiosi Ie 
rayon qui sort perpendiculairement a la superficie a plus. 

Digitized by Goog Ie 



CHAP ITRE I: r: ' 31 
cl'intensit6 Cfue Gelui. qui, parta~t dB. men. poat; suit nne 
direCtion ,obliqlie,~ et lea rayoDs 1m plus obliques sOlit anti&-
rement interceptes. ' 

La merne cOllsequence s' applique a tous les points qui 
sout a88CZ vmsi. de'la Saper6~e pour OOncoolPir it Temis
sion de Ja chaleur, i1 en resulte nooessairement que-I. quan .. 
tite ootale de daleur' qui sort 'de 18 surface &0118 18 direCtion 
perp.-liculaire esl~oup plus graRde que celIe, doRt t,a 
itirection est Oblique. Nons avons soumis cette question aU. 
calcvl, et l'analy~ «Fe' 110US en avons faite: demon11re que 
I'intensite" du rayon est proportion neUe au sinus de Vangie 

" cpe ee ray~ fait avec l'element de ia surface. Les experiences 
avaient "deja iodique WI resultat semblable. ' 

47' 
Ce tbeOl-eme exprime une loi generale qui a ooe con-

ne'llion oecessaire 'avec l't~qui1ibre et Ie mode d'action de Ia 
chaleur. Si les ~yons qui s<wtf:Dt d'ane surface" khauffft 
aTaient la lII4IIile intensite dans touies les ~iPectiODS, Ie ther
mometre' que "on plaeerait dans un des points. de l'espaee 
termine de tQUS ootes 'par UDe enceinte entretenoe a' une 
-temperature constante," pourrait indiquer une tempera tore 
incornparablement plos grande que- eelle de l'enceinte. Lea 
.c:orp8 que' l~on enfermerait dans cette enceinte ne pPm .. 
draient point llne temperature commune, siMi qu'on'le 
Temarque toujeurs ; Celle 'qu'irs ft('qu"erraient dependl'8it a, 
lieu: qu'ils occtiperaient, on de leur forme, OR de oellee des 
'corps VOISins. 

On observera1t ces memes re.ultats au d'autre~ etTets ega
lement eontraires.a l'experience commune, si l'on admenait ' 
~we :I~,ta.yona qui sonent d'ull meme point, des- mpporf:B 

'II 

• 

Digitized by Goog Ie 



lA THEORIE DE LA CHALEUR. 

differenu de ceux que ron a enonces. N ous IVOns" reconoa 
que cette loi est seule compatible avec Ie fait general de 
I'6quiIibre de la chaleur rayonnante. 

48. -
8i un espace vide d'air est termine de touS cOtes par nne 

enceinte $Olide dont les parties sont entretenues a "une tem:' 

perature commune et constante a, et si I'on met en un point 
quelconque de l' espace un tbermometre qui ait la temper... 
tIlre actuelle a, ilia conservera sans aucun changement. n 
recevra donc a chaque instant de la surface interieure-de 
I'ence"inte autant de chaleur qu'il lui en envoie. Cet eff~ des 
rayons de chaleur dans un espace donne est, a proprement 
parler, la mesure de la temperature : mais" cette considera
tion suppose la theorie mathematique de la chaleur rayon
Dante. 8i l' on place maintenant entre Ie thermometre et une 
partie de"la' surface de I'enceinte u~ corps M dont la tempe
rature soit a~ Ie thermometre cessera de recevoir les rayons 
d'une partie de cette surface interieure, mais ill seront rem. 
pla~s par ceux qu'il recevra du corps interpose M. Un cal
cui facile prouve que Ia compensation est exacte", en sortl: 
que retat du thermometre lie sera point change. II n'en est 
pas de meme" si la temperature du corps M n'est"pas egale. 
celie de l'enceinte. Lorsqu'ell~ est plus grande ,"Ies rayons 
que Ie ~rps interpose M envoie au thermometre"et qui rem
"placent les rayons interceptis, ont plus de chaleur que cea 
derniers; la temperature du thermometre doit donc"s'elever. 

8i,au contraire, Ie corps intermediaire a une temperature 
moindre que Q, celie du thermOllletre devra s'abaisser; car 
tea rayons que ce corps intercepte sont remplaces par cewt 

qa'il envoie, c'eat.a.dire, par des rayons plus froids queceax 
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CHAPITRE I. 33 
de l' enceinte, .insi Ie thermometre ne re90it pas toute la 
chaleur qui serait "necessaire pour ·maintenir sa tempera-
ture a. 

49' 
On a fait abstraction jusqu'ici de la faculte qu'ont toutes 

lea surfaces de reflechir une partie des rayons qui leur:sont 
envoyes. Si ron ne considerait point cette . propri~te, on 
n'aurait qu'une idee tres-incomplete de l'equilibre de .Ia 
chaleur rayonnante. 

Supposons done que dans Ia surfacE? interieure de l' en· 
ceinte entretenue a une temperature constante, il y ait nne 
portion qui jouisse, a un certain degre~ de la famlte dont il 
s'agit ; chaque point de la surmce reflechissante enverra dans 
I' espace deux especes de rayons; les UDS sortent de l'intl!rieur 
meme de la substance dont I'enceinte est. formee, les autres 
sont seulement refiechis par cette meme surface, a laquelle 
ils ont ete envoyes. Mais en meme-temps que la surface 
repousse a l' exterieur une partie des rayons incidents, elle 
retient dans I'interieur une partie de SC8 propres rayons. II 
s'etablit"a eet egard une compensation exacte, c'est-a-dire, 
que chacun des- rayons propres, dont la surface empeche 
remission, est remplace par un rayon' refiechi d'~e egale 
intensite. • 

"Le meme "resultat aurait lieu si la faculte de reflkhir les 
rayons affectait" a un degre quelconque d'autres parties de 
l' enceinte, ou la superficie des corps places dans Ie meme 
espace, et parvenUs a la temperature commune. . 

Ainsi ,la reflexioll de la chaleur ne trouble point l' equi ... 
libre des temperatures,- et n'apporte, pendant que cet equi ... 

5 

.. 

'. 
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libre subsiste, aueun changement a la loi suivant Iaquelle 
l'intensite des rayons qui partent d'un meme point deero!t 
proportionnellement au sinus de l'angle d'emission. 

50. 
Supposons que dans cette meme enceinte, dont toutes les 

parties conservent la temperature a J on place un corps isoIe 
M, et une surface metallique polie R, qui, toumant sa conca
vite vel's Ie corps, reHechisse une grande partie des rayons 
qu'elle en re'5oit; si ron 'place entre Ie corps Met la surface 
reHechissante R, un, thermometre qui occupe Ie foyer de ce 
miroir, on observera trois efl'ets differents, selon que la tem
perature du corps M sera egale a la temperature commune 
a, ou sera plus grande, ou sera moindre. 

Dans Ie premier cas, Ie thermometre conserve la tempera
ture a ; il re'5oit, lodes rayons de chaleur de toutes Ies par
ties. de· l'enceinte qui ne lui sont point cacbees par Ie corps 
M ou par Ie miroir; 2 0 des rayonS-.. envoyes par Ie corps; 
30 ceux que la surface R envoie atrfoyer, soit qu'ils viennent 
de la masse meme du miroir, soit que la surface les ait 
seulement refIechis; et parmi ces derniers on peut distinguer 
caux qui sont ~voyes au miroir par la masse M, et ceux 
qu'il re~it de l'enceinte. Tous les rayons dont il s'agit pro
viennent des surfaces qui, d'apres l'hypothese, ont·une tem
perature commune a, en sorte que Ie thermometre est preci
sement dans Ie me-me etat que si l'espace termine par I'enceinte 
ne contenait point d'autre corps que lui. 

Dans Ie second cas, Ie thermometre place entre Ie corps 
echauffe M et Ie miroir, doit acqnerir nne temperature plus 
grande que a. En efTat, ill'ef5Oit lea memes rayons que dans 
Ia premiere hypothese; mais il y a deux differences remar-

Digitized by Goog Ie 



CHAPITRE I. 35 
quahles': rune provient de ce que les rayoD8 envoyes par Ie 
corps M au miroir, et refJ.echis sur Ie thermometre, con
tiennent plus de chaleur que dans Ie premier cas.' L'autre 
difference provient des rayons que Ie corps M envoie diree
tement au ~hermometre, et qui ont plus de chaleur qu'aupa .. 
ravant. L'une et l'autre cause, et principalement la premiere, 
concourent a elever Ia temperature du thermometre. 

Dans Ie troisieme cas, c'est-a-dire, lorsque la temperature 
de Ia masse M est moindre q~e a, Ie thermometre doit 
prendre aussi nne temperature moindre que a. En etret, il 
~oit encore toutes lea ~peces de rayons que nous avons 
distinguee. pour Ie premier cas: mais il y en a deux sortes 
qui contiennent moins de chaleur que dans cette premiere 
hypothese, savoir ceux qui, eDvoyes par Ie corps M, son~ 
reflechis par Ie iniroir. sur Ie thermometre, et ceux . que Ie 
m&ne corps M lui . e!lVoie directement. Ainsi, Ie ~rmo
metre De ~oit pas toute la chaleur qui lui est necessaire 
pour conserver sa temperature primitive a~ n envoie plus 
de .(:haleur qu'il n'en re~oit. II faut donc que sa temperature . 
s'abaisse jusqu'a ce que les rayons qu'il ~it luffisent pour 
compeoser ceux qu'il perd. C'est ce dernier eifet que ron a 
nomme la reflex ion du froid, et qui, a proprement parler, 
conaiste dans la reflexioD d'une chaleur trop laible. Le miroir 
intercepte upe certaine quantite de chaleur, et Ia remplace 
par une' moindre quantite. . 

Si ron place dans l'enceinte entreteaue a une temperature 
conSlDnte a un corps M dont la temperatnre d soit moindre. 
que a, Ia p~sence de· ce corps' Cera baisser Ie thermomfotre 
expose- it ses 'nlYODS,' et I' aD doit remarquer qn' en general 

5. 
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ces rayons, envoyes au tbermometre par Ia surface du corps 
M, sont de deux especes, savoir ceux qui sortent de l'inw
rieur de"Ia masse M, et ceux qui, venant des diverses parties 
de l' enceinte, rencontrent Ia surface M, et sont reHechis sur. 
Ie thermometre. Ces derniers ont Ia temperature commune 
a, mais ceux qui appartiennent au corps M contiennent 
moins de chaleur, et" ce sont ees rayons qui refroidissent Ie 
thermometre. Si maintenant, en changeant r etat de la sur
face du corps M, par exempIe, en detruisant Ie poli, on 
diminue Ia faculte qu'elle a de re8echir les rayons incidents; 
Ie thermometre s'abaissera encore, et prendra nne tempe. 
rature a" moindre que a'. En eft'et, toutes les conditions 
seront les memes que dans Ie cas precedent; si ce n'est que 
la masse M envoie une plus grande quantite de sea propres 
rayons, et reHechit une moindre quantite des rayons qu'elle 
re~it de l'enceinte; c'est-a-dire, que ces derniers, qui ont 
la temperature commune, sont en partie rem places par des 
rayons plus froids. Done, Ie thermometre ne re~oit plus 
autant de chaleur qu'auparavant. 

Si, independamment de ce changement de la surface du 
corps M, on place un miroir metallique propre a re86chir 
sur Ie thermometre les rayons sortis de M, la temperature 
prendra une valeur a'" moindre que a". En eifet, Ie miroir 
intercepte au thermometre une partie des rayoDS de l' en
ceinte qui ont tous 1a temperature a, et les remplace par 
trois especes de rayoDS; savoir: 1° ceux qui provienneot de 
l'iowrieur meme du miroir, et qui ont 1a temperature com
mune; 2° ceux que diverses parties de l'enceiole envoieot au 
miroir avec cette meme temperature, et qui sont r6H6chia 
vers Ie foyer; 30 ceo qui, venant de l'inwrieur du corps M, 
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tombent sur Ie miroir, et· sont refiechis sur Ie thermometre.' 
Ces derniers ont une temperature moindre que a; done Ie 
thermometre ne ~it plus autant de chaleur qu'il en rece
vait avant que ron ne pla~t Ie miroir. 

Enfin, si l' on vient a changer aussi l' etat de la surface du 
mirou ~ et qu' en lui donnant un poll plus parfait, on aug
mente la facult6 de reHechir la chaleur, Ie thermometre 
s'abaissera encore. En efl'et, toutes lea conditions qui avaient 
lieu dans Ie cas precedent subsistent. II arrive seulement que 
Ie miroir envoie une moindre quantite de sea propres rayons, 
et illes remplace par ceux qu'il refi6chit. Or, parmi ces der
niers, tons ceux qui sortent de l'interieur de la masse Mont 
moins d'intensite que s'ils venaient de l'interieur du miroir 
metallique; donc, Ie thermometre ~oit encore moins de 
chaleur qu'auparavant; il prendra donc une temperature at .. 
moindre que aID. 

On explique facilement par les m~mes principes tous les 
effets connus de I'inadiation de la chaleur ou du froid. 

52. 
Les effets de la chaleur ne peuvent nulle.ment etre com

pares a ceux d'un 8uide e1astique, dont les molecules 80nt 
en repos. Ce serait inutilement que l' on voudrait deduire 
de cette hypothese lea lois de la propagation que 'nollS expli
quons dans cet ouvrage, et que toutes les experiences ont 
confirmees. Vetat libre de la chaleur est celui de la lumiere; 
l'habitude de cet e1ement est donc entierement differente de 
celie des substances aeriformes. La chaleur agit de la meme 
maniere dans Ie vide, dans lea 8uides eiastiques, et dans lea 
,masses liquides ou solides, elle ne s'y P.ropa86 que par voie 
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d'irradiation, mais ses efl'ets sensibles ditThrentselonla nature 
des corps. 

La chaleur est )e principe de toute elasticite; c'est sa force 
repulsive qui conserve la figure des masses Bolides, et Ie vo
lume des liquides. Dans les substances solides, les mvIecules 
voisines cederaient it leur attraction mutuelle, si son effet 
n' etait pas detruit par Ia chaleur qui les separe. 

Cette force elastique est d'autant plus grande que la tem
perature est plus elevee; c' est pour cela que les corPs se 
dilatent ou slcondensent, lorsqu' on eleve ou lorsqu' on abaisse 
leur temperature. 

54. 
L'equilibre qui subsiste dans l'interieur d'une masse solide 

entre la force repulsive de la chaleur et l'attraction moIecu
laire est stable; c'est-a-dire qu'il se retablit de lui-meme 
lorsqu'i1 est trouble par une cause accidentelle. Si les mole
cules 'sont placees a la distance qui convenait it I'equilihre, 
et si une force exterieure vient it augmenter cette distance 
sans que la temperature soit changee, I'effet de rattraction 
commence a surpasser celm de la chaleur, et ramene les 
molecules a leur position primitive, apres une ~~titude 
d'oscillations qui deviennent de plus en plus insensihles. 

Un etTet semblable s'opere en sens oppose lorsqu'une cause 
mecanique diminue la distance primitive des molecules; telle 
est I'origine des vibrations des corps sonores ou 8exihles, et 
de tous les efl'ets de leur cHasticite. 

55 .. 
Dans retat liquide ~u aerifonne, la cOmpression exterieure 

s'ajoute ou supplee it l'attraction moIeculaire, et, s'exercsant 
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sur lea surfaces, elle ne s' oppose point au ~hangement de 
figure, mw seulement a' celui du volume occupe. L'emplo 
du calcul ferait mieux connaitre comment la force repulsive 
de la chaleur, opposee it l'attraction des molecules ou it la 
compression exterieure, conc!)urt it la composition des corps 
80lides ou' liquides, formes d'un ou plusieurs principes, et 
determine les proprietes elastiques des fluides aeriformes; 
mais ces recherches n'appartiennent point it l'objet que nous 
traitons, et rentrent dans les theories dynamiques. ... 

56. 
On ne pent douter que Ie mode d'action de la chaleur ne 

consiste toujours, comme celui de la lumiere, dans la' com
munication reciproque des rayons ~ et cette explication est 
adoptee aujourd'hui de la plupart des physiciens; mais il 
n' est point m!cessaire de considerer les phenomenes sous cet 
aspect pour etabIir la theOl-ie de la chaleur. On reconnaitra, 
dan!l Ie cours de cet ouvrage, que les lois de l' equilibre de 
la chaleur rayonnante et celles de la propagation, dans les I 

masses soli des ou liquides, peuvent, independamment de 
toute explicatIon physique, etre rigoureusement demontr.ees 
comme des consequences necessaires des observations com
munes. 

SECTION III. 
, 

Principe de la communication de la, ckaleur. 

5,., 
Nous allons presentement examiner ce que les experiences 

nonS apprennent sur la communication de la chaleur. . 
Si deux molecules egales sont formees de la meme sub-

\ 
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stance et ODt la meme temperature, chacune d'elles ~it 
de l'autre autant de chaleur qu'elle lui en envoie; leur action 
mutuelle doit dODc etre regardee comme nulle, par.ce que 
Ie res1)ltat de cette action ne peut apporter aucon change
ment dans l'etat des molecules. Si, au contraii-e, la premiere 
est pins echauffee que la seconde, elle lui envoie pins de 
chaleur qu'elle n'en re~it; Ie resultat de l'action mutuelle 
est la difference de ces deux quantites de chaleur. Dans tous 
les cas ~ nons faisons abstraction des quantites egales de 
chaleur que deux points materiels queiconques s' envoient 
reciproquement; nons ~oncevon8 que Ie point Ie plus echauffe 
agit senl sur l' autre, et qu' en veI:tu de cette action, Ie 
premier perd une certaine quantite de chaleur. qui est ac
quise par Ie second. Ainsi l' action de deux. molecules, au 
la quantite de chaleur que la plus ecbauffee communique 
a l'autre, est la difference des deux quantites qu'elles s'en ... 
vQient ~ciproquement. 

58. 
Supposons que ron place dans l'air un corps salide ho

mogene, dont les differents points ont actuellement des 
~mperatures inegales; chacune des molecules dont I~ C()rps 
est compose commencera a recevoir de 1a chaleur de celles 
qui en sont extremement pen distantes, au leur en commu
niquera. Cette action s' exer~t pendant Ie meme instant 
entre tous les points de la masse, il en resul~era un chan
gement infiniment petit pour toutes les temperatures : Ie 
salide epronvera a chaque instant des effets semblables; en 
sorte que les variations de temperature deviendront de plus 
en plus sensibles. Considerons seulement Ie systeme de deux 
JIl.Qlecules egales et extremement voisines, m ~t n I et cber-
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chons queUe est la quantite de chaleur que la premiere peut 
recevoir de la seconde pendant la duree d'un instant; on 
appliquera ensuite .Ie meme raisonnement it tous les autres 
points qui sont assez voisins du point m pour agir imme
diatement sur lui dans Ie premier instant. 
. La quantitlS de chaleur communiquee par Ie point n,' au 

point m depend de la duree de rinstant, de la distance ex
tremement petite de ces points, de la temperature actuelle de 
chacun, et de .Ia nature de la substance solide; c'est-a,-dire 
que si run de ces elements v~nait a varier, to us les autres 
demeurant les memes, la quantite de chaleur transmise va
rierait aussi. Or, les experiences ont fait connalt~e, a eet 
egard, un resultat general : iI consi.ate en ce que toutes les 
au~res eirconstances etant les memes, la quantite de chaleur 
quol'une des molecules re~oit de l'autre est'proportionnelle 
a la difference de temperature de ces deux molecules. Ainsi 
cette quantite serait double, triple, quadruple, si, tout 
restant d'ailleurs Ie meme, la difference de la temperature 
du point n, a celie du point m etait double, ou triple, ou 
quadruple. -Pour se re~dre raison ~e ce resultat, i1 faut 
considerer que l'actio~ de n sur m est t~ujours d'au~nt plu~ 
grande qu'il y a plus de difference entre les temperatures 

. 4es deux points; elle est nulle, si ~es temperatures sont 
egales, mais si la~ molecule n .contient plus ·de chaleur qu~ 
la moIe~ule egale m, c'est-a~~~ si la t~lDperature de .m etall~ 
'V, celie de n.est 'P. + 11, une portion ~e la c~aleur excedante 
passera de n, it m~ Or, si l' exces de chaleur etait double, ou, 
ce qui est la meme chose, si 1a temperature de n etait 11 + 211,. 

la chaleur e:¥:ceda~te serait composee de deu~ parties egales 
·6' 
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correspondantes aux deux moities de la difference totale des 
temperatures 24; chacune de ces' parties flurait son effet 
pro pre comme si dIe etait seule: ainsi la quantite'de chaleur 
communiquee par n a m serait deux fois plus grande que si 
la differt'uce des tt~mperatures etait seulement A. C'est cette 
action simultanee des differentes parties de la chaleur exce
dante qui constitue Ie principe de la communication de la 
chaleur. II en resulte que 'Ia' somme des actions par1ieUes, 
ou la quantite totale de chaleur que m rec;oit de n, est pro
portionnelle a la difference des deux temperatures. . ' 

59· 
En designant par v et v' les temperatures des deux mole-

cules egales m et n " par p, leur distance extremement 
petite, et par d t, la duree infiniment petite de l'instant, la 
quantitel'de ,chaleur que m r~oit de n, pendant cet instant, 
sera exprimee par (v'-v) f (p).d t. On designe par, (p) 
nne certaine fouction de la distance p qui, dans les corps 
solides ~t dans les liquides, dev.ient nulle lorsque p a une 
grandeur sensible. Cette fonction est la' m~me Pour tous les 
points d'une mcme substance donnee; tile varie avec la na,-
ture de la substance. ' 

60. 
La qnantite de chaleur que les corps perdent par leur 

surface est asslijetie au mt-me principe. Si rOft designe par 
If l'etendue ou linie ou infiniment petite de la surface dont 
tous les points ont la temperature 'V, et si a represente II. 
temperature de Pair atmospherique, Ie coefficient h eta,ot la 
mesure de la cooclucibilite exterieure, on aura If h (v-a) d t 
pour I'expression de la quantite de chaleur que cette surface 
tr transmet it I'air pendant l'instant d t. 
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Lorsque lea deux.· molScules, dont rune traMiDet directe,. 

.ment 1t.1' a",tre une certaUie -quantite de chaleur, appartien
nent au meme· 8Olirur, r~prEBsion· exacte de la chaleur roDi
muniquee est celie que nous aTons donnee dans l'article 
precedent: parce que 1'6 ~olecules etant e .. 1iremenaent voi ... 
sines, 1& difference deS temperatures est extrew.em.ent petite. 
II n'en est pas de meme lorsque la <thaleur 'paase d'un corps 
~olide dans un milieu aerifO,mle. Yais les e:r,periew:es DOU 

apprennent que si la differesce est une quantite asscz petite-, 
la chaleur tl'fllsmise est sensiblement proponionnelle it cette 
difference, et que Ie nombre h peut, dan~ les premieres re~ 
cherches, etre considere comme ayant une valeur constante, 
prop'~ a chaqu!! etat de ~ surf~, mai4 indepeo.dant de la 
temperature. 

61. 
Cel propositions relatives a 1a quantite de chaleur oom. 

muniquee; ont ~~ deduites de di'fersea observations. On 
voit d' abord, comm~ une cOJ#~ence avidente d~ expres
sions dont it s'agit, Cfle si l'on augmentait d'uu.e quantitff 
commune toutes las temperatures itlitiaies de la masse solide, 
et celle du milieu ou. elle est placee, les changements sue
cessifs des temperatures set'arent exactement les memes que 
si l' on ne faisait point ~tte addltiQn~ Or 'ce reBultat est. sen
siblement co~forme aux experien~& ; il a ete admis par Ies. 
premiers physiciens qui. ont observe les etl'et&· de la ch"eur. 

62. 
Si Ie milieu. ~t. ~n~Tlu·. it une temperature CC)Il8tante, 

~ si Ie cprps ¢hauffe qui.est place dans ce milieu a des' Fti
. mensions·~ssez petites pOUl' ~e la temperatve-, eo s'abais
sant de plus en' plus, demeure sensiblement I. meme dans 

"'6 . 

• 
• 
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tous ses points, il suit des memes propositions qu'ir s'ecbap
pera a chaque instant, par Ia surface du corps, une quantite 
de chaleurpropm1ionnelle 'R 1'exces de sa temperature ac-
tuelle milieu. On facilement, COJDIIle 
on Ie la suite de que la ligne 
les representeraient ecoules, et 
ordonnees reprdsenteraient les temperatures qui" correspon
dent a. ces . temps , est Dne conroe Iogarithmique : or, les ob
servations fournissent aussi ce meme resultat, Iorsque rex
ces de la temperature dQ. solide sur celie du milieu est une 
quantite petite. 

. 63. 
SnpPOSODS. Ie milieu 

con stante que Ies telnp,er'ltures 
points a, b, c, d, etc. d'une mCme masse soient CIt,~, y, ~,etc. 
qn'a Ia fin du premier instant eUes soient devenues a.', ~', y' , 
~., etc.' qu'; .. la fin du deuxieme instant eUes soient CIt"', ~", 

'Y.' ,,";' etc. aillsi de suite. On pent 'facilement conclure des 
propositions enoncees', que si temperatures'initiales 
memes avaient ~te go: da, etc. (g 
nombre , eUes 
l'a¢tion points it premier instant 
g~'; gr', g~':, etc., it la ,fin dn second instant Ca.", g~", gl'" 
gar·,etc .. , ains) de'suite. En effet, comparons les cas ou les 
temperatures initiales des points a, b, c, d etaient «, ~, y, ~ , 
avec celui ou eUes sont 2«, 2 ~, 2y, 2 ~ , Ie milieu conservant, 
dans cas, Ia o. Dans 18 I;'"'''''V''"''''''' 

Rjpoth~e differences des des deux nnlnT'Il: 

quelcooqnes 'doubles de etaieilt dans 
miere, la temperature chaqtie point, 

• 
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de chaque' molOOule du milieu, est aussi double; par conse
quent ~a quantit6 de chaleur qu'une molecule quelconque en
voie a nne autre, ou celie qu'elle en re~oit, est, dans In 
seconde hypothese, double de ce qu'elle etait dans la pre
miere. Le changement que chaque, point subit dans sa tempe
rature etant proportionnel a la quantite de chaleur acquise, 
il s'ensuit que;dans Ie second cas, ce changement estdouble 
de ce qu'il etait dans Ie premier. 01''1 on a' suppose que 18 
temperature initiale du premier point, qui etait «,.devient·«' 

, a la fin du premier instant; donc si cette temperature initiale 
eut ete !lIZ, et si toutes les aut~8 eussent ete doubleS, elle 
serait devenne 2«'. II en serait de melDe de toutes Ies autres 
molecules b, c, d, <,t ron tirera une consequence semblable, 
si Ie rapport, au lieu d' etre 2, est un nombl'e quelconque g. 
II resulte donc du principe de la communication de la 'cha
leur, que si l' on augmente ou si l' on diminue dans une raison 
donnee toutes lestemperatures initiales,on augmente ou l'on 
diminuc dans Ia meme raison toutes les t~mperatures suc
cessives. 

Ce resultat, comme les deux precedents, est confirme par 
les observations. II ne pourrait point avoir lie~ si la quantite 
de chaleur qui passe d'une molec~ Ie a une autre n' eta it point, 
en effet, proportio,nneUe a la difference des temperatiires. 

On a observ~ avec des instruments precis, It:s temperature~ 
permanentes des differents point d'une barre ou d'une armille 
metalliqueS, et la propagation de la chaleur dans ces memes 
corps et dans plusieurs autres solides de'forme spherique ou 
cubique. Les resultats de ces experiences s'accordent avec 
ceux que ron deduit des propositions precedentes. Ils se
raient entierement differentS, si la quantite de chaleur trans
mise par une molecule,solide it nne autre, ou it nne molecule 
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de l'air, n'etait pas proportionnelle it rexces de 1mDperature. 
'11 est d' abord necessaire de connaitre toutes 1es consequence. 
rigoureuses de cette proposition; piu ... IA on determine la par
tie principale des quantites qui sont l'objet de la question.' 
En comparant ensuite les valeurs calcuIees avec celles que 
donnent des experiences nOI:Dbreuses et ~precises, on peut 
faci~ement mesurer les variations des coefficients I et perree. 
tionner les premieres recherches. , 

• 
SECTION IV. 

Du mouvement uniforme et lintfaire de la c/l.aJeur. 

65. 
On considerera, en premier lieu,.le mouvement uniforme 

de la chaleur dans Ie cas Ie plus simple, qui est celui d'un 
solide infini cOinpriS' entre deUx plans paraUeles. 

On suppose qu'un corps solide forme d'une substance ho-. 
mogene est corllpris entre deux plans in finis et paran~le&; Ie 
plan inferieur A est entretenu, par nne cause quelconque, A 
une temperature constante a ; on peut concevoir, par exemple, 
que Ia masse est prolongee, et que Ie plan A est une section 
commune au solide et a cette masse interieure echauifee dans 

,tous sas points par' un foyer constant; Ie plan superieur B 
e~t au~si main~eDu, par une cause semblable, a uoe tempe
rature fixe, b, dont Ia valeur est moindre que celie de a .. il 
s' agit de determiner quel serait}e resultat de cette hypothese 
si elle etait continuee pendant un temPs infioi, 

S~ ron suppose que la temperature initiale de toute& las 
parties de ce eorps soit b, 'on voit que la chaleur qui sort 
du foyer A se propagera de plus'en plus, et elevera Ia tem
,perature des molecules. comprises entre les deux plans; 

Digitized by Goog Ie 



CHAPITRE I. 

mais celle du pl~n superieur ne pouvant, d'apres l'hypo~ 
these, etre plus grande que b, la chaleur se dissipera dans la 
maSse plus froide dont Ie contact retient Ie plan B 8·la tem~ 
perature constante b. Le systeme des temperatures tendra 
de phls en plus it un etat final qu'il De' pouna' jalllais 
atteindre, mais qui aurait, comme on va Ie prOD ver, la pr()... 
priet6 de subsister lui-meme et de se conserver sans aucnn 
ehangement s'il etait nne fuis. forme. 

Dalls cet etat final et fixe que nou& considerons't Ia rem .. 
perature permanente d'un point du soli de est mdemment 
IB .eme pour tons les points d'une .meme section parallele 
it la base; et nous allons demontrer que cette temperature 
fixe, qui est commnne a tous les points d'une section j.nte~ 
mOOiaire decroit en progression arithmetique. depuis la base 
j:n.sqUau plan superieur, c'est-a-dire, qu'en representant Ies 
temperatures constantes a et b par les ordonnees A IX et B ~, 
(Yo:r. fiG· I), elevees perpendiculairement sur la distance AB, 
des deux plans, les temperatures fixes des c01l(!hes interme.. 
diah-es seront representees par lea orcio'Dnees de la droite AB, 
qui joint lea e.X1Hmittfs IX et ~; ainsi, en' designant par z la 
llanteur d'une seetion intermediair-e ou la distance· perpendi
culaire au plan A, par II Ia. hauteur totale ou la distance AB, 
et par v la temperature de la section .dont la haut~ est z, 

d ·· 1"'· h-Q, on OJt aVOIr equalloD v=a + -- z. 
. . ' e , 

En effet, si les tempera~res etai~nt eta~lies d'abord sui
vani cette Ioi, et si les surfaces extremes A et B etaient tou
jours retenues aux temperatures Q et b, il ne pounraiu SUlf';" 

venir aucun changement dans retat 4u solide. Pour s'cn con-
. vaincre, il suflira de comparer la quantite d'e chaleur qui 
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traverserait une section intermediaire A' a celle qui, pen
dant ·le meme temps, traverserait une autre section B'. 

En se representant que retat final du soli~e est forme et 
subsistant, on voit que la partie de la masse qui est au-des
sous du plan A' doit communiquer de la chaleur a la partie 
qui est au - dessus de ce plan, puisque cette seconde partie 
est moins echauffee que la premiere. . 

Imaginons que deux ·points du 80lide m et m', extreme
ment voisins l'un de l'autre, et places d'une maniere quel
conque, run m au-dessous du plan N, et l'autre m' au-dessus 
de ce plan, exercent leur action pendant un instant infini
ment petit: Ie point Ie plus echaufl'e m communiquera a m: 
une certaine quantite de chaleur qui traversera ce plan A'. 
Soient x, y, z, les cooroonnees' rectangulaires du point m ~ 
et x', y, Z', Ies coordonnees du point m'; considerons encore 
deux points n et ",' extremement voisins run de l'autre, et 
places, par rapport au plan B', de meme que m et m' sont 
places par rapport au plan A': c'est-a-dire, qu'en designant 

. par ~ la distance perpendiculaire des deux sections ·A' et B', 
les coordonnees du point n seront x, y, z + t, et celles d~ 
point n' seront z,y, z + t; les deux distances mm' et nn* 
seront egales : de plus, la difference de la temperature II du 
point mala temperature fI' du point m' sera la meme que la 
difference des temperatures des deux points n et n'. En effet, 
cette premiere difference se determinera en su~stituant z et 

. 'da 1" • "ral lJ-a. ensulte z ns equatIon gene e v=a + -e- z, et retran-

chant"la seconde equation de la premiere, on en conclura 
I lJ-a ( ') 0 . lb' fI-fl=--.- z-z. n trouvera enswte, par es su stltu-
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CHAPITRE I . 

. tions de z + ~~ et z' + ~, que l' exces de la temperature du point 

II d . ,'. . b-a ( ') n. sur ce e u POlDt n a aUSSI pour expressIon - z-z . e . 

11 suit de If que la quantite de chaleur envoyee par Ie point 
m au point m' sera la meme que la quantite de chaleur en
voye. par Ie point n au point n', car tous les elements qui 
concourent a determiner cette quantite de chaleur transmise 
sont les memes . 

. 11 est manifeste que l' on .peut appliquer Ie meme raisonne
ment a tous les system ell de deux molecules qui se commu
~iquent de la chaleur it travers la section A: ou la section D' ; 
done, si ron pouvait recu.eiIlir toute la quantite de chaleur 
qui s'ecoule, pendant un meme instant, a travers Ia section 
A' ou la section D', on trouverait que cette quantite est la 
merne pour les deux sections. . 

11 en resulte que la partie du solide comprise entre· A' et 
B' recsoit toujours autant de chaleur qu' elle en perd, et comme 
cette consequence s'applique a une portion quelconque de la 
masse comprise entre deux sections paralleles, il est evident 
qu'aucune partie du solide ne peut acquerir une temperature 
plus elevee que celie qU'eIle a presentement. Ainsi, iI est 
rigoureusement demontre que l' etat du prisme subsistera 
continuellement tel qu'il etait d'abord. . 

Done, les temperatures permanente& des difi'erentes sec
tions d'nn solide compris entre les deux plans paralleles infi
nis, sont representees par les ordonnees de la ligne droite 

Q. t 'I! 'I' , , I'" 6-0. 
II t", e satislont a equation lDeaIre v=a + -e- z. 

66. 
On voit rustinctement, par ce qui precede, en quoj· consiste 

Ia propagation de la chaleur dans un soIide compris entre 

7 
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deux plans paralleles et infinis, dont ~hacun est maintenu it 
une temperature constante. La c~aleur penetre successive
ment dans 'Ia masse a travers la base inferieure : les tempe
ratures de~ sections intermediaires s' elevent, et lie peuvent 
jamais surpasser ni meme atteindre entierement une certaine 
limite dont erIes s'approchent de plus e'n plus: cette limite ou 
temperature finale est differente pour les difTerentes couches 
i ntermooiaires, et elle decroit, en progression arithmetique, 
depuis la temperature fixe du plan inferieur, jusqu'it la tem
perature fixe du plan superieur. ; 

Les temperatures finales sont celles' qu'il faudrait donner 
au solide pour que son etat fut permanent; retat variable qui 
Ie precede peut etre aussi soumis au calcul, comme on Ie 
verra par la suite; mais nous ne considerons ici que Ie sys
!eme des temperatures finales et permanentes. Dans ce der
nier etat, i1 s' ecoule, pendant chaque division du temps, a 
travers une section parallele it la base ou une portion deter
minee de cette section, une certaine quantite de chaleur qui 
est constante, si les divisions du temps sont egales. Ce flux 
uniforme est Ie meme pour toutes les sections intermediaires; 
it est egal a celui qui sort du foyer et a celui que perd, dans 
Ie meme temps, la surface sup6rieure du solide en vertu de 
la cause qui maintient la temperature. ' 

67· 
II s'agit main tenant de mesurer cette quantite de chaleur 

qui se propage uniformement dans Ie solide, pendant un 
temps donne, it travers une partie determinee d'une section 
parallele a la base: eUe depend, comme on va Ie voir, des 
deux. temperatures extremes a et b, et de la distance e des 
deux bases; elle varierait, si I'un quelconque de ces elements 
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V.eD1lit it changer, les autres demenrant Ies memes. Supposona 
lUD secoDd solide, forme de la ~e substance que Ie premier, 
et compris entre deux plans parallMes infinis, dont la distance 
perpendiculaire est e',· (Y ny.fig. 2) Ia base infeneure est entre
tenue it fa temperature fixe a', et la base superienre, it la 
tem~ralllre fixe b': l'un et l'autre aolides IOnt consideres 
dans eet etat final et permanent qui a La propriete de tie con
'server lni-meme des qu'il est foime. 'Ainsi 'la loi des tem
peratures est exprimee, pour Ie premier corps, par l'equation 

h-a 1 d 1'" , J.I=a + -:-;- z, et pour e secon ,par equabon u=a + 

h' ~ a' Z > ~ etant rums Ie p,remier .soli.de, et u da~s Ie second, 4 
te~peratpre de la s(!etion dOll1.:; es~ I~ hautew. , 

C~la pose, ~n comparera la qq.antite de cbaku.r qui, pen
dant'ruDite de temps, traverse une etendue ega1e It l'unite de 
surface prise sur une. sect~on intennediaire L du premier 
8Olid~, Ii celie qui, penda~t Ie':~eme temps, traverse une 
~ga:le 'etend,u~ p,rise sur!.~ sectloti 't' Jlu' s~cond, ! etant la 
hauteur co'Iill~une de ces deux '5~c~ions,' c' est - it - dire, la dis
tance de 'chacune d'elles ala b.ase ·blf~~ie1Jre. On considerera 
'daQs Ie premier corps deux points 11, et h' extremement voi
'sins, ~t dont l'un 11, est au,. dessous du plan L, et l'autre 11,' 

'au - d~S8l1S ae 'ce plan: x,.y" t; sont les coordoPl~ee.s de 11, j 

et ¥, ", i, les co~rdonnees d.e 11,', ! etant moin~re ';Iue z', 
et plUs grand que .z. " . , , . 

On considerera .au~~ dans Ie secpoo .solide l'acti(>u iD,9tpn
~~ de deu:J. points P ~t.p' ~ qui IlOllt p~,t par rapport 
it la, ;se,cti~n 1/, de p1~.fI\1e 1~ poi.u.t;$ fJ, etfl' ,par ,m,part a 
la s~ction L .c:hl. pr~1Dier' saij@. AiJMi, ,l<!s ~ei coordon-

7· 
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nees x, y, z, et :If,:I, z', rapportks a trois axes rectangu
laires dans Ie second corps,. fixeront aussi la position des 
poi,nts p et ii, •• 

Or,la distance du point n an point 'n' est egale a la di~ 
tance dn point p au point p' , et comme les deux corps sont 
formes de la meme substance, on en conclut, suivant Ie prin
cipe de la communication de la chaleur, que raction de n sur 
n', ou la quaritite de chaleur don nee par nan', et l'actioD 
de p sur p', ont entre elles Ie meme rapport que les diffe-

d ' , , rences e temperatures "-,, et u - u. 
En substituant ", et ensuite "dans l'equation qui convient 

a'u premier solide, et retranchant on trouve ,,-,,'= (h 8 4) 
(z-z'), on a aussi, au moyen de la seconde equation, 

u - u', (lJ 8 a) (z - z'), donc Ie 'rappo~ des deux actio~ 
d 'I" I . d a-lJ, a' -lJ' ont I S agIt est ce Ul e -- a --;-' 

II II • 

On peut concevoir maintenant plusieurs autres systemes 
de deux, molecules dont la premiere envoie a la seconde a 
travers Ie plan L, une certaine quantite de chaleur, et chacun 
de ces sysremes, choisi dans Ie premier solide, pouvant etre 
compare a un systeme homologue place dans Ie second, et 
dont l'action s'exerce a travers la section L', on appliquera 
encore Ie raisonnement precedent pour prouver que Ie, rap-

d d · . I . d 4 - lJ , a' - lJ' port es eux actions est touJours ce Ul e - a ,. 
e e. 

Or, la quantite totale de chaleur qui f pendant un instant, 
traverse la section L, resulte de raction simultanee d'une 
multitude de systemes dont chacun est forme de deux 
points; donc cette quantite de chaleur et celle:qW, dans Ie 
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CHAPITR.E I. 53 
second solide, traverse pendant Ie meme instant la section 

L' . II I d a - 6 , a' -6' 
,~nt aUSSI entre e es e rapport e -e- a e' 

Ii est donc facile de compar~r entre elles l'intensite des 
flux constan~ de chaleur qui se propagent uniformement 
dans run et I'autre solides, ctest-a-dire les quantites de ch~
leur qu~, pendant I'unite de temps, traversent l'unite de sur
face dans chacun de ces corps. Le rapport de ces deux inten-

• I I . d d . a-6 a' -ll S· I d Sites est ce Ul es eux quotients ~ et~.' I es eux 

quotients sont egaux, les flux sont les memes, quell,es que 
soient d'aillenrs les valeurs a, b, ej a', b', t! j en general, en 
designant par F Ie premier flux, et par F Ie second, on aura 

~=ca e h): Ca' e' h'} 
68. 

Supposons que, dans Ie second solide, la temperature 
permanente a' du plan inferieur soit celIe de l'eau bouillante 
I ; que la temperature b' du plan superieur soit celIe de la 
glace fondante 0'; que la distance e' des deux plans soit l'unite 
de mesu~ (un metre) ; designons par K Ie flux constant de 
chaleur' qui, pendant I'unite de temps (une minute), tra,!er': 
serait i'unite de surface dans ce dernier solide, 8til etait forme 
d'une substance donnee; K exprimant un certain' nornbre 
d·unit~s de chaleur, c'est-a-dire un certain nombre de fois la 
Chaleur necessaire pour convertir en eau un kilogramme de 
glace: on aura, en general, pour determiner Ie flux constant 
F, dans un solide forme de cette meme substance, l' equation 
F a-6 F K a - h 
K.=-ou ,= --

II II 

La valeur de F est celie 'de la quantiti de chaleur qui, 
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54 THEORIE DE LA CHALEUR. 

pendant l'unite de temps, passe a travers une etendue egaIe 
a ('unite de surface prise 8ur nne section pal'allele a Ia b~. 

Ainsi l'etatthermometriq';le d'un solide compris entre <1;eux 
bases param~les infinies dont Ia distance perpendiculaire est 
e, et qui sont maintenues a des temperatures fixes a et b I 
est represente par les deux equations: . 

b-a F K a - lJ F K d " v~.a+---:-~,et = -ou =z::- -d' e e z 

La premiere de ces equations eltprime la 10i suivant 1a
queUe lei temperatures decroiasent depuis la base inferi.eure 
jusqu'a la face opposee; la seconde fait connaitre la quantite 
de chaleur qui traverse, pendant un temps donne, uue par .. 
tie determinee d'une section paralleIe a la base. 

69' 
N OUi avons choisi ce meme coefficient K, qui entre dans 

la seconde equation, pour la mesure de la conducibilite spc
cdKfue de ooaque sub~nce; ce nombre a des valeW's tres. 
diflereDtei pour les difiel'etlts corps. : . 

II replUente., en general, la quantite de chaleur'qui ,dans 
un solide hOlilogene fGrme d'une substance don nee , et COIQ· 

pris entre deux plans parallel.es infinis, s'ecoule, pendaw: 
une minute, a trave~ une surface d'un metre quarre prise su.r 
une section pal'fluele au plans extremes, en supposant que 
ets deult plans soot entretenus, l'un ala temperature de {'em 
bouillante, l'autre a la temperature de la glace fondante. eJ; 

q~ tOQJ lea plans 'intermediaires ont acquis et conservc~t I 
llDe temperature. pemt.aDente. 

On pourrait employer une autre definition de Ia conduci. 
bilite; com me on pourrait estimer ia capacite de chaleur en 
Ja rapportant • runite de volume, au lieu de la rapporller a 
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CHAPITRE l 55 
I'unite de masse. Toutes- ces definitions sont equivalentes, 
pouna qu'elles soient claires et precises. 

"NOllS rerons connaitre par la suite comment on peut deter .. 
minet par r Qbservarlon la valeur K de la oonducibilite o~ 
conc1uCtibilite dans les diffetentes substances. 

7°· 
Pour etablit les equations que nous avons rapportees dans 

l'article 68, il ne serait pas necessaire de supposer que 
les pointS qui exercent leur action a travers les plans, 
80nt extremement pen distants. Les conseq~ence& seraient 
encore les memes si les distances de ces points avaient une 
grandeur quelconque; eUes &'appliqueraient donc aussi au 
cas ou I'action immediate de la chaleur se porterait dans 
l'interieur de" la masse jusqu'a des distances assez conside
rabies, toutes les circonstances qui constituent l'hypothese 
demeurant d'ailleurs les memes. 

II faut seulement supposer que la cause qui eritretient les 
temperatures a la superficie du solide n'affecte pas seulement 
la partie de la masse, qui est ext~mement voisine de la 
surface, mais que son action s'etend jusqu'A une pr~fondeur 

fi · L" ." (a-lJ) , d Ole. "equatIon". a - -;- .z representera encore ans 

cecas les temperatures permanentes du solide. Le vrai sens 
de cette proposition est que, si l' on donnait a tous les points 
de la masse, les temperatures exprimees par l' equation, et si 
de plus une caUse quelconque, agissalit sur les deux trariches 
extremes, retel1ait toujours chacune de leurs molecules a la 
~perature que cette meme equation leur assigne ,les points 
interieurs du solide conserveraient, sans aUcun chatigement, 
leur etat initial. 
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Si ron supposait que l'action d'un point de la masse put 

s'etendre jusqu'a une distance finie e, il faudrait que I'epais
leur des tranches extremes, dont retat est'maintenu par la 
eanse exterieure, fut au moins egale a e. Mais la quantite 
• n'ayant en eifet, dans remt naturel ~es solides, qu'~e 
valeur inappreciable, on doit faire abstraction de cette epais
seur; et il suffit 'que la cause exterieure agisse sur chacune 
des deux couches, extremement petites, qui terminent Ie 
solide. C'est toujours ce que ron doit entendre par cette 
expression, entretenir la temperature constante de la surface. 

71 • 

Nons allons' encore examiner Ie cas on Ie meme solide 
sera it expose, par l'une de ses faces, it l'air atmospherique 
eptretenu it une telQperature constante. 

SupPQsons donc que ce plan inferieur conserve, en vertu 
d'une cause exterie~ quelconque, la temperature fixe a, et 
que Ie pla,n superieur, au lieu d'etre retenu, comme prece
demment, a une temperature moindre b, est expose a l'air, 
atmospherique maintenu a ceUe temperature b, la distance 
perpendiculaire des deux plans etant toujours designee par 
e: il s'agit de determiner les temperatures finales. 

En supposa~t quei dans I'etat initial du solide, la tempe
rature commune de ses molecules est b ou mbindre que b, 
on se represente facilement que la. chaleur qui sort inces
samment du foyer A penetre la masse, et e1eve de plus en 
plus les temperatures des sections intermediaires; la surface 
superieure s'echauffe successivement, et elle laisse echapper 
dans I'air une partie de la chaleur qui a penetre Ie solide. Le 
systeme des temperatures s'approche continuellement d'un 
dernier etat qui subsisterait de lui - meme s'il etait d'abord 
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rol'lJ).6 ; dans cet etat final, qui est celui que nons considerons, 
la temperature du plan B a une valeur fixe, mais inconnue, 
que nous designerons par ~,et comme Ie plan inferieur A 
conserve aussi une temperature permanente a, Ie systeme 
~es temperatures est represente par l'equation generale 

y=a + ~ a z, "designant toujours la temperature fixe de 
e 

la section dont la hauteur est z. La quantite de chaleur 
qui s'ecoule pendant l'unite de temps, it travers une surface 
egale a l'unite et prise sur ~ne section quelconque, est 

Ie II e ~ , Ie des.ignant la conducibilite 'propre. 

II faut considerer maintenant que la surface superieure 
B,. dont la temperature est ~, laisse eChapper dans l'air une 
certai,ne quantite de chaleur qui doit etre preci~emtnt egaIe 
a celie qui traverse une section quelconque L du solide. ,S'il 
n' en etait pas ainsi, la partie de la m~sse qui est comprise 
entre cette section L et Ie plan B ne recevrait peint une 
quantite'de chaleur egale it celle qu'elle perd ; donc elle ne 
conserverait point son etat, ce qui est contre l'hypothese; 
donc Ie flux constant de la surface est ega! It ,celui qui tra
verse Ie solide: or, la quantite de chaleur qui sort, pendant 
l'unite de temps, de l'unite de surface prise sur Ie plan B, 
est exprimee par h (~-b); b etant 1a temperature fixe de 
I'air, et h. la mesure de'la conducibilite de la surface B, on 

'doit donc for~er l' equation Ie II ~ = h (~' - b), qui fe~ 
. , '. II . 

eonnattre la valeur de .~. 

O d 'd . he(a-h),. did n en e Ult a-~= he+k' equation ont e seCOD 
. . : 

8 
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membre est connu; car les temperatures a ~ b sont donnees 
ainsi que les quantites It, Ie, e. 

En mettant cette ~leuT de a-~ dans l'equation genera1e 

fI=a + @ ., a z~ on aura, pour exprimer les temperatures 

de I . d l'd}'" kz(a-6) toutes es sections u so 1 e, equation a-v= k.+k 

daQS laquelle a n' entre que des quantites COIlnues et lei 
variables ~orrespODdaate.s ., et z. 

72 • 

Nons avons detennine jusqu'ici l'&t final et permanent 
des temperatures daDS un solide compris entre deux sur"res 
planes, infinies ~ paralleIes, 'entretenues a des temphatuJ.'e8 
inegales. Ce premier cas est. a propremeot parler, celui de 
la :propagati~ lineaire et uniforme, car il n'y a point de 
transport de chaleur dans Ie plan parallele aux bases; celIe 
qui ~erSe Ie solide s' ecoule uniformement, puisque la. 
Y~leur. dll flux est la meme pour tous les inataDts et po~ 
toutes les sectio.us. . 

N ous allons .rappeler les trois propositions princi~es 'llU 
nultent ~ I'examen de cette question; elles soot suacep
tibles d'un grand Dombre d' applications, et formeDt.les pr& 
mjers e1ements de notre .ureOl'ie. 

10 Si l~on eU~ve aux deux extremites de la hauteur e dll 
solide deux perpendiculaires qui representellt les' tempera~ 
tures a et b des deux bases, et si ron mene une droite qui 
joigne les extremites de ces deux prem.iftres-onleonees,toutes 
les temperatuTe8 intermediaires seront prQPOrtionneJlea aax 
ordonnees de cette droite; elles sont exprimees par I'equa-
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. " I (a- 6) ..l.!_. I ' bon genera e a-v= -e- Z, v UQIgDant a temperature 

de la section dont la hauteur est z. 
2° Li. quanti., de ·e=haleur qui s'ecoule uniformement, 

pendant I'unite de temps, It travers l'unite de surface prise 
sur une section quelconque paralleIe aux bases, est, 
toutes choses d' ailleurs egales, en raison directe de la 
dift'erem:e a-b des temperatures ex.tremes et en raison 
inveJ'Se de Ia diataDee. e qui separe ces bases. Cette q~tite 
d b I ".,. K (_-6)" K d II e c a ear ~t exprlmee·par . -;- ,00- . dz,.en 

deduisant de" l' equation generale Ia. valeur de ~: qui est 

constaDte; ce flux uniforme eat toujours represente "pour 
une substance doonee, et dans Ie solide dont il s'agit, par Ia 
tangente de I'angle compris entre la perpendiculaire e et Ia 
droite dont les ordonneee representent lea temperatares. 

30 Si rune des surfaces extremes du solide etant toujours 
assujetie it la temperature tI, l'autre plan est expose it rair 
maint.eoa It nne temphatare ue b; ce plan en contad: avec 
l'air,.acquiert, comme dans Ie cas precedent, une tempera
ture fixe ~, plus grande que b, et il laiJse ecl1apper dans 
,fair, a tm:ven l'unite de surface, pendant l'unite de temps, 
une quantite de chaleur exprimee par h (~-b), II designant 
la conducibilite exteneure du plan. 

Ce meme Hux. de ehaJ.e1ir h (~·-h) tst egal a celui qui 
traverie Ie prisme et dODt la v8leur est K (tI-~), on a done 

l' equation h (~- b ) = K ... d"~' qui donne Ia valeur de ~. 

8. 
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SECTION v. 

Loi des temperatures permanentes dans un prisme tlune 
petite Ifpauseur. 

,3. 
On appliquera facilement les principes qui viennent d'etre 

expo~s it la question suivante, qui est tres-simple en elle
m~~e , mais dont il imp~rtait de fonder la solution sur une 
theorie exacte. -

Une barre metallique, dont la forme" est celle d'un paralIe
lipipede rectangle d'une longueur infinie, est exposee it rae-
tiOll d'un foyer de chaleur qui donne it tons les points de son 
extremit6 A une temperature constante. -II s'agit de deter
miner les temperatures fixes des differentes seCtions de la 
,barre. 
, On SUppOBe que la section perpendiculaire· a raxe est un 
quarre dont Ie cOte 21 est assez petit pour que l' on puisse 
sans erreur sensible regarder comme egales les temperatures 
des differents points d'une, meme section. L'air danslequel 
la barte est placee est' entretenu a une temperature constante 
0, et emp0rt6 par un courant d'une vitesse uniforme. 

La chaleur passera successivement dans l'interieur 'du so
lide, toutes ses parties situ6es a la droite du foyer, et qui 
n' etaient point exposees immediat.emerit it son action, s' 6ch8ut 
feront ,de plus en 'plus, mai~ la temperature de.chaque point 
De pourra pas augmenter au-delit d'un certain terme. Ce 
maximum de temperature n'est pas Ie meme pour chaque 
~ction; il est en general d'autant moindre que cette section 
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est plus. eJ.t>ignee de l' origine; on designera· par v la tempe .. 
rature fixe d'une section perpendiculaire a l'axe., et placee a 
Ia distance x de l' origine A. 

Avant que chaque point du solide ait atteint son plus 
haut degre· de chaleur, Ie sysrem.e des temperatures varie 
continuellement, et s'approche de plus en plusd'un etat fixe, 
qui est celui que ron considere. Cet etat final se 'conserverait 
de lui -meme, s'il etait forme. Pour que Ie sysreme des tem
pe~atures soit permane~t, il est necessaire que la quantite de 
chaleur qui.traverse,'pendant l'unite de temps, une.section 
placee a la distance x de l'origine, compense exactement 
toute la chaleur qui s'echappe, dans Ie merne temps·, par la 
partie de la surface· exterieure ~u prisme qui est situee a la 
droitt3 de la ~eD;le section. La- tranc~e, dont l'ep~sseur est 
dx, et dont la surface .exterieure ~st 81dx, laisse echapper 
dans l'air, pendant l'unite de temps, une quantite de chaleur 
exprimee par 8 hlvdx, h etant la mesure de la conducihilite 
exterieure du pnsme. Done, en prenant l'integrale f8 h .1 v d x 

d · ." I la·'d h epws x = 0, Jus'Dl ~ 3J = 0' on trouvera , quantlle e c a-
• • i . 

leur q~ sort ,de i?ute, la su~face de la barre pendant l'unite 
de temps; et si l'on prend la meme integrale, depuis x=o 
jusqu'a x=x, on aura la quantite de chaleur perdue par la 
partie de la surface comp~se entre Ie' foyer ef la section 
placee it la distance x. Designant par C la pre~iere integrale 
dont la valeur est, constante, et par f8 II, 1 v d x la valeur 
variable de la seconde t la difference C,-f8 II, I v d ~ expri
me_ra la quantite totale de chaleur qui s'echappe dans l'air, 
a travers la partie ,de la surface placee a la 4roite de la sec
tion. D'un autre cOte" la tranch~ 4~:solide, comprise.ent~ . . . . . " 
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deux sections infiniment Toisines. placees aux distances :c et 
('" 
\' :c + dx, doit etre assimilee it un solide infini, termine par 

./'---~---~ -
deux plans param~les, assujetis it des te~ratures fixes ~ et 
" + d 1', puisque, &eIOD l'hypothese, I. temperature De Tane 
pas dans toute reteodue d'ur.e meme section. L'eP'!isseur d1l 
Bolide est d:.c, et r etendue de la section est 4Z" : doDc,. Ia 
quantite de chaleur qui s' eooule uniformemeot, pendant 
l'unite de temps, a travers une section de ce solide, ~, 

d' 'I .. , 'd 4Z1 7.. tl II !., I' apres es pnoclpes prece ents, - f( dz' f( etaot a cotJ.-

ducibilite specifique interieure; on doit done aToir r equation 

-4Z"lr. ;;=C-/8hZI'dx, oulrZ;~~ =2h". 

74 
00 .ohtiendrait Ie meme resultat, en considerant l'equilihre 

de la chaleur dans la seule tranche infiniment petite, com
prise entre les deux sections dont lea distances soot x et 
:c + dx. En effet, ~ quantite de chaleur qui, pendant l'unite 

. de temps, traverse la premiere section placee a la distance 

x, e~t-4Z"lr~;. 'Pour trouver celle qui s'eooule pendant Ie 

meme temps, a travers la section suivante placee a Ia dis: 
tance:& + dx, il Caut, dans l'expression precedente, changer 

:c en :x: + dx, ce qui donne - 4Z" A{~ + tl(*)- Si ron 

retranche cette seconde expression de 1a premiere, on con
naitra combien la tranche que terminent les deux sections, 
acquiert de chaleur pendant l'Unite de temps; et puisque 
l' etat de cette tranche est permanent, il Caudra que toute 
cette chaleur acquise soit egale ~ celIe qui se dissipe dans 
l'air a travers la surface exterieure 81 dx de cette m~me 

I 
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CBAPITB..E I. 63 
trariche; rit-,cette demiere quantite de ehaleurest 8AZ.,tl:z; 
on obtiendra donc la meme equation 

8 4 " 'd CdfJ) d" f) 2k hlp d:x: = I. Ie ri'z ou tl.:x:- =7CIP.. 

75 •. 
. De quaque manmre que I~()n forme cette .equation, il est 

Maeasa.i:re de rem.qner que Ia qwwrtite de chtielw qui 
penetre ·dans ia traache dont l'tipaiBsear EIIt dz ~ a U_ Taleur 

litrle, et que son expression ex.acte est - 4 l- . 7c ~:. Cette 

tranche etant comprise entre deux surfaces, dont la premiere 
a la temperature P, et la seconde une temperature BlOindre 
91, on ape~it d'abord que la quantite de chaleur qu'elle 
re~it par Ia premiere surfaceMpe.ud de la.difference p-p', 
~t lui est proportionnelle; Blais cette' iemarque ne suffit pas 
pour etablir Ie calcul. La quantite dont il s'agit n'e$t point 
une differentielle.: elle a une valeur ~e" puisqu' elle eqmvauJ: 
a toute la chaleur qui sort pa·r la partie de la surfaoe exte
rieure du priSBle qui est situee ~ la dr,oite de la .section. 
Pour s' ~n .former UDe idee eD.~, il faut comparei' la traDche., 
dout l'epaisseur est q:x:, it un solide t~rm.ine par ~ux plans 
param~les dont la· distance est 6, et qui soat retenus it des 
temperatures in~ales a et b. La quantite de ohalew- .qui 
penetre dans un pareil Pl'isme, it travers la sm-face la plus 
echauffee, est en effet p!'oportionnelle it la difference a - b 
des :beJ;Dperatures -extremes, mais elle ne depend pas seule
ment de ·cette difference: toutes choses d'aiUeurs egales, elle 
est d'autant moindre que Ie prisme a plus d'epaisseur, et en 

, , 1....11 • 11- ~ a -1J C' . I g~nera UI e est p1"CIp01'ttOJlne J.C a --;-. est pourqw)1 a 

quantite de chaleur qui penetre par la premiere surface dans 
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64 THEORIE DE LA CHALEUR. 

la tranche, dont l' epaisseur est d x, est proportionnelle a 
,,-,,' 
dx· 

Nous insistons sur cette remarque parce' que l'omission 
que l' on en avait faite a ete Ie premier obstacle a l' eta
hlissement de la theorie. En ne faisant point une analyse 

, complete des elements de la question, on obtenait une equa
tion non homogene, et, a plus forte raison, on n'aurait pu 
.former Ies equations qui exprim~nt Ie mouvement de Ia cha-
leur dans des cas plus co~poses. . 

II etait necessaire aussi d'introduire dans Ie calcul les 
dimensions du prisme, afin de ne' point reg~rder comme 
generales les consequences que l' observation avait foumies 
dans un cas particulier. Ainsi l'on a recon~u par l'expe~ience 
qu'une barre de fer, dont on echauffait.l'extremite, ne pou~ 
vait acquerir, a six pieds de distance du foyer, une tempera
ture d'un degre (octogesimal); car, pour produire cet eft'et, il 
faudrait que la chaleur du foyer surpassat beaucotip celIe 
qui met Ie fer en fusion; mais ce resultat depend d~ r epais
seur du prisme que l' on a employe. Si eUe eut ete plus 
grande, la chaleur se serait propagee a une plus grande 
distance, c'est-a-dire, que Ie point de la b~e qui acquiert 

i une temperature fixe d'un degre, est d' autant plus eloigne 
I du foyer que la barre a plus d' epaisseur, toutes les autres 
! conditions demeurant les memes. On peut toujours elever 
d'un degre la temperature de l'extremite d'un cylindre de fer, 
en echauffant ce solide par son autre extremite; il ne faut 
que donner au rayon de la base une longueur suffisante; 
cela est, pour ainsi dire, evident, et d'ailleurs on en trouvera 
Ja preuve dans la solution de la question (art. 78). 
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CHAPITRE I. '65 

,6. 
L'integrale d~ r ~tion precedente est . 

V· :Ae-:t"Vi~+Be -:t"Vl~, A et B etant deu~ COD

tantes arbiiraires; or, si ron, suppose la distance x infinie, 
1a valeur de la ~mperature v dojt etre infiniment petite; 

I • s.\ 

donc Ie terme B e ~:e V nne subsiste point dans l'integrale; 

:eVd 

ainsi l'equation v=A e - n represente retat permanent 
d.u ~lide; la temperature a I'origine ~st designee par la con
stante, is., puisqu' elle est la valeur de v lorsque x est nulle. 

Cett«! meme loi suivant laquelle lea temperatures decrois
sent, est donnee aussi par l' experience; plusieurs physicienl 
ont observe les temperatures fixes des ditferents points 
d'une. barre metallique exposee par son extremt-.e a faction 
constante d'un foyer de chaleur, et ils ont reconnu que lea 
distances a I'origine ~epresentent les logarithmes, et lea tem .. 
peratures lea nombres correspondants. 

". La valeur numerique du quotient 'constant de dem tem-
p~ratures consecutives e~t determinee par' l' observation , 

on en deduit facilement celle du rapport :: car, en desi· 

goant par v., Il!., les temperatures qui repondent aux dis
tances x., x. 'I on aura 

v, _ - (:e , -:e.) Vi: v-: = log. 'V, -log. 'V". - rz 
- - e ou :e _:t" V £ 
'V.' ~. I 

Quant aux valeurs separees de k et de lc -! on ne peut lei 
determiner par des experiences de ce genre: il faut observer 
aussi Ie mouvement varie de Ja ch41eur. 

9 
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66 THEORIE DE LA CHALEUR. 

-,8. 
Supposons que deux barres de meme matiere et de dimen

sions inegaIes, soient assujeties vers leur extremite it une 
meme temperature A, soit l. Ie cote de la section dans la 
premiere barre, et l. Ie cote de la section dans la seconde , 
on aura, pour exprimer les temperatures de ces deux so
lides, les equations 

V•l V·A -z. _ -z. -
'V. = A 8 . /rl. et 'Vo = A 8 Al. , 

en desi~ant, dans Ie premier solide, par 'V. Ia temperature 
de la section placee a- la distance ~., et dans Ie second 
solide , par 'V. la temperature de Ia section placee a Ia 
distance :C.' . 

Lorsque ces deux barres seront parvenues a un etat fixe, 
la temperature d'une section de la premiere, placae a une 
certaine distaooe du foyer, ne sera pas egale a la tempera
.ture d'une secti~n de la seconde, platee a la m~me distance 
du foyer; pour que les temperatures fixes fussent egales, 
iI faudrait que les distances fussent differentes. Si l' on veut 
comparer entre eUes les di8ta~ x. et :Co comprises depuis 
l'origine jusqu'aux points qui parviennent dans les deux 
barres a la meme temperature, on egalera lea seconds. 

b d ,. l' I z: I. Ai • mem res es equations, et on en conc ura -. = /-. nsl 
z. • 

les distances dont il s'agit sont entre eUes comme les racineB 
quarrees des epaisseurs. 

7g· 
Si deux barres metalliques de dimensions egales, mais 

fonnees de substances differentes sont couvertes d'un meme 
enduit qui puisse leur donner une meme conducibilite ate-
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CHAPITRE t. 
rieure, et si elles sont assujeties, dans leur extremite, a une 
meme temperature, II. chaleur se propagera plus facilement 
et a une plus grande distance de l' origine da~ celui des deux 
corps qui jouit d'une plus grande conducihilite. Pour com
parer entre elles Ies distances 3:. et x., comprises depuis 
l'~rigine collimune jusqu'aux points qui acquierent une 
meme temperature fixe, il faut, en designant par Ie. et le. 
les conducibilite14 ~pectiv~s des ~ux substances, ecrire 
l'equation 

v _" V-" - t.I:, - . - z s - z· It e A,l = e fr.l ou _, =-.!.. . z: It. 

Ainsi Ie rapport de deux conducibilites est celui des quarres' 
des distances 'comprises entre,l'origine commune et les points 
qui atteignent une meme temperature fixe. 

. 80.' 
n est facile de connaitre combien il s'ecoule de chaleur 

pendant l'unite de temps par une se_on de Ia barre par
venue a son etat fixe: cette quantite a pour expression 

d~ ./ .~l .-4k Z" ilZ .ou,4 A V !Ale II, l'.e-zv n,. 

et si ~n la prend it .r origine, on ~ura 4 A v' 2 Ie h /3 " pour 
, - . 

la mesur.e de la quantite d, chaleur qui ·passe' duo foyer dan& 
Ie soUde pendant l'uIiite de temps; ainJi Ia ddpense de. Ia 
lource de chaleur est, lmItes choses d'ailleura egales., PIc)' 

portionnelle a la 1'3ciae quarree du cube de l'epaiaseur. On 
. trouv~rait Ie meme resultat,en prenant l'integraIef8k l'Uar4 

depuis ~ Dulle jusqu'lt x infinie • 
. , ,. 

g. 
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68 THEORIE DE LA CHALEUR. 

SECTION VI. 

De r Echaujjement des espaces elos. 

81. 
Nous ferons encore usage des theOl'emes de I'article 7!j 

dans la question suivante,· dont la solution presente des ap
plications utiles; elle consiste it determiner Ie: degre. d' echaut:.: 
fement des espaces c1os. 

On suppose qu'un espace d'une forme quelconque, rempli 
d'air atmospherique, est ferme de to utes parts, et que toutes 
les parties de l' enceinte sont homogenes et ont une ep~ 
se~r commune e, ~ssez petit~ pqur que Ie rapport de la, 
surface exterieure it Ia surface ,~nterieu~ diff'ere pe~ de I'u
nite. L'espace que cette encei~te termine est ecbauffe par 
un foy~r dont I'action est constante; par exemple, au moyen 
d'une surface dont l',~endue est cr, et qui est entretenue it la 
temperature permanente GC~," ; 

On ne considere ici que la temperature moyenne de l'air 
contenu dans l'espace, sans avoir egard 11 l'i'negale" distribu
tion de la chaleur ,dans cette masse ~'air; ainsi ron suppose 
que des causes subsistantes' en melent incessamment toutes 
les porti~ns, et.ren4fen~ leur temperature uniforine. 

On voit ~'aboM que la chaleur qUi sort coDtin~eDemmt! 
du" foyer se repandra dans l'air" environnant, et pendrera 
dans' la masse dont, l' enceinte ~ forinee,. 8e, diisipera' ,eD 

partie par la surface~ et passera dans.l'air exterielir que ron 
suppose entretenu it nne temperature m~n8 e1evee et".pe~ 
manente n. L'air interieur s'echanffera de plus en plus; il en 
se~ de meme de l'enceinte solide: Ie systeme des tempera-

Digitized by Goog Ie 



CHAPITRR I. 
tures s'apPI:ochera sans cesse d'un dernier etat qui est l'objet 
de la question, et qui aurait la propriete de subsister de lui
meme et de se' conserver sans aucun changement, ·pourvu 
que la surface du foyer G fut maintenue a la temperature «; 
et I'air. exterieur a la temperature n. 

Dans eet etat permanent que ron veut determiner, l'air 
interie~r conserve une temperature fixe m: la temperature 
de la surface interieure oS de I'enceinte solide a aussi nne va
leur fixe Q,;' enfin la surface exterieure s, qui term.ine cette 
enceinte, conserve une temperature b moindre que a, mais 
plus grande que n. Les quantites G, «, s, e et n sont c(jDDues, 
et les quantites m, a et b sont inconnues. 

C'est dans l'exd~s de la temperature m 8ur ceDe de l'air 
exterieu.r n que consiste Ie degre de l' echauffement; il depend 
evidemment de l' etendue (I. de la surface echaulfante et de 
sa temperature «; il depend aussi de I'epaisseur e de l'en
cein1ie, de l'etendue oS de la surface qui la termine, de la 
facilite avec laquelle la chaleur penetre sa surface interieure. 
ou ceRe qui. lui est opposee; enfin de Ia conducibili...e ape
ci6que de la masse solide.qui forme l'enceinte; car :si l'im 
qaelconque de ces elements. venait II etre change, les aut res 
demeurant les memes; Ie degre de l'echauffement varierait' 
aussi .. ll s'a~ de determiner comment. toutes ces quantites 
entrent dani.la Tale~ de' m ~ n. .. . 

82. 
·L'enceinte solide est terminee par deux surfaces 4gaIes, 

dont chacune est mamtenue a' une temperature fixe; chaque 
element prismatique du solide compris entre deux portions 
opposees de ces surfaces, et Ies normales: eIe~es sur' Ie 
contour des bases, est donc dans Ie meme etat qua s'iI ap. 
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partenait it un solide in6ni compris entre deux plans para 1-
leles, entrete,DUS -a des temperatures inegales. Tous lea ele
ments prismatiques qui composent l' enceinte se touchent 
suivant toute' leur longueur. Lea points de la masse qui 
sont a egale distance de la surface interieure ont des tempe
ratures egales, a quelque prisme qu'ils appartiennent; par 
consequent, il ne peut y avoir aucun transport de 'chaleur 
dans Ie sens perpendiculaire a·la longueur des prismes. Ce 
cas est donc Ie meme que celui que noUB avons deja traite~ 
et l' on doit y appliquer les equations ooeaires qui ont ete 
rapportees plus haut. 

83. 
Ainsi, dans l'etat permanent que nons considerons, Ie flux 

de chaleur qui sort de la' surface tS pendant nne unite de 
temps, est egal a celui qui passe, pendant Ie mame temps, 
de rair- environnant dans la surface interieure de l' enceinte ; 
il est egal aussi a celui qui traverse, pendant'~'unite de temps, 
nne section intermemaire faite dans I' enceinte solide par une 
surface egale et param~le a celles qui tenninent· cette en .. 
ceinte; enfin, ce meme flux est encore ega! a cel~ qui p~e 
de I'enceinte solide a traVel'S sa surface ,exterieare, et se 
dissipe dans l'air. Si ces quatre quantit6s de chaleur eoouIees 
n'etaient point egales, il surviendrait.necessairement quelque 
varil!tion dans l' etat des temperatUres, ceo qui est cootre 
l'hypothese. 

La premiere quantite est exprimee par 4r (/I - m) g, en 
designant par g la conducibilite exterieure de la surface 'I 

qui appartient au foyer. 
La seconde est s (m - Q,) h, Ie coefficient h etant la 
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IMSure de Ia eonducibilite exterieure de Ia surface 1 I qui 
eSt expo&ee. it l'action du (oyer. 

La troisieme est 1 (a-h) K, Ie coefficient K etant la me-
II 

sure de la conducibilite propre de ·la substance homogene 
qui forme I'enceinte. 

La quatrieme est 1 (b - n) H, en designant par H la 
conducibilite exterieure de la surface s dont la chaleur sort 
pour se dissiper dans I'air. Les coefficiens h et H peuvent 
avoir des valeurs tres-inegales a raison de la difference de 
t etat des deux surfaces qui terminent l' e~ceinte; ils soot 
supposes connus ainsi que Ie coefficient K : on aura donc, 
pour determi~er les trois quantites inconnues m, a et b I, 

les trois, ~quations : • ! 

(J «-·m g=s m-o,' k 

a-lJ 
(J «-m g=1 --;-. K. 

(J «-Tn g=s b-n. H. 

84. 
La valeur de m est l' objet special de la question. On la 

. trouvera en mettant les equations sons cette forDie : 
• 

m-a=-;·f (<<--m) 

a-b=i'¥(<<-. m) 

b-n=: i,(<<-m) 
et les ajoutant, on aura 
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m-n=ix-m P,:en designant par P la quaatille connWt. 

;(l+K;+') 
on en conc1ut 

. p (tI-n) i (i + Gj[ + i} 
m-n=(~-n) I+P= " (K Ke K) 

1+; X+ X+H 

85. 
Ce resultat fait connaitre comment Ie degre de r ecba,uffe

mcnt m - n depend des quantit6s donnees qui constituent 
l'hypothese. ". 

Nous indiquerons les principales consequeri~es que ron 
en peut deduire. 

10 Le degre de l' echaufl'ement m-n est en nlison directe 
de l'exd~s de la temperature du foye~ sur celle de l'air exte
rieur. 

2 0 La valeur de m:-n ne depend point de la forme de 

l' enceinte ni de sa capacite, mai~ seulem.ent. du rapport -; de 

la surface dont 1a chaleur sort a la surface qui la ~oit, et 
de l'epaisseur e de l'enceinte. 

Si l' on double la surface (J du foyer 'I Ie degre de l' echauf
fement lie devient pas double, mais il aygmente suivaot une . 
certaine loi que l'equation.exprime. 

30 Tous les coefficiens specifiques qui reglent l'action de 
la chaleur, savoir: G, K, H et h, composent, avec la di
mension e, dans la valeur de m - n, un element unique 

i + ~ + " dont on pent d~terminer la valeur par les ob

servations. 
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Si ron doublait I'epaisseur e de l'encein~, on aurait Ie 
meDie resultat que si' ron employait'J pour la former, une 
substance dont la conducibilite p~opre aerait deux fois plus , 
grande. Ainsi l'emploi des substances qui conduisent diffi
cilemeot la chal~ur permet de donner peu d' ep~sseur a l'en-

, ceinte; l' efTet que l' on obtient ne depend que du rapport. ~. 

40 Si la conducibilite K est nulle, on trouve Tn - 11. = ex ; 
c'est-a-dire qu~ rair interieur prend la temperature du 
foyer: il en est de meme si H est nulle ou si h est nulle. 
Ces consequences sont d'ailleurs evidentes, puisque la cha
leur ne peut alors se dissiper dans rair exterieur. 

50 Les valeurs des quantires G, H, h, K et ex, que ron 
suppose c~nnues, peuvent etre mesurees par des expe
riences directes, comme on Ie verra par la suite; mais, dans 
Ia question actuelle, i1 suffirait d' observer la valeur de 
11&- 11. qui correspond a des valeurs donnees de (I et de ex, 
et on s'an servirait pour determiner Ie coefficient total 

8 "lilt' g d' I'" (<<-, n)';p 
1 + 1{ + H' au mpyen e equatIon 11&-, 11.= II 

1+ -p s ' 

dans laquelle p designe Ie coijrocient cherehe. ·On mettra 

dans cette equation, au lieu de ; 'et de ex~n, les valeurs 

de ces qllantites, que l' on suppose donnees, et celie de 
11&-11., q1J.e l'observation aura fait connaltre. On ~n deduira 

, Ia valeur de p, et l' on pourra ensuite appliquer la formule a 
une infinite d'autres cas. 

60 , Le coefficient H entre dans la valeur de m - 11. de la 
meme mamere que Ie coefficient h; par consequent l' etat de 

10 
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74 TH£ORIE DE LA CHALEUR. 

la superficie, ou celui de I'enveloppe qui la couvre, procure 
Ie meme effet, soit qu'il se rapporte a la surface interieure 
ou it la surface exterieure. 

On aurait regarde comme inutile de faire remarquer ces 
diverses consequences, si ron ne traitait point ici des ques
tions toutes nouvelles, dont les resultats peuvent etre d'une 
utilite immediate. 

86. 
On sait que les corps animes conservent nne temperature 

sensiblement fixe, que l' on peut rega~er comm~ indepen-
_ dante de la temperature du milieu dans lequel ils' vivent. 
Ces corps sont, en quelque sorte, des foyers d'une chaleur 
constante, de meme que les substances enflammees dont 
la combustion. est devenue uniforme. On peut donc, a' 
l'aide des rem~rques precedentes, prevoir et regler avec 
plus d'exactitude l'eIevation des temperatures dans les lieux 
ou I'on reunit un grand nombre d'hommes. Si ron yobserve 
la hauteur du thermometre dans des circoostaoces donnees, 
on determinera d' avance queUe serait cette hauteur, si Ie 
nombre d'hommes rassembIes dans Ie meme espace deve
nait beaucoup plus grand. . 

A la verite, il y a plusieurs circonstances accessoires qui 
modifient les resultats, telles que I'inegale epaisseur dei 
parties des enceintes, la diversite de leur exposition, I'effet 
que produisent les issues, l'inegale distribution de la chaleur 
de l'air. On ne peut donc faire une application rigoureuse 
des regles donnees par Ie calcul; toutefois, ces regles sont 
pr6cieuses en eUes-memes, parce qu'elles contiennent les 
vrais principes de la matiere : elles previennent des raison
nements vagues et des tentatives inutiles ou confuses. 
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87' 
Si Ie meme ~space etait 6chauife par deta. ou plusieurs 

foyers de dift'erente ~pece, ou si la premiere enceinte etait 
elle-meme contenne dans u~ .seconde enceinte separee de 
la premiere- pa~·,une masse d'air, 011 .d~t~rprinerait ~cile
ment auSsi. Ie degre de l' echauffement et lea teJDperatures 
des surfaces., " ' 

En supposant qu'il y ait, outre Ie premier foy~r a, une 
seoonde surface echauffee ~ dont la temperatur~ cons~ante 
JOit 'IS, et, la conducibilite exterieure j, on trouvera, en 
conservant toutes 166 autre~ denoriUnations, l'equation sui ... 
vante : 

C&;8+ fi;j) Ci+~+x) 
m-n= . 

I +(~+ ~') (~ + ~. +. i) 
si ron ne suppose qu'un seul foyer <1, et si Ia premiere en
ceinte est elle-meme contenue dans nne seconde, on repre
sentera par S', n', Il, H', Ies elements de Ia seconde enceinte 
qui correspondent: a ceux de la premiere, que ron designe 
par S. h. le. H, et ron trouvera, en nommant p la tempe
rature de l'air qui environne Ia surface exterieure de la 
seconde enceinte, l'equation suivante :' . 

~.P 
m-p= I+P • 

La quan~te P represente 

~ (i +¥ + t;) + ~, (f, + If, +' if. )-
On trouverait un r6sultat'semblable si l' on suppoSait trois 

ou un plus grand nombre d'enceintes suc~essives; et l'on en 
10. 
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conelut que ces enveloppes solides, separees par l'air, COD

courent beaucoup a augmenter Ie degre de l' echauffement t 
quelque petite que soit leur epaisseur. 

88. 
Pour rendre cette remarque plus sensible, n0119 compare

rons la quantite de chaleur qui sort de Ia surface d'un corps 
echauffe,' a celie que Ie meme corps perdrait, si la surface 
qui l'enveloppe en etait separee par un intervalle rempli 
d'air. 

Si Ie corps A est echauffe par une cause con stante , en 
lorte que la surface conserve la temperature fixe b, I'air 
etant retenu a la temperature moindre a, la quantire de 
chaleur qui, s'echappe dans l'air pendant "unite de temps, 
a travers une surface egale a I'unite, sera exprimee par 
k (h-a), k etant la mesure de la conducibilite exterieure. 
Done, pour que la masse puisse conserver la temperature 
fixe h, il est necessaire que Ie foyer, quel qu'il soit, fOl1r~isse 
une quantite de chaleur egale a k S (h - a), S design ant 
l'efendue de la surface du solide. 

Supposons que ron detache d~ la masse A une tranche 
extremement mince qui soit separe~ du solide par un inter
valle rempli d'air, et que la superfide de ce meme solide A, 
soit encore maintenue a Ia. temperature h. On voit que I'air 
contenu entre la tranche et Ie corps s'echaufl'era et prendra 
une temperature a' plus grande que a. La tranche elle-meme 
parviendra a un etat permanent et transmettra a rair' exte
rieur dont la temperature fixe est a route I. chaleur que Ie 
corps~perd. II s'ensuit que la quantite de chaleur sortie du 
solide sera k S (h-a'), au lieu d'etre kS (b-a), car 
on suppose que la nouvelle superficie du solide ,et celles qui 
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terminent la tranche ont aussi la meme conducibilite exte
rieure k. II est evident que la depense de la source de cha
leur sera moindre qu'elJe n'etait d'abord. II s'agit de con
nattre Ie rapport exact de ces quantites. 

89· 
Soient e l' epaisseur de la tranche, m la temperature. fixe 

de sa surface inferieure, n celIe de la surface superieure et 
K la conducibilite propre. On aura, pour l' expre86ion de la 
quantite de chaleur qui sort du soli de par sa superficie, 
h S (b-a'). 

Pour celIe de la quantite qui penetre la surfaee inferieure 
.de la tranche k S (a' - m ). 

Pour celie de la .quantite qui traverse une section quel-

conque K S (m-;n) de cette meme tranche. 

Enfin , pour celle de 1a quantite qui passe de la sarfam 
supt'rieure dans rair k S (n-a). 

Toutes ces quantites doiveDt etre egales, on a done lei 
equations suivantes : 
. . k (n-a)=~ (m-n) 

k (n-a)=k (a/-m) 

k (n-a)=k (b-a') 

Si ron eerit de plus l'equation identique h (n-a)=h 
(n-a)', et si on. lea met toutes SOUl cette forme: . 

n-a=n-a 
, It 

m-n= ;. (n-a) 

a'-m=n-a· 

'/J-a'=n"":'o, 
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on trouvera, en Ies ajoutant, . 

b-a=(n-a)(3+ It~} 

La quantite de chaleur perdue par Ie solide etait .... 
k S ( b - a) lorsque sa superficie communiquait lihre~ent it 
l'air~ elle est maintenant h S (b-a') ou h S (n-a) qui equi

b-a 
vaut it h S 3 It. +y 

La premiere quantite est plus grande que la seconde, dans 

Ie rapport de 3 + ~ It I. 

II faut done, pour entretenir it la temperature b Ie solide 
-dont la superficie communique immediatemeot It rair, phis 
de trois fois autant de chaleur qu'il n'en faudrait pour Ie 
maintenir it Ia meme temperature b, Iorsque r extreme sur
face n'est pas adherente, mais distante du solide d'un inter
valle quelconque rempli d'air. 

Si ron suppose que I'epaisseur e est infiniment petite, Ie 
rapport des qUantites de chaleur perdues sera 3, ce qui aU
rait encore lieu si la conducihilite K etait infiniment grande. 

On se rend facilement raison de ce resultat, car la chaleur 
ne pouvant s'echapper dans l'air exterieur, sans pen~trer 
plusieurs surfaces, la quantite qui s'en ecoule doit etre d'au
tant moindre que Ie nombre des surfaces interposees est 
plus grand; mais on n'aurait pu porter, It cet egard, aucun 
jugement exact si ron n'eut point soumis la question au 
calcul. 

go. 
On n'a point considere, dans l'article precedent, I'effet do 
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CHAPITRE I.' . 79 
l'irradiation a travers la couche d'air qui separe les deux 
'surfaces; cependant cette circonstance modifie la question, 
puisqu'il y a une partie de la chaleur qui penetre immedia
tement au-delit de l' air interpose. N ous supposerons donc, 
pour rendre l'objet du calcul plus distinct, que l'intervalle 
des surfaces est vide d' air, et que Ie corps echauffe est 
co~vert d'un nombre quelconque de tranches paralleles et' 
e10ignees les nnes des autres. . . 

Si la chaleur qui sort du solide par sa superlicie plane 
entretenue it la temperature b, se repilndait librement dans 
Ie vide et etait r~e par nne surface paralleIe entretenue a 
une temperature moindre a, la quantite qui se dissiperait 
pendant l'unite de temps it travers l'unite de superfide serait 
proportionnelle' a la difference b -a des deux temperatures 
constantes; cette quantite seraii: representee par H (h -a ), 
H' etant une valeur de la conducibilite relative qui n' est 
pas la meme que h. 

Le foyer qui maintient Ie solide dans' son. premie~ etat 
doit done fournir, dans chaque unite de temps, une quan:
tite de chaleur egale a H S (b-a). Il faut main tenant de
terminer la nouvelle valeur de cette depense dans Ie cas 011 
la superficie de ce corps serait recouverte de plusieurs tran
chea successives et separees par des intervalles videa d'air, 
en supposant toujours que Ie 60Iide est soumis it l'action 
d'une cause exterieure quelconque qui retient sa superficie 
a la temperature b. 

Concevons que Ie systeme de toutes les temperatures est 
. devenu fixe; soit m la temperature de la surface inferieure 
de la premiere tranche qui est pir consequent opposee ~ 
celle du solide, soient n la temperature de la surface lupe- /' 
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rieure de cette meme tranche', e,SGn ~paisseur"et K sa eon .. 
ducibilite specilique,designons aussi par m', n', mil, ,,:, 
mm, ",m, m", ",'''', etc.les temperatures des surfllces inferieure 
et superieure des diff.erentes tranches, et par K, e, la con~ 
ducibilite et repaisseur de ces.~es tranches, eolio sup .. 
PQsons que toutes ce5 surfaces soient dans un etat sem .. 
blable i. Ia superJicie du solide, en sorte que 1a valeur du 
coefficient H leur soit commune. 

La quantittf de chllieur qui penetre la surface inferieure 
p'une, tranche correspondante it rindice queleonque i est 
H S ("'i_l-mi)' celIe qui traverse eette tranche ,est 
KS( ) I .,. l'~ ...-"'i-"';+I , et a quantile qUi en sort par a surlaee 5U" 

perieure est H S ("';-"'i+I). Ces trois quantites, et toutes 
celles qui se rapportent aux autres' tranehes, sont egales; 
on pourra done former les equations en comparant toutes 
les quantites dont il s'agit it la premiere d'entre elles, qui 
est H S (h-m,)i on aura ainsi, en designant parj Ie nom .. 
bre des tranches : 

h-mz=h-m. 

ml_"'I=~6 (h-mz) 

",.-m.=h-m. 
H6 

ma~na=K (h-m.) 

'R 
nt..!-"'j= K8 (h-m.) 

nj-~=h---:m. 
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En ajoutant ces equations, on trouvera 

, h~~=(h-m)j(1 + ~8} 

La, depense de la s«;>urce de ,chaleur necessaire pour entre
ten~r la superficie du corps A a Ia temperature best 

H.S(h-a) 

lorsque cette superficie envoie ses rayons a une surface fixe 
entretenue Ii la temperature h. Cette depense est H S (h-m.). 
lorsque l' on place entre Ia superficie du corps A et la sur
face fixe entretenue Ii Ia temperature h un Dombre j de 
tranches· isoIees; ainsi Ia quantite de chaleur que Ie foyer 
doit foumir est beaucoup moindre dans la seconde hypo
these que dans la premiere, et.1e 'rapport de ces deux quan-

. I 

lites est i . (I + ~ e} Si ron suppose que I' epais~ur e des 

tranches soit infiniment petite, Ie rapport est'!' .. La depense 
. J 

du foyer est donc en raison inverse du nomhre des tran-
ches qui couvrent la superficie . 

. 84, 
L'examen de ces re.ultats 'et de ceux que ron obtient 

lorsque·lel intervalles des en~eintes successives sont occupes 
pal" I'm atmospherique explique distinctement pourquoi 
la separation des' surfaces et I'interposition de rair concou
rent .heauroup Ii 'contenir la chaleur. 
··Le calcul foumit encore des consequences analogues 
lo~qu' on suppose que Ie foyer est exterieur et que la chaleur 
qui en emaDe traverse successivement les diverses enveloppes 
diaphanes et penetre rair qu'elles renfennent. C'est ce qui. 

II 

Digitized by Goog Ie 



• 

82 THEORIE DE LA CHALEUR. 

avait lieu dans Ies experiences OU ron a expose aux rayons 
du soleH des thermometres recouverts par plusieurs caisses 
de verre, entre lesquelles se trouvaient differentes couches 
d'air. 

C'est par une raison semblable que Ia temperature des 
hautes regions de l'atmosphere est beaucoup moindre qu'il 
Ia surface du globe. 

En general les theoremes concernant I' echautTement de 
l'air dans Ies espaces cIos s'etendent a des questions. tres
variees. II sera utile d'y recourir lorsqu'on voudra prevoir 
et regler Ia temperature avec queIque precision, comme dans 
Ies serres, Ies etuves, les bergeries, les ateliers, ou dans 
plusieurs etabIissements civils, tels que les hopitaux, les \ 
casernes, les lieux d'assembIee. 

On pourrait avoir egard, dans ces diverses applications, 
aux circonstances accessoires qui modifient les consequences 
du calcul comme l'inegale epaisseur des ditTerentes parties 
de I'enceinte, l'introduction de l'air etc.; mais ces details 
nous ecarteraient de notre objet principal qui est la de
monstration exacte des principes generaux. 

Au reste, nous n'avons conaicIere, dans ce qui vient d'etre 
dit, que retat permanent des temperatures dans les espaces 
clos. On exprime aussi, par Ie calcul, l'etat variable qui Ie 
precede,ou ceIui qui commence it avoir lieu lorsqtion re
tranche Ie foyer, et l' on peut connattre par;.lit oouiment lea. 
proprietes specifiques des corps que l' on emploie, ?U leurs' 
dimensions, influent sur le& progrt-I et sur I. duree de 
l'echautfement; mais cette recherche exige une analyse ~itre. 
rente, dont on exposera le& principes dans les chapitres" 
suivants. 
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I ··S·ECTION. VII. 

Du mouflement uniforme de la chaleur suiflant les trois 
dimensions. 

85. 

83 

Nous n'avons considere jusqu'ici que Ie mouvement uni
forme de la chaleur suivant une seule dimension, it est 
facile d'appliquer les memes principes au cas ou la chaleur 
'se propage uniformem,ent dans trois directions ortbogonales. 

Supposons que les differents points d'un solide compris 
entre six p~ans rectangulaires ai~nt a~tuellement des tem
peratures' iriega(es .et representees par l'equation lineaire 
11 = A + a x + 'by -t:" c z, x, y, z, etant les coordonnees 
rectangulaires d'une molecule ~ont la temperature est 11. 

Supposons encore que des causes exterieures quelconques, 
agissant sur les six faces du prisme, conservent a chacune 
des molecules. qui sont situees a la superficie, sa tempera
ture actuene exprimee par I'equation generale 

. v=A+ax+ by+cz, (a) 

DOUS allons demontrer <JUe·ces memes causes qui, par hypo
these, re.tiennent les dernieres tranches d~ Bolide dans leur 
.etat initial., suffisent pour confCrver ,"ussi .la temperature 
actuelle de chacuoe des molecules interie\lrea, eft sorte 
'1_ cette .relllperature ne cessera point d' etre representee 
par l' equation lineaire. 

L' e¥a~n de cette question est uo element de la theorie 
:generale, il servira a faire connaitre les lois du mouvelDent 
vane de la chaleur daQ6 l'interieur d'un 50Jide d'une forme 

II. 
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84 THEORIE DE LA CHALEUR. 

quelconque, car chacune des molecules prismatiques dont 
Ie corps est compose, e~t pendant Ull temps infiniment petit 
dans un etat semblable it celui. qu'exprime l'equation 
lineaire (a). On peut donc, en $uivant les principes ordi
naires de l'analyse differentielle, deduire facilement de la 
notion du mouvement uniforme les equations generales du 
mouvement varie. 

86. 
Pour prouver que les extremites du solide con servant 

leurs temperatures il ne pourra survenir aucun changement 
dans rinterieur de la masse, il suffit de comparer entre eUes 
les quantites de chaleur qui, pendant la duree d'un meme 
instant, traversent deux plans param~les. Soit b la distance 
perperidiculaire de ces deux plans que ron ~uppose d'abord 
param~les au plan horizontal des x et y. Soient m. et m' deux 
molecules infiniment voisines dont l'une est au-dessous du 
premier plan horizontal et l'autre au-dessus; soient x,y, z, 
les coordonnees de la premiere et 31, y, z', les coordonnees 
de la seconde. On designera pareilletnent deux molecules 
M et M' infinimel)t voisines, separees. par Ie second plan 
horizontal et situees, par rapport a ce second plan, de la 
meme maniere que m et m: Ie sont par rapport au premier, 
c' est-a-dire, que les coordonnees de M sont x, y, z + b, et 
celles de M', sont x', i, z' + b. II est manifeste que la dis
tance m m' des deux molecules m et m' est egale a Ia distance 
MM' des deux molecules M et M'; de plus, soit 11 la tempe
rature de m et 'V' celie de m', soient 8ussi V et V' les tempe
ratures de M et M', il est facile de voir que les deux diffe
rences 'V - v' et V-V' sont egales; en effet, en substituant 
d'abord les coordonnees de m et m' dans l'equation generale 
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?J = A + (J, flJ .+ by + C z, ~ \rouve 

v-?J'=a (x-x') + b (1'-Y) + C (z-z'), . 

et, en substituant ensuite les coordonnees de Met M', on 
trouve aussi V - V'=a (x-.~) +- b (1'-:1.) + c (z-z'). 
Or la quantite ~e chaleur que m envoie it m' depend de la 
distance m m'" qui separe ces molecules, et el1e est propor
tioJ}nelle it 1a difference v - 'V' de le~ temperatures. Cette 
'quantite'de chaleur envoyee peut etre representee par 

fJ (v-,,;) d t j , 

·la valeur'du coefficient fJ depend d'"une maniere quelconque 
.de .Ia distance m m', et ae la nature de la substance'dont Ie 
soli de .est forme, d test la duree de l'instant. La quantite de 
chaleur envoyee de M it M', ou l'action de M sur M' a ausJi 
pour espression q (V-V') d t, et Ie coefficient q est Ie 
m~me que dans la valeur q ('V - 'V') d t, puisque 1: dis
tance M M' eat egale it m m,' et que les deux actions s' ope
rent dans Ie meme solide; de plus V-V' est egal it v-v', 
donc les deux actions sont egales. 

Si l' on choisit deux autres points n et n' extremement 
· voisins l'un de l'autre qui s'envoient de la chaleur it travers 

Ie .premier plan horizontal, on prouvera de meme que leur 
action est egale it celles de deus points homologues N et N' 
qui se communiquent la chaleur it travers Ie second plan 
horizontal. On en conclura donc que la quantite totale de 
chaleur qui' traverse Ie premier plan est egale it celie qui 
traverse -Ie second pendant Ie ~me instant. On tirera Ia 
meme consequence de la comparaison de deux plans paral
.leies au plan des : et z, ou de deux autres plans paralleles 
au plan des l' et z. Done, une partie quelconqne du solide 
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comprise entre six plans recbmgulaires re~it, 'par,chacune 
des faces, autant de chaleur qu'elle en perd par la face op
posee; donc il n'y a aucUIle portion du solide qui puisse 
changer de temperatu~. '. '. 

, 87' ' '; , ", 
On voit par la qu'il s'ecoule a traverS ,un des pl~n~ dQrit 

il s'agit une quantite de chaleur qui. est Ia meme 'a tOllS les 
instants, et qui est ~ussi la meme pour toutes le~ 0 autres 
tranches paralleIes. 

Pour determiner la valeur de ceO flux constant, nollS la 
compa~rons a la quantite de chaleur qui s'ecoule uniro~ 
ment dans un cas plus simple que noWl avons deja traite. 
Ce cas est celui d'un solide compris entre deux plans infinis 
et. entretenus- dans un etat constant. N ous avons vu que les 
tem~ratures des ditTerents points de la masse SODA: alol}5 
repreientees par l' equation 'V = A + c z; noos allons 11& 
montrer que Ie flux ,uniforme de chaleor qui se propage eO 
sens vertical dans Ie solide infini est egal a celui qui s' ecoule 
dans Ie meme sens a travers Ie prisme cOIIlpI'is entre six 
plans rectangulaires.,Cette egalite a lieu necessairemellt si Ie 
cQfHlitient c de requwtion 'V=A+c z, appartenant au ,pre
mier solide est Ie meme que Ie coefficient c daus I'equation 
plus generale 'V= A + a oX + by + c z qui represente retat 
du prisme. En eifet, designons par H dans ce prisme un 
plan perpendiculaire aux z, et par m et flo deux molecules 
extremement voisiIies rune de l'autre dont la premiere m est 
au-dessous du plan H, et la seconde est au-desSus de ce 
plan, soient 'V la temperature de m dont'lea coordor;mees 
sont x, :r, .z, et w la -temperature de '" dont les coordonnees 

o sont oX + IX, y + ~, .z + y. Choisissona une tl'oisieme-moIecule 
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flo', dont lea COOrdODDees soient .1:-«, .r-~, z + y, et dont 
la temperature soit desisnee par w. On voit qpe flo et flo' soot 
sur. tin' mame.plao. Lorizontal, 'et que la, vertieale 'mevee' sw-
10 milie.ti de la droite f' (10', qui j~int ees deux 'points,. passe. 
par Ie point m, ensorte. que les distances m '" et'm fA.'-SODt 
egales. L'aetioD de m sur,,,. ou Ia quantite de 'chaleur que la 
premiere de ces molecules 'envoie it l'autre it travers Ie plan 
H' depend de la di£terence 'V-w de leurs temperatures. 
L'utioD'de lJI, sur /,-' depend 'de,la mema mamere de la diffe
rence 'V-w' des temperatures des'molecul~, puisque'l .. 
distance de m a /'- est la ,m~~ que celle de mJl ,,:. Ainsi 
en ex,primant par fJ (v-w) l'action de m sur (10 pendant. 
l'unite de temps, on aur~ '1'( 'V-w') 'pour' exprimer l'~tion 
de m sur 1'-', 'I etant un facteur inconnu, mais COQlD\UD" et 
qui depend de Ia distance m I'- ~t de la nature du solide. Done 
la' aomme :des deux aetion& ~x.erc6es pendant l'unite de ,tA!DJPS 
est 'I' (v-w + 'V-w'). 

Si ron substitue, au· lieu de .2:,.r et z, daD~ l'equation 
gen.~ale''V:=A + lJm~+ by. + OI4~ lea COOl'donD~ do·m et 
8JlSUite . .cell.ea de."" et flo', on trouvera , 

, 
'V-w='-a«-b~ - Cy 

" v-w= + a« + b ~-Cy 

. ,;La somm~ de~ deux. actions de 1J1, sur flo et, de m sur 1'-' est 

doDe ~ 2 'I, ~.r. . ,', " 
Suppo'J01l8t'maintenanl' que .Ie plan H appartienne au. 

. solide infini pour- lequel l' equation des temperatures est 
'U:;::: A + c ~" et' que ,roo desigoe aussi, dans ee solide, les 
molecules ,." '" et ~ dont lieS' coordOD'nees sont ~, .r, z, 
pour la ~re".x-+' GI;.r+ ~,z + y, pour la 'ae.conde, et 
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x- IX, y- ~, z + r, pour la troisieme : on trouvera, comme 
precedemment, v-w + v-W=- 2 cr. Ainsi la somme 
des deux actions de Tn snr /l. et de m sur r1, est Ja merne, dans ' 
Ie solide infini que dans 1e :(insme qOplpns: enfre' six plans I 
rectangulaires. ' 

On trouverait un resultat semblable, si '1' on considerait 
l'action d'un autre point n inferieur au plan H sur deux 
autres v et ~', placees a nne merne hauteur au-dessus du plan. 
Donc, la somme de tantes les actions de ce genre, qui s' exer'- . 
cent a travers Ie plan H, c' est-a-dire, la :quantite totale de 
chaleur qui, pendant l'unite de temps, passe au-dessus de 
cette surface, en vertu de l'action des molecules extreme
ment voisines qu' elle separe, est toujours la meme dans I'un 
et l'autre solide. 

95. 
Dans Ie second de ce~ corps qui est termin6 par deux 

plans infinis et pOUl' lequel l'equatiOll des temperatures est 
v=A + 'c z, nous savons que la quantite de chaleur ecoulk 
pendant' l'unite de temps it travers une surface·egale a I'unite 
et prise sur une section horizontale EpJelconque est -Ie K, 
c etant Ie coefficient de z, et K la conduc~ilite specifique; 
done, la quantite de chaleur qui, dans Ie prisme compris 
entre six plans rectangulaires, traverse pendant l'nnite de J 
temps, une surface egale it l'unit6 et prise sur une section 
horizontale quelconque, est aussi - c K, 10rSfJue l'equation 
lineaire qUi rq>resente les' temperatures du prisIRe est 

, v='A +'ax + by + c z. '~" 

On prouve de meme que la quantit6 de chaleur .qui, pen
dant l'unite de temps, s'econle nnif()imemen~ a tr'aU1"& ane 
unite de surface prise SlJr ulle section quelconque pqrpendi .. 
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culaire aux /1:; est exprimee pap - a K, et que la chaleur • totale qUi traverse, pendatit l'unite de temps, l'unite de sur-
race prise sur une section perpendiculaire aux:r, est exprimee 
par~1J K. 
, la theo~mes 'que lions avons demontres dans cet article 
et dans lea deux precedents, ne supposent point que l'action 
directe de la chaleur soit bomee dans l'interieur de la masse 
a une diataoce extremement petite, ils auraient encore lieu 
si lea rayons de chaleur, envoyes par chaque molecule, pou
ment penetrer immediatement jusqu'a une distance assez 
considerable, mais iI serait necessaire, dans ce cas, ainsi que 
nousl'avons remarque dans l'article 70, de supposer que la 
cause qui entretient les temperatures des faces du solide, 
affeete Uile partie de la masse jusqu'a une profondeur finie. 

SECTION VIIt 

Mesure du 11ZOUflement de lo, chaleur en lUI point Jonni 
tl' une rru:use 'Olide. 

. !p. 
1Ilnous· reste encore a' faire connattre un des principaux 

elements de la theorie de la chaleur, il consiste it definir et a 
mesu.rer exactement la quantite de chaleur qui s'ecoule en 
cbaque point d'une 'masse solide a travers un- plan dont la 
direction est donnee. ' ,. 

Si la chaleur est inegalement distribuee entre les molecules 
d'un meme corps, les temperatures de chaque point varie
ront a chaque instant. En designant par t Ie temps ecoute, 
et par 'V la teniperature que 're~oit apres Ie temps tune mo-

I~ 
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Iecule infiniment petite m, dODt les coordoonees sont ~,1', .z; 
,. I' etat variable du solide sera exprime par une equation sem. 

blable a la suivante 'V = F (oX, :r j .z, t). Supposons que la 
foncti'llD F soit donnee, et que par consequent on puisse 
determiner, pour chaque instant, la temperature d'un point 
quelconque; concevollS que par Ie point m on mene un plan 
horizontal param~le a. celui des :& et y, et que sur ce plan on 
trace un cercle infiniment petit fa) , dont Ie centre est en m; 
il s'agit de connattre queUe est la quantite de chaleur qui, 
pendant.l'instant cl t, passera a travers Ie cercle (a) de la partie 
du solide qui est inferieure au plan dans la partie supe. 
rieure. Tous lea points qui soot extrememel)t voisins cia 
point m, et qui sont au.dessous du plan, exercent leur 
action. pendant l'instant infiniment petit d t, sur taus ceux 
qui sont au-dessus du plan et extremement voisins du point 
m, c' est-a.-dire, que chacun de ces points places d'un meme 
cote du plan, enverra de la chaleur a. chacun de ceux qui 
soot places de l'autre cote. On considerera comme positive 
l'action qui a pour effet de transporter une certaine quan
tite de chaleur au-dessus du plan, et comme negative celIe 
qui fait passer de la chaleur au-dessoua du plan. La somme 
de toutes les actions partielles qui s'e.xercent a travers· Ie 
cercle (a), c' est-a-dire, la somme de toules lea quantites de 
chaleur qui., traversant un point quelcoDque de ce cercle, 
passent de la partie du solide qui est inferieure-~ .. plan 
dans la partie superieure, composent Ie fiux dont il faut 
trouver l'expression. 

II est facile de concevoir que ,e flux ne doit pas ftre Ie 
meme dans toute l' ~ndue du solide, et que si en un an1ft 
point m' on tra~t·un cercle horizontal.' ega.l au precedent, 
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.' . CHApITRE I. 9' 

les deux quantites de chaleur qui s'e1event au~sus de ces 
plans eo et .. ' pendant Ie meme instant pourraieot n'etre 
point egales l' ees flUantites soot comparables entre elles et 

. leurs rapports sont des nombres que l' on peut facilement 
determiner. 

97· . , 

Nons c.onnaissons deja la valeur dti flu~ constant pour Ie 
~as du mouvement lineaire et uniforJIle;. ainsi dar;ts un solide 
compris entre deux plans honzontaux infinis ~ont l'~ est 
entreteDu a la temperature a, et l'autre a la temperature li; 
Ie flux de chaleur est Ie meme pour ehaque partie de Ia 
masse; on· peut Ie eonsiderer comme ayant lieu dans Ie sens 
vertical seulement~ sa: valeur cOJTeSpondailte: it l'unite de 

surface ·et. a l'unite de ~mps est K (a " b)', . e designant la 

distailce perpendiculaire des deux plans, et K la cooducibi
lite specifique; les temperatures des differents points du 

s.oli~, 80m exprimees par l'e~ation "'=11- (a " b) z. 
. . I.orsqu~l s'agit d'un sofide compris entre six plansrectan
gnlaires paralleles deux it deux, et lorsque les temperatu~es 
des differents points sont exprimees par I'equation lineaire 
'V = A -f-! a x +: h Y + c z, 14 propagation' a 'lieu en meme 
temps seton les trois 'directiO'ns des x, des1' et des z,. Ia 
quantite de chaleur qui s'ecetde a travers une portion deter
minee d'un plan pJU'atlele a celui·de5, Zl et y, . est fa 'meme 
dans. toute fetleailue du pl"i6me ~ sa valeu~ correspondaitte a 
l'unite. de surface et a l'unite de telllp.s est - c K, dans Ie 
sens des z, elle est - b K, dans Ie- sens des:r, et - a K, 
dans celui des x. 

-" 

I~. 
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92 THEORIE DE LA CHALEUR. 
En general la valeur du flux vertical, dans les deux cas 

que l' on vient de citer, ne depend que du coefficient de z et 
de la conducihilite specifique K; .cette valeur est toujQurs 
, I' K dv ega e a - dz' ~ 

L'expression de la quantite de chaleur qui, pendant l'in
stant d t, s' ecoule it travers un cercle horizontal infiniment 
petit, dont la surface est fI), et pllsse ainsi de la partie du 
solide qui est inferieure au plan du cercle, dans la partie 

, . I d d'I" K dv d superleure, t!st, pour es eux cas ont I s agltJ - d z 6) t. 

!}B. 
II est aise maintenant de generaliser ce resultat et de 

reconnaitre qu'il a lieu quel que soit Ie mouvement vane de 
1a chaleur exprime par l' equation 1) = F (x, y, z, t). 

En efTet, designons par x',i, z', les coordonnees du point 
m, et sa temperature actuelle par 'lI. Soient x' + ~, l' + 'II, 

z' + C, les coordonnees d'un point I' infiniment voisin du 
point m et dont la temperature est w; ~, 'II, C, sont des 
quantites infiniment petites ajoutees aux coordonnees :If,1', z',· 
elles determinent la position des molecules infiniment voi
sines du point m, par rapport a trois axes rectangulaires, 
dont l' origine est en m, et qui seraient paraHeles aux axes 
des x, des y, et des z. En differentiant l'equation 

1) f(x, y, z, t), 

et rempla~nt les differentielles par ~, 'II, C, on aura, pour 
exprimer Ia valeur de w, qui equivaut a 11 + d 1), l'equa-
. Ii" _J dv'r dv' dv'" I . "ffi . bon n~alre w =·u + ""ilZ ~ + dy 71 + d z 10, es coe clents 
,d~ d~ d~ . 

'V, dr.' dy-' dz' sont des foncboDS de x, y, :1., t, dans 
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CHAPITRE I. . . 
lesqUeUes on a mis pour ':x;, y, z, les valeprs 40n_ et ron-
s~antes x',)', z', qui convienn,ent au point ~. . 
. Supposons que Ie meme point m appa~enne aussi it un 
solide compris eDtr8 ~ix plans rectangulaires, que lei tem
peratures actuelles des points de ce, prisme, qui a des di
mensions finies, soient exprimees par l' equation linea ire 
w = A + a ~ + b 71 + c t; et que les molecules placees ,?ur 
les faces. qui terminent 1e solide soient retenues par une 
ca~ exterieure a la temperature qui leur est assignee par 
l;equation lineaire. ~, 71, t, sont les coordonnees rectangu
laires d'une molecule du prisme, dont la temperature est 
w,' et qui est rapponee aux trois axes dODt I'origine est 

. . 
en m .. 
; eela pose, si .1' on prend pour ~aleurs, des. coefficients 
constants, A, a, b, c, qui entrent dans l' equation du prisme 
I '" tlv' dv' tlv'. , 1. 1" 
es quantltes 1J, d z' tly' tl z' qw apparoennent II equa-

tion differentielle; l'etat du prisme exprime par l'equation 
, dv'r: dv' tlv' "'d 1 1 "I 

W=1J + dz Ii> + dy"l + tls z, comCI era, e p us qUI 

est possible, avec I' etat du soli de; c' est-a-dire, que toutes 
les molecules infiniment voisines du point m .auront la meme 
temperature, soit qu' on les considere dans Ie solide ou dans 
Ie prisme. Cette coincidence du soli de et du prisme est en
tierement analogue it celie des surfaces courbes avec les plans 
qui les touchent. 

- n est evident, d'apres cela, que la quantite de chaleur qui 
s'ecoule dans Ie solide a travers Ie cercle ... , pendant rin
stant d t, est la meme que celle qui s' ecoule dans I~ prisme 
it travers Ie meme cerde; car toutes les molecUles dont I'ac
tion concourt a l'un et it l'autre effet, ont la meme tempe-

• 
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94 THEORIE DE LA CHALEUR. 
rature dans les deux solidea. Done, Ie flux dont il s'agit a 

. . d It It lid K II", .3 pour expressIOn., ans un et autre so e, - -d fa) a t. 
£ • 

11 serait - K ~ fa) d t, si Ie cetrcle _, doa.t Ie centre est m I 

et$it perpendiculaire a raxe desy, et- K ~; fa) d t,. si ce 
cercle .etait perpendiculaire It l' axe des x. 

La valeur duo flux. que ron vient de determiner varie.dans 
Ie soIide d'un point It un autre, et eUe varie aussi avec, Ie 
temps. On pourrait concevoir q~'elle a, dans to~ les. p'~i~b\ 
de I'unite de surface, la me~e valeur qu'au point m, et 
qu'elle conserve cette valeur pendant l'unite de temps; alors 

1 fl . ., K dV'1 . . K t/v da e ux Sel'alt exprlme par - d z, 1 seralt - d'y 08). 

Ie sens des y, et - K· ~: dans celui des x. Nou~ emproy~ns 
ordinai.~ment dans Ie calcul cette valeur du flux ~insi' rap-" 

portee It I'unite de temps et a I'unite de surface. 

99· 
Ce theoreme sert en general It mesurer Ia vttesse avec 

laquelle la chaleUl' tend a. traverser. uo point donne d'un. 
pla.n situe d'une maniere quelconque dans l'interieur d'un 
solide dODt les temperatures varieDt avec Ie temps.. 11 faut, 
par Ie point donne m, elever une perpendiculaire, sur Ie 
plan et elever en cllaque point de cette perpendiculaire des 
ordonn6es qui representent les temperatures..actuelles de sea 
differents poill.ts. On formera ainsi une co.urbe plane dont 
I' axe. des. ahscisses est la perpendicuiai.-e. La fluxion de l' or
donnee de cette cou.rbe, qui repond au point 1fl" etaDt prise 
avec un signe contraire, ex prime la yitesse avec laqueUe la 
chaleur se porte au.-dellt du plan. On sait- que cette flux~n 
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CHAPITRE I. 95 
de l'ordonnee est.1a taogente de! l'angle forme par l'eiement 
de la courbe avee Ia parallele aux abscisses. 

Le resultat que l' on vient d' exposer est celui dont on fait 
lea applications les plus £Nquentes dans la theorie de la cha
leur. 00 ne pent en traiter lea diiferentes questions sans se 
former nne idee tres-exacte, de Ia valeur du flux en claque 
point d'un corps dout les temperabn'es sont variables. nest 
necessaire d'.insister sur cette notion fondamentale: r e1emple 
que noua allons rapporter iDdiquera.plus clairement l'usage 
qu~ ron en fai~ ,dans Ie calcuL 

100. 
, " 

Supposons que les differents points d',une masse cubique 
u dont Ie cote es~', aient actuellement des temperatures 

inegales representees par l'equ.ation v=cos. :e. cos.y. cos. z. 
Les cOOl-donnees :e, y, z,', sont mesur~s sur troiA ax~s ree
tangulaires dont l'origine est au centre dll cube, et qui sont 
perpendiculaires aux faces. Les points de la surface exte
rieure du Bolide ont actueHement la temperature 0, et l' on 
~uppose aussi que des 'causes exterieures conserveot it tollS 
ces 'points leur temperature' actuelle o. D'apres cette hypo
these, Ie corps Be r~oidira de. plqa en plus, to~ ,lea point. 
situes dans l'interieur de la matse auront des temperatures 
variables et, apres un temps infini, ila acquerront, toU$ la 
temperature 0 de ~a surface. 

Or ,. nous demontrerons" par la suite, que r etat variable 
de ce solide est exprime par I' equation " ' . 

... . , , . 
'P=e-" co~. :e. co,s.y. cos. z" 

Ie coefficient G est egal a ,~~, K est la conducibilite speci-

" 
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96 THEORIE' DE LA CHALEUR. 

fique de la ~tance ilODt Ie solide est forme, D est ,Ia den
site, et C la chaleur specifique; t est" Ie temps econle. . 

N ous snpposons ici que ron admet la verite de cette equa
tion, et nons allona examiner liIsage que I'on en doit faire 
pour trouver la, quantite de. chaleur qui traverse 1In plan 
donne parallele a run des plans reetangalaires. 
, Si, par Ie point ,m, dont lea coordonoees soot :E ~ y, :I, on 
meoe un plan perpendiculaire aux z, on'trouvera; d'apres 
l'article precedent, ~.la, valeur du flux, en ce point et a: 

dv ' .... ' , 
travers Ie plan, est - K d z ' on K e - r I cos. :E. cos. y. sin. z. 

La quantite de chaleur qui traverse, pendant l'instant d t, 
un rectangle infiniment petit, situe sur ce plan et qui a pour 
cotes d :E' et dy, est 

. }f... e -I' cos. :E. cos. y. sin. z. d:E d Y d t. 
. . . 

Ainsi l~ chaleur totale qui, pendant rinstan~ d (, traverse 
reten~u.€1 entiere du meme, plan, est 

K e -I' sin. z. d tfCOs. x. cos.:r dtE dy,· 

la double integrale etant prise depuis :» = -7 1r, jusqu'a' 
x::;= 71r, et depuis y = -- 7 1r, jusqu'a y ::::'7 1ri On trou- -
veta dGDC, 'pour l'eptpression de cette 'chaleur ~tale, . 

, 14K e - I I Sin. z. d i. 
Si ron prend en suite l'integraIe par . rapport at, depuis 

t = 0 jusqu'a. t = t, on trouvera lit qua~tite de chaleur qui 
a traverse Ie meme plan depuis que Ie ~froidissement a' 
commence, jUSqu'1lU moment actuel. Gette' integral~' est 

"K sin. z (I_~ ~"tj, elle a pour' val~ur" ~ la surface 

.' ,:4 K. (I-e-It ) : 
G ", 
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T CHA:PITRE I. 97 
~. sorte q1i apra 1Ul' teJllp8 in,filii la; quantite de' chaleur 

, . K . '.' " . 
~rdu~, par l'une des faces; estL.'Le meme raisOnn"ement 
.... . l ~. . . ,'. 6 ' '.' 
~'~pp~iquaD1i it. ch.acuD'~ ~s. ~ift,faces, o~ co~clut qu~ Ie solide 
~ penh;l~r SOD ~~r~i~jss~IP.~n~ ,compl~t u~e ~~eur tQtale 

d.nt:: Ia: (pantite !.est!!.! ou. 8 CD; pailque G equi~t It 
. r'" II ,f " • 1..& . ,. • ')' (. • ,. ,.) 

-;cD~ Cette ~hal~~t t«?~at~,? qui .s~ ~issi?e pen~ant Ia ~~ee du 

fC!froidiss~e~t,.do~t ~e en. eifet independan~ ~e 'la·co~<J1It .. 
cibil~~. p~pre. K, qt¥. ne '1~eut influer que ,sw I.e :phts:.p~ 
moins de vttesse du refroidissement. . , 

100. 

On pent determiner d'une au~ maniire la quantite de 
chaleur que Ie solide perd pendant ub temps donne, ce qui 
servira, en quelque sorte, a verifier Ie calcul precedent. En 
effet la masse de la molecule rectangulaire, dont les dimen
sions sont d x, d y, d z, est D. d x d y d z, par conse
quent la quantite de chaleur qu'il faut lui donner pour la 
porter de la temperature 0 a celie de l' eau bouillaute est 
C D. d x d y tlz, et s'il fallait elever la molecule a la tem
perature v, cette chaleur excedente sera it v CD d x d y d z. 

II suit de III que pour trouver la quantite dont la chaleur 
du solide surpasse, apres Ie temps t, celie qu'il contiendrait 
a la temperature 0, il faut prendre l'integrale multiple 
I(v C.D dx.dy.d z), entre les limites x=-i 'Jr, .t:==i w, 
Y=-i 1r,Y=i1r, z=-i 1r, z=i1r· 

On trouve ainsi, en metlant pour v sa valeur, &avoir: 

e-I' cos. x cos. Y cos. z, 

que l'exces de la chaleur actuelle sur celle qui con~eDt ala. 
13 
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1)8 THEORIE DE LA CHALEUR. 

temperatUre 0 est 8 C.D (I-e-"); ou, apree 1Ul ~mps 
infini, 8 C .n, comme on ra trouve precedemment.. " 

Nous avons expose, dans cette introduction, toris les ele
ments qu~il est necessaire de' connattre pou~ resoudre les 
diverses questions relatives au mouvement de la chaleur 
dans lea corps solides, et nons &Nons donne, del applicatiooa 
de ces principes, afin de montrer la ma~iere de les el.Dployer 
dans Ie calcul; l'usage Ie l»lus important, que ron en puisse 
faire est dten deduire les equations generares de Ia propa~
tiqp de la chaleur, ce qui eSt l' obj~ du' chapitre swvant. 

i' 

'" 

, I .: J I. 
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'CHAPITRE II. 
EQUATIONS DU HOUVEJlENT DE LA eRA-LEUa. 

SECTION PREMIERE. 

EIJ"Ut#iM ... 'InOlMIeI'M"M.'V6II'it! de If!, .cIu:i,I,ewr tl4tns rM.e 

aJllWilk. 

101. . .. 

ON poulft'it former les equations generales qui represeDteDt 
Ie ltlouvement .de la chaleur dans les corps solides d'une 
figure quelconque, et les appliquer aux '(:a8 particuliers. Mais 
cette methode entratne qUelqu.efuis des calonls .as8& :compli .. 
ques que ron peut facilement enter. 11 y a plU6ieurs de «:es 
que8tio~ qu'il est preferable de traiter d'une maniere spe.. 
ciale, en exprimant les' conditions qui leur ·sont propres; 
nons allons suivre cette marche et examiner separement les 
questions 'que' ron a moncees, dans la premiere se<tion de 
l'introducti01l; flO11S flems homerons .d'ahEml a former Ie. 
equatiofts difl6rentiellts,·et llOUS-en dOnDerODS lea iut~lea 
dans lea 'chapitres auivants. 

102. 

On a deja 'considere Ie mouvemeBt uniforme de la chaleur 
dans nne barre prismatique d'nne petite epai~ et dOllt 
l'extremit6 est plongee dans une source eonstante·de ebale.w. 
C~ premi~r cas ne' pl~sentait aueUDe difBculte, pal'Ce qu'il 
ne se rapporte qu'a l'etat permanent des temperaturea, tft 

13. 
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roo .', THEORIE DE LA CHALEUR .. 

que l'equation qui l'exprime s'integre fQcilement. La question 
suivante exige un examen plus approfondi;' elie a pour objet 
de deterrpiner l'etat variable d'un anneau soHde dont lea 
differen ts points ont rec;;u des temperatures initiales entie
rement arbi trai res. 

L'anneau soli de ou armille est engendre par la revolution 
d'une section rectangulaire autour d'un axe perpendiculaire 
au plan de l'anneau (Yoye:r.fig. 3). 1 est Ie perimetre de la 
section dont S est la surface, Ie coefficient h mesure la condu
cibilit6 exterieure, K la conducibilite propre, C la capacit6 
specifique de chaleur, D la densite. La ligne 0 x x' x· 
represente la circonference moyenne de I'armille ou celIe qui 
passe par les centres d~ figure de toutes les sections; la dis
tance.d'nne section a l'origine OJ est ~suree par. rarc d~nt 
la longueur est x; R est Ie .ray~n de la ~rconference m~yenne. 

On supposequ'a raison des petites ~mensions et de.la 
fQrme de la section on puisse regarder comme egaIes, les 
temperatures des differenta points d'une meme section. 

103 •. . .. 
Concevons que l' on donne actuene~en.t :aux differe~tes 

tranches de '.I'arm~lle, des temperatures iDi~les'ar~itr~r~~, 
et que ee solide soit ensuite expose a rair qui cOIl;SCJ!Ye I, 
temperature 0, et qui est deplace avec une vitesse CO~t6; 
Ie systeme des temperatures .variera continuellement, Ia cha
leur Ie pt~p,agera d~ns l'anneau, et :elle se d~ss~pe~ ;~~ la 
5.l1rfaee ~! ~Jl d_ande quel sera l' etat ch,. solide ~,. un 
jn8tant)d~ne. . ." ' .... :!:;"" . : 

I.' I ~it IV '" temperature. que.la section pl~ a.1~ d~tapce'~ 
aura ,~ apres .Ie tempi ecouIe t;. 11 ~t une. <ren.a~~ 
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'. . 'CHAPITRE II. . . .' . 
Coaction de met de t, dabs laquelle doivent entrer aussi toutes 
lea temperamres initiales;'c'eat:eette' fondtion·.qu~il s'agit'de 
decou~rir. . . ., . . .\. ' . 

. 104. . '.' . 

On considerera Ie ~o~vement de b,l' 'chale~r. ~~. ~~~ 
tranche infiniment petite, co~prise entrE; unersection pla~ 
a la distance x I et une antre sectio.n placee a la distance 
z+dx. L'etat de cette' tranche pendant la duree d'un instant 
est celui d'un solide infini que termin~nt deu~ plans p~ral
leles retenus & des temperatures inegales; ainsi la quantite de 
chaleur qui s' ecoule pendant ce~ instant dt a travers 1a pre~ 
miere section, et passe ainsi de la partie. du solide qui pre
cede lIl.tranche. dans cette tran,che ~lle-meme, est, mesure~ 
d'apres lea principes etablis dans l'in.troduction,~r leprodu:i~ 
de quatre facteurs, sav~ir, ,la conduci:hilit~· K, l'aire de la 

aectionS,le'rapport-~: et la duree de ,l'instant; elle' a po_ 
exp~~~i~~-KS ;; 4t .. Pour conn~ttre la qua~tite de chaleur 

qui ~ort ~e.la meme tranc~e a tra.vers la &eCond~.secti.oJA, et 
p~~ ~~ps Ia partie contigue d.D soli~e, il . faut '~Dt 
changer x ~n x.+dx d~ns I'expres~ion precedente,.o~ ce qui 
est Ia meme chose, ajouter a cette expression sa difl'erentielle 
prise' par rapport & 'x: aiom la tranche 're~Mt var:11De'de·ses 

f~ une quantiie de chtlleur egale a ~ K S ~ :: il t . et perd. 

pllr la ~u!e 'opposee ;ooe qUantit6 de 'clialeul' exptiblf!e 'pat 
dv d·v ' " . . .. 

-KS d:x:dt-KS d:x:.d:»dt. Elle'a~e~ done ,& raison de 

sa' position une quantite· de' chaU~ar ~gale a 'Ia 'difference de 

d~~ ~Dtites ~~~~e~ente~, ~u~: ~st. ~,S ~~,¥ ~ d t; r 
A 
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D'un an1re cote cette meme tranche dont la surface exte
rieure 'est 1 d:x; et 'dont la temperature difFere inflniment pen 
de 11, laisse echapper dans l'air pendant l'instant d t une 
quantite. de c~aleur equivalente it hlvdxdt,· il suit de III 
que ~e partie infiniment petite tin solide conseFVe en effet 
une quantile '!Ie chaleur representee par 

d'v 
KS tilXf' dxdt-kl11d3Jdt , 

et qni tait 'V1lri~r:sa temp6ratul'e. II faut examiner queUe est 
la quantile de ce changement. 

, 105. 

Le coefficient C exprime ce qu'it faut de chaleu:r po~r 
elever l'unite de poids de la substance dont it s' agit depuis 
1a temperatu:re 0 jusqu'll 1a temperature I '; par consequent, 
en multipliant Ie volume s d:i: de la tranche infiniment' pe
tite par lil dtmsit6 D, pour connaitre son poids, er: pu la 
capacite specifique de chaleur C, on aura CDs 4-~, pour 
la quantite de chaleur qui e1everait Ie volume de la tranche 
depuis la temperature-o jusqu'll la temperature I. Done l'ac
croissement· de la temperature qui resl1lte de l'addition d'une 

quantite ~e chaleur egale a K S ::: d x d t- h 111 d xd t 

Be trouvera eft divisant cetw 1iernie:re quantite par CDS d IJ&~ 

Pone en d~allt selOll I'u. par * d t l'aocr0listemea't 

de telDp~ture qai a lieu peod:ent l'iutaot J t, ~n aura 
1" . dv K d.'v hi (b.) 
eq~t1on dt c;:: CD d:xl" - CDS ,1J. : 

, Noua expliq1lerohS 'par 1a suite,!'mage que I' oa doit faire 
de cette equation pOW' en deduire, une solution complette, 
et c'est en cela que consiste la difficulte de ia question; nons 
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1rOU bornerons ici It une remarqlle qui ~rne l~etat per ... 
manent de l'armille. . 

IQ6. 

Supposons que Ie plan de l'anneau etant horizontal, on 
place au-dessous de divers poiBt8'mnp q etc., des foyers de 
chaleur dont chacun exerce one actioB con stante ; Ia chaleur 
Ie propagera dans Ie solide, et celIe qui se dissipe par la 
&Urface etaDt iacessamment remplacfe par celie qui emane 
des foye~, la tempe~ture de cba.que section du so,Iide s'ap
prochera de plus en plus d'une valeur stationnaire qui varie 
d'une section ~,l'autre. POW' exprinier~ au moy.en ~ I'equa
lion. (b).~ l~ loi de ,ces ~er:nieres' temperatures qui subsis
teraient "'elles-memes .si elles etaient e~ablies; il fa~t supposer 
qU~ lit'quantite 'V ne varie point pat:.~PPQt:t a t ~ ce qui rend 

~ui le tenne ~;. Oil aura usi l'equation '. 

j~v hi . -:t"V"; +:t"Vu 
- - - 'V OU 'V - M e :I.S + N- 6 :I.S d:e>- KS - .' '.' t 

M et N etant les deux constantes. 
,. 

. ' 107. 
" S~~)D& qu'~ p ... de la, ci~~8 ,de· 1'1QIII88U, 
P.~' .m;re deu1r. foyftr& conaecutifa,. .. din.8'e· _ patties 
eg~~ cWsijDOJl8 par 'V. '112 'lJj 11" etc. ,:J.l t8lBpentures"dts, 
poi~ts . de Wvision. dont les distances! iI- -l'0r.igi~ aQP~. 
x. x,'xs x,, etc. ,"la 'rell;ltiQn' en1ife 11 et ~·.sera: d?~ par 
l'equation precedente~' apres. q~e ron ~~ra detennine les 
deux constantes au m.Q¥e~; de,S de~ .v,II!Ulif, de.'JJ qpi.. co~~ 

. u 

pondent aux foyers. De.;«DaDt· par ·.·Ia quantite e -VI.S 
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e1: par l.:)a 1ljstance ~. - z. de deux. 'poinu ·de divieioO 0NJI"r 

secutifs; on aura les equations; . j; . ,_ .,' 

M :JC I N -:JC I 

, 'Va = CIt + " .' , I 

. M)':JC I N -). -:JC. 
o 'V. = CIt ,Cl" + ~ '. 

, ,. 
. . 

U S). 2:JC 1 N -s). -SArI 
'V3 = .j.YA Cl CIt , + ,CIt " , 

d' on l' on tire la re\ation s~~te 'IJ I +. 'V~ =" . + • '-. 'an. 
~.. • '. t 'ZJ. .. • 

trouverait un ~sultat' ~emblabl~ pour les trois points dOQt 
les temperatures sont 'V. 'V3 11u e~ en general po~r trois' points, 
consecutifs. n suit de lit que si ron' observait les, tempera
tures' 111 'Va 113 114 115 , etc., de plusieurs. points successifs, tollS 

places entre les deux memes foyers m et n et separes pa! un I 
intervalle constant)., on'reconnaitrait que trois temperatures 
consecutives quelconques. sont'toujours telles que la somme 
de deux ex.tremes, divisee par la moyenne, donne lpl quotient 

. , . 
). -" , constant II + CIt • 

108. 

Si, dans l' espace compris entre deux autres foyers n et p, 
l' on observait les tt>~peratureS de ~ivers autn:s points separes 
par Ie meme.intervaUe A; on trouverait ~ncore queipour trOis 
points cGnsecutifi qUelGonques, la sotnrne des- d~ tenrpe;.· 
ratures .extre~es; divisee par Ia moyenne, donne le'mt'me 

quotient ~). '+ ~-i:.. La valeu~ de ~e quotient.:n~ deperid ~ de' 
Ii; poSition, ~r de I'intens~te 'des 'f~yers. . ; , ' .. , ~ ',.' 

1 , ( ! ", . i:' ;.': • i 69' . . , . 0 • • I' I' , • " 

. Soit (I' eette ~aleur constarite ~ . on aura I' eq~tiOQ ',,'. . . 
, 0' 

Ns'=: q~.-:(IJ' \ . , I 
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CHAPITRE It. . 105 

on voit par-HI que lorsq"e la circQIiference est divisee en . 
parties egales, les temperatures des points de division, com
pris entre deux foyers' consecutifs, sont representees par Jes 
termes d'une serie recurrente dont l' echelle de relation est 
composee de deux termes q et - I. 

Lea experiences ont pleinemeDt continne ce resultat. N ous 
avons expose ~ anneau metallique a l':action permmente et 
simultanee de divers foyers de ohaleur, et nons avons observe 
les temperatures stationnaires de. plusieurs points separes:. 
pal""un intervalle constant; nGJU& arons toujours recotin~ qbe. 

\ les temperatures de trois points oonsecutifs qUe~onques ,. 
Don separea par.un foyer; avaieDt entre.elles la relation'dout: 
i1 s'.git. Soit que ron multiplie lea foyers, et de quelque ma .. 
niere qu' on les dispose, on ne peut apporter aucun change-I 

ment a la valeur numerique du quoti~nt v~ +'vJ; il De depend 
11. . 

que des dimensi9DS ou de la nature de l' anneau, et non de 
la maniere dont ce. solide ~s~ ecbauif6. 

110. 

Lorsqu'on a trouve, par I'observ.ation, Ia. valeur du quOti~Dt 

constant q 011 1) I +113 , on en conc1ut la valeur de «~, au 
'V 2 • 

moyen ~e l'equa~on ,i +.« -~. q. L'une des ra~iJ}.e~ est «~~ 
et l'autre raci~e est «-~. Cette quantite etant d~rminee, on 

en conelut la valeur du rapport :' qui est l' ( log. «tit)'. 
Designant i"par (I), on aura w'-q w~ I ~o. Ainsi Ie rap~ort 
des deux cOll~ucibil~tes se trouve en ~Itipliant ; par Ie 

quam du logarithme ~ de rune des racines de Pequatioll. . // '. -~- - '" . 
• -q~""'/.I-O'~4"1Lv;_t"i~.;·:) ,,- '. 

• • I """ 
. ~ . , , 

,.. J J" f l: I .. \ '. t..~ A. ..r V\.t.Y1..l'\"\~ -'-t. t' \.1 .... ",.., 
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SECTION II.' 

Eqtiatioit du mOiu'ement v~rie de la chaleur dans une 
sphere solide. 

Ill. 

Une masse solide homogene,. de forlD8 spherique, ayant 
ete pIongtSe peadant un temps infini dans un milieu entre-
1leDII a Ia temperatare permanente I, est ensuite exposee a 
l'sir qui conserve-la tem~ratDre 0, et qui est deplace avec 
'UBe, vttes8e cpBStante: il s'agit de determiner les etats sue .. 
atssifs do corpS pendant toute 1a dune em refroidissement 
- On desigDe par z la distance d'on point quelconque au 

,eeetre deJa: sphere, par'll la temperature de ce meme point, 
¥es'un telPps edouie t,' on suppose, pour rendre Ia question 
plus "generale, que la temperature initiale, commune a tous 
les points qUi sont places a la distance x du ,centre, est dif
ferente pour les differentes valeurs de x;' c' est ce qui aurait 
lieu si l'immersion ne durait point un t~mps infini. 
" Les pOints' 'du solide, egaIement distants du cen~re, ne 

atEeoont! poiml &av.oir unetemperature comm1iDe; ainsi 'Vest. 

uue fonction de x et d~ t. Lorsqu' on suppose t = 0, il e~t 
rie~essai~e que la valeur'de cette fonction convienne a retat 
initial ~ est donne; 'et qui est entierement arbitraire. 

112. 

On consi.de~era Ie mouvement instantane de la chaleur 
, . 

d'~ns' une couche infiIiiinent peu epaisse" terminee par les 
deux suN'aces spheriqul's dont'les rayons sont x et x + dx: 
lIS qwintitC de ehaleur tpb, pendant tin instant infintmerrt 
petit d t, traverse la moi ndre surface dont Ie rayoDl eat-x, et 
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passe ainu de Ia partie dn soWle qui e81: pW voisine du 
centre dans Ia couche spherique, est egaIe au produit de 
quatre facteDrl q¥i sont-.Ja cooduc:ibilite K., Ia duree d t , 

I'etendue 4'Jr 3f de la surface, et Ie rapport ;;, pris avec un 

. . II ., 4 K tlv J slgne contl'8.lre; e e est expnmee par - .~' tl x & t. 

Pour connattre la quantite de chaleur qui s' ecoule pendant 
Ie merqe instant par la seconde sqrface de la meme couche t 
et passe de cette couche dans la parti~ du solide qui renve
lopp~, il faut changer, dans l' expression precedent~ 'I z en 

x + d x I' c' est-a-dire, ajouter au terme - 4 K 'K' Z· Z; d t ~ lao 

ditTerentielle de ce terme prise par rapport it z. On trouve 

ainsi - 4 K 'Jr 3:':: d t - 4 K'Jr d (oX'. ~;.) dt pour rexp~on 
. de la quantite de chaleur q~ sort de la couche spherique, en. 
traversant sa secoode s~rface; et si l' on retranche cette quan .. 
tite de ~11e qui entre par la premiere suri1ce, OD aura 

4 K 'Jr d (x' ~; )'d t. Cette difference est evidemment la quan

tite d:e chaleur qui s'accumule dans l~ couche inte~ediaire, 
et dont l' efTet est de faire varier sa temperature. • 

113. 
Le coefficient C designe ce qu'il faut de chaleur pour e1ever 

de Ia teJIJ.P6rature 0 it la temperature I, un poids determind 
qui sert d'"nir.e; D est Ie poids de l'unite de volU1ne; 4'Jr:rldr4 
est Ie volume de la conche intermediaire, ou n'en diftere ql,le 
d'une EJuantite qui doit etre omise : donc 4 'If; CDr tl x -est 
Ia qua~tite de chaleur necessaire pour porter la tranche in~ 
temlfiliaife de la temperatJ,lre 0 it la temperature I. 11 faudrA 

14· 
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par consequent; diviser la quantite de chaleur qui s'accumule 
danS cette couche par 4 ~ C D :It d x, et.r on trouvera l' ac
croissement de sa· temperature v· pendant I'instant d t. 00 

b · d . 1" .., i:l K d d ( dv) o ben ra' aUSSl equatIon v = C. D t. x'. tG: ou 
x"dx 

(c) 

. ;- fl4. 
L' equation precedente represente la Ioi du mouven'lent de 

la chaleur dans I'interieur du solide, mais Ies temperatures -
des points de la surface sont encore assujeties a une condition 
particuliere qu'il. est necessaire d'exprimer. 

Cette condition relative a l' etat de la surface pent varier 
selon Iii nature des questions que I' on traite; on pourrait 
supposer, par exemple, qu'apres avoir echauffe la sphere, et 
eIeve toutes ses molecules a la te~perature de l' eau bouillante, 
on opere Ie refroidissement. en donnant a tous les points de 
la surface la temperature 0, et les retenant a cette temperature 
par une ,cause exterjeure quelconque. Da~ ce cas on pourrait , 
concevo~r que la sphere dont on veut determiner I'etat va
riable est couverte d'une enveloppe extremement peu epaisse, 
sur laquelle la cause du refroidissement exerce son action. 
On supposerait, 1° que cette enveloppe infiniment mince est 
adherente au solide, qu'elle est de la meme substance que 
lui, et qu' eUe en fait partie, comme Ie's autres pOrtions de 
la masse; 2° que toutes les molecules de l' enveIopp-e sont 
assujeties' it la t~mperatU.re 0 par une ca'nse toujours agissante 
qui empeche que cette temperature puisse ctre jamais au
dessus .ou au - dessous de zero. Pour exprimer cette mcme 
condition dans Ie caleul, on doit assujetir la fonction v, qui 

, 
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· CHAPIT RE II. 
conbent :J: 'et t, a devenir nulle, lorsqu'on donne a x sa 
valeur totale X egale au rayon de la sphere, queUe 'que soit 
d'ailleurs la valeur de t. On aorait donc dans cette hypothese, 
en . designant par f (x, t) la' fonction de x et t, qui doit 
donner la valeur de'v, les deux equations' " 

d v K (d. II :1 d v ) eX) "-
dt =C.D dz' + z'dz et f ,t .=0 

de p'lus jl faut' que retat initial soit representepar cett~'m~e 
" fonctiOli f (x, t); on' aura donc pour seconde condition 

cp (x, 0) = I. Ainsi retat'variable d'une sphere solide dans 
la premiere hypothese que nous' avons decrite, sera rep~ 
sente par une fonction v, qui doit satisfaire aux trois equa
tions precedentes. La premiere est generale, et convient a 
chaque iristant it tous les points de la masse; la seconde. 
afl'ecte les seuies molecules de la surface, et la troisieme n'ap-
partient qul l' etat initial. • , 

115. 
Si Ie solide se refro!dit dans l'air,la seconde equation est 

difl'erente; il faut ~Iors concevoir que l' enveloppe eXtremement 
mince'", est retenue par une ca:use exterieure, dans un etat' 
propre a faire sortir a chaque instant de 1a sphere, une quan
tite. de chaleur egale a celie que la presence du, milieu peut 
lui enlever. 

Or la quantite de clIaleur qui, peudant la duree d'un 
instant infiniment petit d t, s' ecoule dans I'interieur du so
lide, a trave. la surface spherique placee a la distance x, 

est egale a -:-4 K ~ x" ~ d t; et' cette expression generale es~ 
applicable a toutes les valeurs de :c. Ainsi, en, y supposant 
:x; 'X, on connaltra la quanbte de 'chaleur qui, dans retat 
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variable de la sphere, passerait a travers l' enveloppe exue
mement mince qui la termine; d'un autre cOte, la surface 
exterieure. du solide ayant une temperature variable, que 
nous designerons par V, laisserait echapper dans r air une 
quantite de chaleur proportionnelle .it cette temperature, et 
it I'etendue de la surface, qui est 4 'If x". Cette quantibf a 
pour valeur 4 h ~ X· V d t. 

Pour expriJner, -comme on Ie suppose, que l'action de 
l'enveloppe remplace ,a chaque instant celIe qui resulierait de 
la presence dlJ milieu, il suffit d',egaler la qllantite 4kv X"V dt 

a la valeur que re~t l' expression - 4 K 'Ir x,. * d t I lors

qu'on donne a x sa valeur totale X; et ron obtient par-IA 

Ii, . d'V k 'd' . I' I dans I , equatIon dZ = - K 1.' I qw Olt aVOIr leu orsque es 

fonctions ~; et 1.' on met, au lieu de x I s~ valeur' X, ce que 

l' on designera en ecrivant K ~~ + k V = o. 

116. . . 
11 faut donc que la valeur de ~;, prise lorsque :e , X, .ait un 

rapport c~mstant - i avec la valeur 'de 1.' I qui repond au. 

meme point. Ainsi, on supposera que la cause exterieure, du 
refroidissementdetermine toujours l'etat de l'enveloppe extre-

mement mince, en sorte que la valeur de ~; qui resulte ~e 
eet etat,soit proportionnelle a la valeur de 'V, COifespondante 
a X=X, et que Ie rapport constant de ees deux quantites 

soit ...:... ~. Cette condi'ti~n etant remp1ie au m~yen ~'une 
cause tc?ujours presente, qui' s'oppose a ce qu~ la valeul' 
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A d dv . It I' . d I' l' extreme e h soU autre que - K '11 , action e enve oppe 

tiendra lieu de celie de I'air. 
II n'est point necessaire de supposer que I'env~lopp~ exte

rieure soit extremement mince, et l' on verra par la suite 
qu'elle pourrait avoir une epaisseur indefinie. On considere 
~i cette epaisseur comme infiniment petite, P9ur ne fixer 
l'attentioD que sur retat de la superficie du Bolide . 

. 117· 
II suit de lit que les trois equations qui doivent determiner 

la fonctlon f (IX, t) on 11 sont les suivantes, 

tlll K. (t!.. .. 11 2 tlV) dV f! . 
. dt=C.D\flz- +z"dz ' K dz +.JIo"'f=o, f(~' 0)=1. 

La premiere a lien pour toutes les valeurs possibles de IJ) et 
de tj la seconde est satisfaite lorsque ~=X, qiLeUe que soit 
1a valellr' de t, et la troisielne est. satisfaite lorsque t == 0, 

queue que soit la valeur de·:z. 
On pourrait suppoeer que ~s l'etat initial, toutes les 

couches spWriques n' onto pas nne mel8e' temperature 1 c' est 
~ qui arriTe mECe~ajrement, si ron ne COI14Soit pas que rim ... 
~OD &it dare un temps infini. Dans ce cas, qui est plus· 
general CJ!le Ie prec6dent, on· representera par F x, la fohction 
donne.e, qui exprime la temperature initiale des molecules 
placees it Iadistance' x do' centre de la sphere; on rempla
<B'a. alon la troisieme "ti~n par eeile-ci, f ( x, o)= F x. 
. n De' reate plus qu'une' question pUre.ment analytique 

dont on donnera la ~lution «tans run des cbapitre"s suivants: 
Bile consiste it trouver :ta valeur de 'V,' au moyeD de la cod
dition generale, et des deux conditions particulieres aux
queUes eUe est assujetie. 
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SECTION III. 

Equations du mouvement 1)arii de la chaleur dans lUI 

cylindre solide. 

lIS. 
Un cylindre solide, d'une longueur infinie, et dont Ie cote 

est perpendiculaire it Ia base circulaire, ayant ete entierement 
plonge dans un liquide dont Ia temperature est unifonne, 
sFest echaufl'e successivement, en sorte que tous Ies points 
, I '1·' d I' . 1 A , ega ~ment e Olgnes e axe, ont acqUls a meme temperature; 
on l'expose ensuite a un courant d'air plus froid; il s'agit de 
determiner Ies temperatures. des differentes couches, apres 
Wi temps donne. 

{!) designe Ie rayon d'nne surface cylindrique, dont tous 
les points sont egalemcmt distants de l' axe; X est Ie rayon du 
cyliDdre; 1) est la temperature que les points du solide, situes 
11 la distance x de l'axe, doivent avoir apres qu'il s'est ecoul~ 
un temps desigQe par t, depuis Ie commencement du refroi
dissement. Ai~si 1) est nne fonction de x et de t, et si ron y . 

. fait t=o, il est necessaire que la fonction de x, qui en pro-. 
viendra, satisfasse it l' etat initial qt.U eS.t arbitraire. . 

IIg. 
On considerera Ie mouvement de la chaleur dans une por-. 

tion infiniment peu epaisstl du cylindre, comprise entre la 
surface dont Ie rayon est x, et celie dont Ie rayon est x + d:c. 
La quantiiC de chaleur que cette portion. re~it pendant 
l'~nstant d t, de la partie du solicle qu'elle enveloppe, c'est
a-dire, ]a quaptite qui trQ-verse pendant ce meme temps fa 
surface cylindrique dont Ie rayon est x J et a laqu.elle DOQ 
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CHAPITRE II. 113 
supposons nne longueur egale it l'unite, a pour expression 

- 2 K 'J;' x ~; d t. Pour trouver la quantite de chaleur, qui, 

traversant la seconde surface dont Ie rayon est x + d x, 
passe de Ia couche infiniment peu epaisse dans Ia partie du 
solide qui l' enveloppe, il faut, dans l' expression precedente, 
changer x en x + d x, ou, ce qui est la meme chose, ajouter 

au terme - 2 K 'J;' x ~: d t, la dift'erentielle de ce terme, 

prise par rapport a x. Donc la difference de la chaleur re~ue 
a la chaleur perdue, ou la quantite de chaleur qui, s'accu
mulant dans la couche infiniment petite determine lea chan
gements de temperature, est cette meme differentielle, .prise 

avec un signe contraire, o~ 2 K 'J;' d t d ( x ~;); d'un autre 

cote, Ie volume de cette couche intermediaire est 2 'J;' x d x et 
2 C D 'J;' x d:& exprime. ce qu'il raut de chaleur pour l' elever 
de la temperature 0 a la temperature I, C etant la chaleur 
.pecifique, et D la densit6; donc Ie quotient 

.2K'J;'dtd( x/*) 
~C.D'J;'zdz 

est l'accroissement que re~it la temperature pendant riDS
tant d t. 9n obtient ainsi l'equation: 

d v . K (d" 'V I d'V) 
dt=C.D dz· +;dz . 

120. 

La quantite de chaleur qui traverse, pendant l'ins~nt d t, 
la surface eylindrique dont Ie rayon est x, etant genera-

I .,. K d'V d '1" l' ement expnmee par 2 'J;' x tl ~ tIl s ensmt q~ 011 

,5 
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tr-o'&vera celie qui sort peadant Ie meme temps de la super
ficie du selide, en faisant, dans la valeur ,rc5eedeilte, ~=X; 
d'un autre cote, cette meme ·quantite qui se dissipe dans l' air 
est, selon Ie principe de la communication de la chaleur, 
egale a !I" X h 1) d t,· on doit donc avoir a 1a surf'ace l'equ~ 
. tl' ., K dv h La d ' . bon etermll~ee - II z = 'V. natwe e ces equations 

est expliquee avec'plus d'etendue, soit dans. les articles qui 
se rapportent a la sphere, soit dans. ceux ou l'on donne les 
equations generales pour un corps d'uue figure queIC()I:lque. 
La fonction 11, qui represente Ie mouvement de la chaleur 
dans un cylindre infini doit donc satisfaire, 1° a l'equatioD 

, I I tl·v K. (J-." r a-v) . I· II genera e tit = C.D tI~- + :;: h ' qw a leu que es que 
• , }" • ..J..! ., k tlv . 

sOlent x et t j 2° a equatiOR ~termIDee it 11 + ilZ = 0 f quI 

a lieu', queUe que aoit 1a variable " lonqae z = X; 30 it 
l'equaboa ~millee ",= F (z). CeUe deraim condition 
doit etre rempliwt pour toules les valeurs de 'V, oa ron &it 
t=o, queUe que soit la variable z. La fouction arbitraire F x 
est supposee connue', et elle correspond it l'etat initial. 

SECTION IV. 

Equations du mouvement uniforme de la cAoJeur dans 
un prisme solide d'UTUl lo"G,"lIr infinie. 

121. 

Une barre prismatique est plongee par une de sea extre
mites dans 1lI1e source constante de chaleur qui maintient 
cette extrernite a la temper.ature A; Ie- reste de cette barre, 
dolit )a longueur est infinle, demeure expose it 1Ul courant 
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CHAPITRE IL u5 
.nilenne .d'air athmoaph8ricfue ea.tl'eteDlJ a" w.pel!&tve 0; 

_ il s'agit de deeermioer d. plos iwDe temperature cp'1lIl ,oiId 
doone de fa barre pwisse .. ~6rir. 

Cette question difFere de celie -de l'.8I'ticle ,3,.eIl .re qu'oa 
a egam ie:i a f8Utes l~ diaenaiaos du aolide, ce qui 8It De
eeuUPe pour que I'IQJl paisse obteBir aoe ·dutiOll eucte. 
En eifet,.oIl est porte.a eapposer .que alaDS -uae barre d'UIIIIJ 
tres.petite epaisseur, tous lea points d'IlDe meme traache 
aC'Iwerent Alles ttmpe~res seoaiblemeot .egales ; .oepeDdant 
il pe.at rester qudque .iucer.tiwde aur les res.ultats de cette 
suppositio.Q. II est done preferable de. resoudre. la questioB 
rigoureusement, et d'examiner ensuite, par Ie ealenl, jusqu'i. 
quel point, -et dans quel cas, oil est Conde a regarder comme 
egalesle&temperatves des dilltft points d'U1lememe·sectioa. 

1.2.2. 

La. section laite perpendiculairement a 1a longueur de la 
barre, est UQ quar.re dont Je cote est 2 I, l' axe de la barre 
est l'ue des:x;~.et l:Origine est.a I'extremite A. Les trois COOl'

donnees recta.Dg»laires d'.uo point de la :barre sont 1&,,., z, 
la temperature fixe du mem.e point est desigIiee par 11. 

La question consiste a determiner les temperatures que 
ron doit donner aox divers poiBts de la barre, pour qu'elles 
continuent de subsister sans aucun changement, tandis que 
la surface extreme A, qui commQniTIe avec la source de 
chaleur, demeure assujetie, dans to~ sea poiuts, a Ia 
temperature pennaRente 4.; ainai ", est une CGnction de :x; , 

deyet de z . 

. OR <consid8rera Ie "OIIYemeat de Ia chaleur .. 118e lDf)oo 

lecule prismatique,conrpciae entre aB. plaos-perpeo~ 
15. 
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116 THEORIE DE. LA CHALEUR. 

aux trois axes·des a:, des yet des z. Les· trois premiers plans 
passent par Ie point m; dont les coordonnees sont a:, y, z et . 
les autres passent par Ie point m', dont les . co.ordonnees 
sont a: + d a: , y + d y, z + d z. 

Pour .connaitre la quantite de chaleur qui, pendant l'unite 
de temps; penetre dans la molecule, it travers Ie premier· 
plan passant par Ie point m., etperpendiculaire aux a: i il faut 
considerer que la surface.de la molecule qui est situee sur ce . 
plan, a pour etendue d z d y, et que Ie flux qui. traverse 

cette aire est egal, suivant Ie theoreme de rart. 98; a -K ~;; 
ainsi la molecule re~oit it travers Ie rectangle d a: dy, pas
sant par Ie point m, une quantite de chaleur exprimee 

par -K da: dy ~;. Pourtr~uver la quantite de chaleur qui 

traverse la face opposee, et sort de la molecule, il faut sub
stituer, dans l' expression precedente, x + d a: it x, ou ce qui 
est la meme chose, ajouter a cette expression sa differen
tielle prise par rapport 11 a: seulernent; on en conelut que la 
molecule perd, par sa seconde face perpendiculaire aox a:, 
une quantite de chaleur equivalente' a 

" 
-Kdz d~~; -Kdzdyd (~;); 

o~ doit par consequent la retrancher de celle qui etait entree 
par 19: face opposee; la difference de ces deux quantites est 

K d z . d y d (~;), ou K d z d y d a: ;:~ ; 

elle exprime combien il s'accuniule de chaleur dans la mole
cule, it raison de la. propagation suivant Ie sens des :x:; et 
cette chaleur accumulee ferait varier la temperature de ta 
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CHAPITRE II. 
molecule, si, ~Ile n'etait -point compensee par celle qui &e, 

perd dans un aut~ seIlS. 

On trouve, de la meme maniere, qu'a travers Ie plan ~r
pendiculaire aux, y, et passant par Ie point m J il entre dans ' 

Ia molecule une quantite de chaleur egale a - K d z d x ~;, 
et q~e la quantite qui sort par la face opposee est 

-K dz dx ~;~Kdz dx d(~;), 
cette demiere differentielle etant prise par rapport a y seu
lement. Donc la difference de ces deux quantites, ou 

K d ~ d x d y ~~ ~ , exprime combien la molecule accpriert d~
chaleur, it raison ~e la propagation dans Ie sens des y. 

Entin on demontre de meme que la molecule acquiert, a 
raison de la propagation dans Ie sens des z; une quantite . 

d~, chaleur egale. a K dx dy d.z ~·z~, Or, pour qu'elle ne 

change -point de temperature, il est necessai~e qu' elle con
serve autant de chaleur qu' eUe en contenait d' abord , en 
sorte que ce qu'elle en acqui~t dans un sens serve a com
pooser ce qu'elle en perd dans un autre. Donc la somme des 
trois quantites de chaleur acquises doit etre nulle; et -I' on 
~ .• I" . d" 'V d" 'V d' 'V lorme alDS} equatIon -d • + -d " + -d • = o. 

oX .r ,Z 

124· , 
II reste ,mai~tenant a expl'imer ,les conditions relatives a 

la surface. Si ron suppose que Ie point m appartient a rune 
des faces de la barre prismatique, et que cette face est per
pendiculaire aux z J on voit que Ie rectang)e d x 4 y laisse 
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118 THEORIE DE LA CHALEUR. 

khapper dans rail', pendaftt rumte de temps, une qantite 
de chaleur egale a k d:& d Y V, en designant par V Ia tem
perature ,00 point mala 5llrfi1ce, c'eat-a-dire, ce que .de
vient la fomtion chercnee f:(.t:,:r,.z), lorsqu' on fait _ == I, 
demi-lai-geur du priame. D'un autre cote, la quantile de 
chaleur qui-, en vertu de l'action des molecules, traverse, 
pendant l'unite de temps, une surface infiniment petite 6), 

situee dans l'inteneur du prisme, perpendicu.lairement aux z, 

d' 'I h' 4 ." I 1. K dv C . est, apres es t eoremes cItes, ega e a - td d 7: ette 

expression est generale, et en rappliquant aux points pour 
lesquels la coordonnee z a sa valeur complete 1, on en conclut 
que la quantite de chaleur qui traverse Ie rectangle d x tl y , 

place • la superficie, est - K tI, x tl y ::' en donDaDt a z, 

dans la fonction ~:, sa valeur COIBP~ 1. ))oDC les deux 

qmmtites -K J, te tl y ~ et It d x d:r 1:', doWent Mre egales, 

atin que l' action des molecules convienne avec celie do 
milieu. Cette egalite doit aussi subsister si l'on donne a z, 

dans les fonctions ~: et 11, la valeur -1, ce qui a lieu pour 

Ia face opposee it ceDe que l' on considera.it d'ahord. De pWi" 
la quantite de chaleur qui traverse une s~rface plane infi
niment petite 6), perpendiculaire it rue des y, etant 

- K 6) ~; , it s'ensuit que celie qui s'ecoule a travers un 

rectangle a x d z, pl~ce sur une (ace du prisme perpendi
culaire aux j, est - K d x d z ~ v', en donnant a y, dans la 

.". -

fonction ~;, sa valeur complete I. Or, ce rectangle tlz tlz, 
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CHAPITRE II. 119 
__ .bapper dans l'air Wle quantiu de chaleur exprimee 
par h dx dz 'V; il est done neceuaire que .fon ait l'~ 

kl1=- It~, lorsqu'on fait 7= 1, on 1'=-1, dans les 
. Jr . 
~. dv 
IODCtlORS ", et "ilj. 

125. 
La .. a1eur de la fonctiOD '» doit etTe, par hypothese, ega:le 

it A, lonqu' on suppose x = a, quelles que sO'ient les 'ftleurs 
de l' et de z. Ainsi, la fonction cherehee 'l1 est determiDee 
par les cQnditions suivantes: I ~ elle satisfait pour toutes 
Ies valeurs de x, :r, z It l'equation generale 

~v d·"V d"~ 
'-+-+-=0' tiz· d,r" ,11 .. • , 

11 . ~. 'I" . ! 1111 I ' .' :10 e e satislalt· a equation K 'V + dy = 0, orsque y eqm-
vaut it 1, ou -1, queUes que shient x et z, ou It l' equation 

It ~ 'V + ~: == 0, 101'8qne z Cquivam: it I, OU' a '- 1., queUes 

que soient x et:r; 3"0 elle saiisfait It l' equation 'V = A, lors-
que x= 0, quenes que soient y et z. . 

SECTION V. 
- -

EIJUiJtioru • ntollNcnzent 'I1tUi8 de la ehalMJ,,. d6Ru lUI 

cube SQlida. 

126. 

Un solide, de forme cubique, dont tous les points ont ac~ 
quia une mesne ~rature, est place dans un· courant ~ 
forme d'air mn~e, eIltl'8Ile .. it Ia ·tomp6rature;·d. 
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120 THEORIE DE LA CHALEUR. 

II s'agit de determiner Ies· etats successifs du 'corps pendalit 
toute Ia duree du refroidissement. ' 

Le centre du cube est pris pour origine des coordonnees 
rectangulaires ; Ies trois perpendiculaires, abaissees de ce 
point sur Ies faces, sont les ales des x, des y et du z,. 21-est 
Ie cote du cube, 1) est la temperature it laquelle un point 
dont les coordonnees sont x, y, z, se trouve abaiss~, apres 
Ie temps t, qui s'est ecoute depuis Ie commencement du 
refroidiss~ment : la question consiste it determiner 1a fouc
tion 1), qui contient x, y, Z ~t t. 

127. , . 
Pour former l'equation generale it Iaquelle 1) doit satis-

faile, on cherchera quel est Ie changement de temperature 
qu'une portion infiniment petite du solide doit eprouver 
pendant rinstant d t, en vertu de l'action des molecules qui 
en sont' extremement voisines. On considerera donc une 
molecule prismatique comprise entre six plans rectangll
Iaires; Ies trois premiers passent par Ie point m, dont les 
coordonnees sont x, y, z, et les trois autres , par Ie point m' , 
dont les coordonnees sont x + dx, y + dy, z + dz. 

La quantite de chaleur qui penetre pendant l'instant d t 
dans la molecule, it travers Ie' premier rectangle dy dz per-

pendiculaire 1lUX z, est --Kdy dz ~; dt, 'et celIe'qui sort 

dans Ie meme temps de la molecule, par la face opposee, se 
trouve en mettant x + dx au lieu de x, dans l'expression 

precedent~, eUe ~st-.. K dy dZ ~; if t, -:-K d y dz d (~;) dt, 

<ieue diffhentielle .. dant prise par. rapport a :x; seulement. 
La~~ de chaleu qui eatre'p!odaut l~i_taDt lit,dans 
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CHAPITRE II. 
Ia molecule, it travers Ie premier rectangle J til d z, perpen

diculaire it l' axe des y, est - K d til d z ~; d t, et celIe qui 

sort de la molecule, dans Ie meme instant, parola face op

posee, est - K dtll dz ~; dt - K·dtll dzd (~;) dt, Ia dif

ferentielle etant prise par rapport it y seulemento La quantite 
de chaleur que la molecule re~oit pendant l'instant d t , 
par sa. face inferieure perpendiculaire a r axe des z, est . 

- K d til d y ~: d t, et cellequ' elle perd par la face opposee 

est - K dtll tj,y ~: dt - K dx dy d (~:) d t, la differen

tielle etant prise par rapport it z seulement. 

11 faut maintenant retrancher la somme de toutes les 
quantites de chaleur qui sortent de la molecule ·de la somme 
des quantites qu' elle re~oit, et la difference .est ce qui deter
mine son accrois\ement de temperature pendant un instant: 
cette difference est -

Kdydzd(;:)dt + Kdx dzd(~;)dt + Kd~d:rd(~:)dt, 

{ d" 'V d" 'V d" 'V } 
ou K dx dy dz dz" + dy. + dy,. dt •. 

128. 
Si 1'0n divise la quantite que ron vient de trouver pal' 

~elle qui est necessaire pour elever la molecule de la tern .. 
perature 0 a la temperature I, on connattra l'accroisSement 
de temperature qui s'opere pendant l'instant" d t. ·Or, cette 
derniere quantite est CoD d x d y d z: car C designe la capa-
cite de chaleur de la substance.; D sa densite, et dtll dy dz 
Ie volume de la moIeeul~. On a done, pour exprimer Ie mou-

16 
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122 THEORIE DE LA CHALEUR. 

'Yement de Ia chaleur dans l'interieur du solide, I' equation 
I 

d v K (dO v do v do 11 ) 

d t = C. D -;;rz; + d,r0 + '"'(j"z. ( d) 

12.9· 

II reae it former les equations qui se rapportent it l' etat 
de la surface, ce qui ne presente aucune difficulte, d'.pres les 
principes que nous avolJs etablis. En eft'et, la quantite de 
chaleur qui traverse,pendantl'instantdt, Ie rectangled.xdy, 

trace sur un plan perpeJidiculai~e aux x, est-Kdyd.z~:dt. 
Ce resul~t, qui s'applique It tous lea points du solide, doit 
avoir lieu aussi 10rsque la valeur de ~ est egale It 1, demi
ep;;usseur du prisme. Dans ce demiel' cas, Ie rectangle dy dz 
etant place a la 8uperficie, la quantite de chaleur qui Ie tra
verse, et 8e dissipe dans rail' pendant I'instant d t,· est 
exprimee par h d y d Z 1) tl t, on doit done avoil't lorsquc 

I 1" ." 1 K dv C _..I' • d' . x=, equation ",11=- dx' ette cOlMlloon OIt aussl 

etre satisfaite lorsque x = -1. 

On trouvera de meme que, la quantite de chaleur qui 
traverse Ie rectangle dx dz situe sur un plan perpendicu.-

iaire it I'axe des y etant en general- K dx dZ ~;, et celIe 

qui it la superficie s'echappe dans rail' a travers ce meme 
rectangle etant h d x d z 1) d t, il est nec~ire que l' on ait 

l'equation II, 1) + K ddv = 0, lorsque y= lou =-1. Entin on 
~ . 

bti '11 )' , . d ., ., II, K d v o ent parel emeut equation eterallnee 'V + Tz = 0 , 
qui est satisfaite lorsque .z =t on = -1. 

130. 
La fonction cherchee, qui exprime Ie mouvement varie de 

\ 
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CHAPITRE II. 

la chaleur dans l'interieur d'un solide de Corme cubiqu& 
doit donc etre determinee par les conditions suh'a~tes : 

'l 0 Elle satisfait a l' equation generale " 

dv K: ( d- 1) d" 1) d" 1) ) 

dt = C.D d:e" + tlf" + dr.' ; 

• 2 0 Elle satisfait aux trois equations determinees 

l. ti1) l. Kd-v l. Kod 1) ° 

,,'I) + K-d = 0, TI"I1 + -d =0, ,,'1)+ -d =0, o:e y z 

'l'1i ont lieu lorsque x= + l, y= ± 1, z= ± l; 

30 Si, dans la fODCtioD 'V qui I CODtient ~, y, s, t, on fait 
t = 0, queUes que soient les valeu~s de x, y et z, on doit 
avoir, selon l'hypothese, 'I) = A, qui est la valeur initiale et 
commune de Ia temperature. 

" r3r. 
Vequation a Iaquelle on est parvenu dans la question pre

cedente, represente Ie mouvement de la chaleur dans l~n
terieur de tous les soli des. QueUe que sort en effet la forme 
du corps, il est manifeste qu'en Ie deeomposant en molecules 
prismatiques, on obtiendra ce meme resultat. On ponrrait 
done se-bornerl demoDtrerainsi I'equation de la propagation 
de la chaleur. Mais afi~ de rendre plus complete l'exposition 
des principes, et pour que ron tronve rassembJes dans un 
petit nombre d'articles consecutifs les theoremes qui se"ent 
a e&blirl'eq.w:ion generaleode la propagation daDSI~nterienp 
des solides, et celleS qui se rapportent a l'eiat de la sarfileeo, 
nous procederons, dans les deux. sections suivantes,"1t la re .. 
cherchede eel equations,indepeodamment de toute question 
particuliere '0 et sans recoorir aux propositions elementlrires 
que nOUS avons expliquees dans I'introduction. 

16. 
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SECTION VI. 

Equation generaZe de la propagation de la Chaleur dans 
l'interieur des solides. 

THEOREME I. 

Si les differents points d'une masse solide homogene, com
prise entre six plans rectangulaires, ont des temperaturtls 
actuelles determintfes par l' equation lirufaire 

'V=A-ax- by-cz (a) 

et si les 1!Wltfcules plact!es a la surface exterieure sur les six 
plans qui terminent le prisme sont retenues, par une cause 
quelconque, a la temperature e:xprirnee par r equation (a) ; 
toutes les molecules situtfes dans l'interieur de la masse con
stJl'fIeront d' elles -memes leur temperature actuelle, en sone 
qu'il ne sUIViendra aucun changement dans r etat du prisme. 
'V designe la temperature actuelle du point dont les coor
donnees sont x, y, z,· A, a, b, c, sont des coefficients 
constants. 

Pour demontrer 'cette proposition, consideroDS dans Ie 
solide trois points quelconques m M f£, places sur une meme 
droite m f£, que Ie point M divise en deux parties egales; 
designons par x, y, z, les coordonnees du point m, et par 'V 
sa temperature, par 3J + Gt, Y + ~, z + y Ies coordonnees 
du point f£, et par w ~ temperature, parx-Gt,y-~, Z-y, 
Ies coordonnees du point m, et par u. sa temperature, on 
aura 
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v----A-az-by-czl w=A-a(x+«)-b(y+ ~)-c(z+y) 
u=A-a(x-«)-b (y-~)-c (z-y) , 

d' ou l' on conelut 

'V-w=a«+ b~+cy, et u-'V=a«+b~+cy. 

Donc'V-w=u-'V. 
Or la quantite de chaleur qu'un point re~oit d'un autre 

depend de la distance des deux points et de la difference de 
leurs temperatures. Donc l'action du point M sur Ie point fI. 
est egale a l'action de m sur M, ainsi Ie point" M re~oit autant 
de chaleur de m qu'il en envoie au point /L. 

On tirera la meme consequence queUes que soient la direc
tion et la grandeur de la ligne qui passerait par Ie point M, 
et qu'il diviserait en deux parties egaies. Donc il est impos
sible que ce point change de temperature, car"il ~oit de 
toutes parts autant de chaleur qu'il en donne. Le meme rai
sonnement s'applique"aux autres points; donc it ne pourra 
survenir aucun changement dans I'etat du solide. 

133. 

COB.OLLAIl\E I. 

Un solide etant compris entre deux plans infinis paralleles 
A et B, on suppose que la temperature actuelle de ses diffe
reDts points est exprime par l' equation v = I - Z I et que 
les deux plans qui Ie terminent sont retenus par une cause 
quelconque, l'un A it Ia temperature I, et l'autre B a la tem-" 
perature 0 : ce' cas particulier sera donc compris dans ~e 
Jemme precedent, en faisant A = I, a= 0, b= 0, c= I. I 
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134 .. 
• 

COR 0 L L A IRE II. 

Si i' on se represente dans l'interieur du meme solide un 
plan M parallele it ceux qui Ie' terminent, on voit qu'il 
s' ecoule it travers ce plan une certaine quantite de chaleur 
pendant rUBite de temps; car deux points tres-voisins, tlels 
que m. et n, dont run est au-dessous du plan et rautre au
dessus, sont inega1ement echauflea; le premier, dont la tem
perature est plus elevee, doit·denc envoyerau second, pen
dant ch.aque instant, une certaine quantite de chaleur qui, 
au reste, peut etre fort petite, et meme insensible, seioD la 
nature du corps et Ia distance des. deux. molecules. 11 en est 
de meme de deWl autres points quelconques separes -par Ie 
plan. Le plus. 6chauffe envoie a l'autre.une certaine quantite 
de chaleur, et.la somme de cas actioDs partielles, ou de toutes 
les. qu.antit~ de. chaleur envoyees a. travers Ie plan, compose 
un flux contmue! dont la valeur ne change point, puisque 
toutes les molecules conservent leur' temperature. II est 
facile de prouver que ce.flux ou la quantitt! de chaleur qui 
traverse le plan M pendan,t I'unite de temps, tfquivaut a celie 
qui traverse, pendant le merne temps, un autre plan N pa
roJleJe au premier. En eifet, la partie de la masse qui est 
~omprise entre Jes deux surfaces M et N , recevra continueI
lement, a travers Ie plan M, autant de chaleur qu'elle en perd 
a travers Ie plan N. Si la quantite d'e chaleur qui, penetrant 
all-deta du plan M, entre dans la partie de Ia masse que ron 
considere, n'etait point egale 11 celIe qui en sort par la sur
face opposee. N, Ie solide compris entre les deux surfaces 
acquererait une nouvelle chaleur, ou perdrait une partie de 
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celie qu'iI a, et sea temperatures ne seraient point cODstantes, 
ce qui est contl'aire au. lemme precedent. 

135. 
On prend pour m~ure de 1a conducibitite specifique d'une 

substance donnee la quantire de chaleur qui, dans m:t. solide 
infini, forme de cette substance, et compris entre deux plans 
param~Ies, s'ecoule pendant I'unite de temps a travers une 
surface egaJea l'unite, et prise sur un plan intermediaire 
quelconque, parallele aux plans exterieurs dont la distance 
est egale a l'unite de mesure, et dont l'un est entretenu a la 
temperature 1 , et r a~tre a la temperature o. on designe par 
Ie coeffici~nt K, .ce flux constant de (chaleur qui traverse 

• toute l' etendue du prisme, et qui est la mesure de la condu-
cibilite. 

136. 

LEMME. 

Si ron suppose que toutes les temperatures du solide dont 
it s' ag,:t dans r artic~ preoedent, Sont multipltees par un 
nombre quelconque C' en, sorte q1JJe" l' equation des tempe
ratures aoit 1) = K - C"', au lieu a etre "lJ = 1 - Z, et Ii les 
deux plans e:xterieurs son,( entretenus, fun a eta tempt!1'OJture C, 
et r autre a la temperature 0, le flux constant tie chaleur, 
dans cette seconde hypothese, ou la quantitt! qui, pendant 
l'unite de temps traverse runitt! de surface prise sur un plan 
interrnediaire parallele aux bases, est tfgale au prodait au 
premier.flux K, multiplii par g. 

. En efft,t, puisque toutes les temperatures ont ete aug
mentees dans I.e rapport d'un a C, les differences des tem-
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peratures des deux points quelconques m et fl., sont aug
mentees dans Ie meme rapport. Donc, suivant Ie principe 

, de la communication de la chaleur, it faut, pour connattre 
la quantite de chaleur que m envoie 1 fl., dans la seconde 
hypothese, multiplier par g Itt. quantite que ce point m· en
voyait a fI. dans Ia prem~ere. II en serait de meme des deux 
autres points quelconques. Or, la quantite de chaleur qui 
traverse un plan M resulte de la somme de toutes le~ actions 
que les points m m' mil mill etc., situes d'un meme cote du 
plan, exercent sur les points fl., ,,', flo", fl."', etc., situes de l'autre 
cote. Done, si dans la premiere hypothese Ie ~ux constant 
est designe par K; it sera egal a g K, lorsqu' on aura .mut ... 
tiplie . toutes les temperatures par G.· • 

137. 
THEOREME II. 

Dans un prisme dont les temperatures constantes sont 
expTimtfes par I' equation 'V = A - a x - by - c z, et que 
terminent six plans rectangulalres dant tow les points sont 
entretenus aux tempe1'tJJtures determinees par I' equation plV!
cedente, la quantitt! de chaleur, q'li, pendant I'unitt! de· 
temps, traverse funite de surface prise sur un plan inter
mtfdiaire quelco1l,que perpendiculaire aux z, est la meme que 
le flux constant dans un, solide de meme substance, qui 
serait compris entre deux plans paralleles inflrtis, et pour 
lequell' equation des temperatures constantes serait1J=C-cz. 

Pour Ie demontrer, eonsiderons dans Ie prisme, et ensuite 
dans Ie solide infini, deux points m et fI. extrememew voisins 
et ~epares par Ie plan M, perpendiculaire a l'axe des z,·1" etant 
au-dessus du plan, et m au-dessous (P OY./lfJ· 4.), ehoi-

• 
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sissons au -dessous du m~me plan un point m' tel que la 
perpendieulaire abaissee du point 14 sur Ie plan soit aussi 
perpendiculaire sur Ie milieu h de 1a distance mm'. DesignQns 
par z, y, .z ..... h· Ies coordonnees du point 14, dont 1a tem
perature est w, par x - «,y - ~, .z les coordonnees de m, 
dont la temperature est '" J et par z + «, y + ~, .z les coor
donnees de m' dont la temperature est ",'. 

L'action de m sur 14, ou la quantite de chaleur que m 
envoie a 14 pendant un certain temps, peut etre exprimee 
par 9 (",-w). Le facteur 9 depend de 1a dista~ce m 14, et 

. de la nature de la mUse. L'action de m' stir 14 sera done 
exprimee par 9 (",'-W ); et Ie facteur q est Ie meme. que 
dans r expression precedente; donc. la somme des deux 
actions de m sur 14, et de m' sur flo, ou la quantit6 de chaleur 
que flo re~oit de m .. et de m', est exprimee par 

-'I (1J-W + ",'-w). 

Or, si les points m, 1", m' appartiennent au prisme, on a 

w=A-atr-IJ)'-c (z+4), 'IJ==·A-a~-IJ.r- ~-cz, 

et ~'=A-aZ":T «-by + ~-c.z; et si ces memes points 
appartenaient au solide infini, on aurait, par hypothese, . 

w=c-c.z + h, v=c-'c.z, et lI='c~c.z. 

nans Ie premier cas', on trouve 

. q(v-:-w"t",'-w)=2.q,ck, .. 

, , 

et; dans le'&ec~d;cas, on a 'encore Ie meme resulta~. Donc 
la quantite de chaleur que I':- rec;soit de m et de m; dans la 
premiere hypothese, lorsque l' equati~n des temperaiures 
constantes est v.- A - a~ - by - c.z, equivaut a··la 

17 .. 

Digitized by C'oog Ie 



• 

130 THEORIE DE LA CHALEUR. 

quantite de chaleur que fL r~oit de m et de m,lorsque' 
l'equation des temperatures constantes est 'V = C - C z. 

On tirerait la meme consequence par rapport a trois 
aut res points quelconques m' fL' m·, pourvu que Ie second 
fL' rut place a egale distance des deux autres, et que la hau
teur du triangle isoscele" m' fL'm" rut parallele aux z. Or,la 
quant~te de chaleur qru traverse un plan quelconque M 
resulte de la somme des actions que tous les points m, TlJ', 
mil, m", etc. situes d'un "cote de ce plan, exercent sur tous 
les points fL fL' fL" fL"', etc. situes de I'autre cote: OOnc Ie flux 
constant qui, pendant l'unite de temps, traverse une partie 
determinee du plan M dans Ie s6lide infini, est egale a la 
quaritite de chaleur qui s' ecoule dans Ie meme temps 11 
travers la meme portion du plan M dans Ie prisme dont lea 
temperatures sont exprimees par l'equatinD 

'V = A-a3J-o:r-·cz. 

138. 
CO.l\OLL A IB. B. 

Le flux a pour valeur C K dans Je solide infini, lorsque 
la partie du plan qu'il traverse est l'.unite de surface. II a 

done a~!i: dans Ie ~risme la me1ne 'Valeur c K ou - K ~ :~ 
On prouve de la meme maniere que Ie jluz constant qui 

a lieu, pendant Z'unitt! de temps, dans Ie meme prisme a 
travers l'unitt! de Surface sur un /llan quelconque perpendl-

. cll,lai~ flUX y est egal a b"k ou - K ~ v; et qUe celui fui 

. ,'I Y 
traverse Ie plan perpendiculaire Q-UX x a pour 1Jale1/Jr a K 

K dv' 
ou- -. 

dz • 
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13g. 
Les propositions que l' on a demontrees dans les articles 

precedents s'appliquent aussi au ca~ ou l'action instantanee 
d'une molecule s'exercerait dans l'interieur de la masse. 
jusqu'a une distance appreciable .. II faut, dans ce cas '. sup
poser que la cauae qui retient· lea tranches exterieures des
corps dans l' etat exprime par l' equation lineaire, affecte la 
masse jusqu'a une profondlur finie. Toutes lea. observations 
concourent it prouver que, d~8 les solides et les liquides, 
la distance dont il s'agit est extremement petite. 

140. 
TBEOl\:ElfE III. 

Si les temperatures des points d'un solide SODt exprimees 
par l' equation 'IJ = f (oX, :r, ~, t), dans laquelle oX, :r, z 
sont les coordonnees de la molecule dont la temperature est 
egale it 'IJ apres Ie temps ecoule t; Ie flux de chaleur qui 
traverse une partie d'un plan trace dans Ie solide, et per
pendiculaire it l'un des trois. axes, n'est plus constant; sa 
valeur est differente pOur les differen .. parties du plan, et 
elle .varie aussi ·avec Ie temp •. Cette quantittf variable peut 
etre determinee par Ie calcul. 
. Soit fit) un cercle in6niment petit dont Ie centre coincide 

. avec Ie point m du 80Iide et dont Ie plan soit perpendicu
!aire a la coordonnee verticale z; it s' eooulera pendant 
l'instant d t, a travers ce cercle, une certaine' quantite de 
chaleur qui passera de la partie du Bolide inferieur au plan 
du cercle, dans la partie superieure. Ce flux se compose de 
tous les rayons de chaleur qm parr:,pt d'un point inferieur, 
et parviennent it un point lupi-rieur, en traveraant un point 

17· 
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de la petite surface CI). Nous allons demontrer que la 'Valeur 

du flux a pour express~n - K ~: CI) d t. 

, ' Designons par x'i z les'coordonnees du point m dont lil 
" l' temperature est 'V; et supp~sons que on rapporte toutes 

les autres molecules 11 ce point m choisi pour l' origine de 
trois nouveaux axes pal'8lletes au precedents; soient~, 'rI, C, 
les trois coordonnees d~un- point rapporte a l'origine 'm; 
on aura, pour exprimer la temperature actuelle w d'une 
molecule infiiliment voisine de m,l' equation lineaire 

, , d~ d~ d~ 
w = 'V + ~ - +" - + t -. dz dy d~ 

Le "ffi . _J dv' dv' dv' 1 1 s coe clents 'U, dz' dy' dr. sont es va eurs 

trouve, en substituant dans leg fonctions 'V, ~;, 
que l'on 
dv dv 
iii' dr.' 

au variables :&,y, Z, les quantites constantes X', Y, z', qui 
mesurent les distances du point m aux trois premiers axes 
des, Z I des Y I des z. 

Supposons maintenant que Ie meme, point m soit aussi 
une molecule interieure d'nn prisme rectangulaire compris 
entre six plans perpendiculaires aux trois axes dont m est 
l' origine ; que la temperature actuelle w de chaque molecule 
-de ce prisme, dont les dimensions sont finies, soit exprimee 
par l'equation lineaire w = A + a ~ + b'rl + c t, et que les 
six faces qui terminent Ie prisJDe soient retenues aux tem
peratures fixes que cette demiere' equation leur assigne. 
L'etat des molecules interieures sera aussi permanent, et il 
s'ecoulera pendant l'i~nt a.t, a travers Ie cercle CI), une 
quantit¢ de chaleur que meagre l' expression - k c CI) 4 t. 
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CHAPITRE II. 133 
Cela pose, si l' on prend pour les valeurs des ~onstantes 

b I ., ,dv' dv' dv' I" fi d . 
. 0" , c, es quantItes 11, h' d)'" dz' etat x.e u prlSme 

sera exprime par l'equation 

, rJ v' d v' rJ v' 
w=v +h~ + tl)" 'II + tlz ~. 

Ainsi les molecules infiniment voisines du point m auront, 
pendant l'instant d t, la meme temperature actuelle dans Ie 
solide dont l'etat est variable, et dans Ie prisme dont retat 
eat constant. Donc Ie flux qui a lieu au point m pendant 
I'instant d t, a travers Ie cercle infiniment petit CI), est Ie 
meme dans I'un et l'autre soli de : done il est exprime par 

dv' 
-K dz 6) dt. • 

On en condut la proposition suivante: 

• Si dans un solide dont les temperatures inteneures 'Varient 
tw8C Ie temps, en 1Jertu de r action des molecules, on t~ace 
une ligne droite quelconque J et que ron t!leye (voy. fig. 5), 
auz differents points de, cette ligne, les ordonnees pm d'une 
couroe plane e'g. au:x: temperatures de ces points prises au 
me"me instant,. Ie jluz de chaleur, en chaque point p de lo, 

droite, sera proportionnel a la tanGente de r angle « lJue 
fait l' tfltfment de lo, courhe avec la parallele auz abaisses ,. 
c' est..a-dire que si l' on pla~ait au point p Ie centre d'un 
cercle infiniment petit 6), perpendiculaire a la ligne ~ la 
quantite de chaleur ecoutee pendant un instant d t J a travers 
ce cercle, dans l~ sens suivant lequel lea abaisses a p crois
sent, aurait pour mesure Ie produit de quatre, facteurs qai 
sont la tangente de I'angle «, un coefficient constant K, 
I'aire 6) du cerc1e, et la dum d t de I'instant. 
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141. 

COl\O LLAIB.E. 

Si l' on represente par e I' abaisse de cette courbe ou Ia 
distance d'un point p de la droite it un point fixe 0; et par 
'V l' ordonnee qui represente la temperature du point p; 
'V variera avec la distance • et sera une certaine fonction f e 

de cette distance; la quantite de chaleur qui s' ecoulerait a 
travers Ie cercle fI), place au point p perpendiculairement it 

la ligne, sera - K ~: fI) d t, ou - Kf' (e) 6) d t, en deai

gnant par f' (e) la f~nction d~;.). 
Nous donnerons it ce resultat l'expression suivante, qui 

facilite les applicttions. 
Pour connattre le flux actuel de 10, chaleur en un. point p 

d''une droite track dans un solide, dont les temperat1JreS 
'Varient par I' action des moJeculea, il faut d,iviser la diffe
rence des temperatures de deux points 1,nfiniment 'VOisins du 
point p par la distance de ces points. Le flux est propor-
tionn,el au quotient. • 

THEOB.EME IV. 

II est facile de deduire des theoremes precedents lea 
equations generales de la propagation de la chaleur. 

SUPPOS01U que lea dif.j'e1'6nts points d'un solide komogsne 
tlune forme quelconque, aient 1VJfU dt;s temperatures ini
tiaJes qui 'Varient SUCCNlwement par r ejjet de I' action mu
tuelle Pes molecules, et que I' equation v· = f (x, y, z, t) 
reprtfsente lea etats succesaifs du solide I on 'Va dtfmontrer que 
la fonction v de quatre 'Vttliahles satisfait ru!cessairement 
;" fequation 
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CHAPITRE II. 

dv K (tI'v d'", dO V) 
de = C.D dx', +. dr + dz' • 

135 

E~ effet, considerons Ie mouvement de la chaleur dans 
une molecule comprise entre six plans perpendiculaires 
aux axes des x, des y, et des z; lea trois premiers de ces 
plans, passent par Ie P9int m, dont les coordonnees sont 
x, y, z, et les trois autres passent par Ie point m', dont les 
coordonnees sontx + dx,y + dy, z + dz. 

La molecule re~oit pendant l'instant d t., it travers Ie 
rectangle, inferieur d x d y, qui passe par Ie point m, une 

quantite de chaleur egale It - K d x d y ~: d t. Pour con

nattre la quantite qui ~rt de la molecule par la face opposee, 
il sumt de changer dans r expression precedente z en .z + d z, 

. c'est-a-dire d'ajouter it cette expression sa propre differen; 
tielle prise par rapport It .z seulement; on aura donc 

-Kdx.dy ~: dt-;K dx.dy d (~) dz dt 
dz 

, 

pour la valeur de la quantite qui sort It travers Ie rectangle 
superieur. La meme molecule re~oit encore It travers Ie pre
mier rectangle d x d z qui passe par Ie' point m, une quan-

tite de chaleur egale it - K ;; d x . d z. d t; et si l' on ajoute 

It cette expression sa propre dHl'erentielle prise par rapport 
a y seulement, on trouve que la quantite qui sort it travers 
la face opposee ~ x d z, a pour expression 

- K ~; dx dz dt-K d('4l;) d:rdx dz dt. 
d,7 
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136 THEORIE DE LA CHALEUR. 

Enlin cette molecule re~oit, par Ie premier rectangle ay dz 

un~ quantite de chaleur egale it - K ~;. a y d z d t, et ce 

qu'elle perd it travers Ie rectangle oppose, qui passe pir m', 
a pour expression 

-K ~; dy dz dt- K d (~;) dx dy dz dt. 
---;rz 

II faut maintenant prendre la somme des 'V!antitea de ' 
chaleur que la molecule r~oit, et en retrancher Ia somme 
de celles qu'elle perd. On voit par-Ii qu'il s'accumule durant 
l'instant d t dans l'interieur de cette molecule, une quantite 

( d"v d'v d"v) totale de chaleur egale a K dz. + dy" + dz' dx dydz at. 
II ne s'agit plus que de connaitre quel est l'accroissement de 
temperature qui doit resulter de cette addition,de chaleur., 

D etant la densite du soIide, ou Ie poids de .i'unite de 
volume, et C la capacite specifique, ou la quantite de chaleur 
qui eleve l'unite de poids. de 'a temperature 0 it la tempera
ture 1; Ie produit C. D dx ay dz exprime combien il fau~ 
de chaleur pour elever de 0 i' 1 la molecule dont Ie volume 
est dx' dy, dz. Done en divisant par ce produit la nouvelle 
quantite de chaleur que la molecule vient d' acquerir, on 
aura son accroissement de temperature. On obtient ainsi 
l' equation generale 

d·v _ K {dtv d"v dtv} 
dt - c:n dx- + d.r· + dz' (A) 

qui est celie de la propagation de la chaleur dans l'interieur 
de tollS lea corps solides. 
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CHAPITRE II. 
143. 

-Independamment de cette equation, Ie systeme des tem
peratures est souvent assujeti it· plusieurs conditions deter
mjm~es, dont on ne peut donner une expression generale, 
puisqu' elles dependent de l' espece. de la que$tion, 

Si Ia masse danli laquelle la chaleur se propage a des di
mensions finies, et si la.superficie est retenue par une cause 
speciale dans un etat donne; par exemple" si tous ses points 
.conservent, en vertu de. cette cause, Ia temperature cons
tante 0, on aura, en designant la fonction inconnue 'V par 
, (x,,., z, t), I'equation de condition f (x,,., z, t) = 0; il 
est necessaire qu' elle soit satisfaite pour toutes les va leurs 
de x,,., z., qui appartiennent aux points de la surface exte
terieure, et pour nne valeur quelconque de t. 

De plus, si ron suppose que les temperatures initiales du 
corps sont expriDlee& par la·fonction connue F (x,,., z.), 
on a aussi l'equation f (x,y~:r:,o) = F (x,y, z); la condi
tion ·exprimee par cette equation doit etre remplie pour 
les valeurs des coordonnees x, y, z" qui conviennent a un 
point quelconque du solide. 

144. 
Au lieu d'assujetir la surface du corps it une temperature 

. , , ' 

constante, on pent supposer que cette temperature n est pas 
la meme pour les dift'erents points de la surface, et qu'elle 
vane av~c Ie temps suivant -nne loi donnee; c'est ce qui a. 
lieu dans la question des temperatures ·terrestres .. Dans ce 
cas l' equation relati;e it la surface, contient la variable t. 

145. 
Pour examiner en elle-meine, et sous un point de vue 

tres-general, la queStion de·la propagation de la chaleur, il 
18 

• 

• 

• • 
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faut supposer que Ie solide, dont l'etat initial est donne, a 
toutes ses dimen&ions infinies; alors aucune condition spe
ciale ne trouble la diffusion de la chaleur, et la loi it la
queUe ce principe est soumis, devient plus manifeste : eUe 
est exprimee par l'equation generale 

d v K (d- v d" v d- V) 
dt=C.D ilZ'+ dy" + dz·· , 

a laquelle il faut joindre celie qui se rapporte a l' etat initial 
et arbitraire du solide. 

Supposons que la temperature initIale d'une molecule, 
dont lea coordonnees sont x, y, z, soit une fonction connue 
F (x,y, z),et designons la valeur inconnue 'V par, (z,y, z, t),
on aura l'equation determinee, (x, y, z, 0) = F(x,y, .;); 
ainsi la question· est reduite a integrer l'equation generale (A) 
ensorte qu' eUe convienne, lorsque Ie temps. est nul, avec 

.-...:. l' equation qw, contient la fonction araitraire F. . 

• 

SECTION ViI. 

Equation, Gener~le relatifle a la sur:face. 

146. 
Si Ie solide a une forme determinee, et si la chaleur pri

mitive se dissipe successivement dans l' air atmospberique 
entretenu. it une temperature constante, i! faut ajouter a 
l'eq~ation generale (A) et it celIe qui rep.esente l'etat initial, 
une troisi(~me condition relative a l' etat· de la surface. N OuI 

allons examiner dans les articles suivants, la nature de l' equa
tion qui exprime cette derniere condition. 
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. Considerons I' etat variable d'un solide dont ta chaleur se 
dissipe dans l'air, entretenu a nne tempet-ature fix.e o. Soit .. 
une partie infiniment" petite de 18 surface ateneure, et p. un 
}Joint de 6), par lequel on fait passer une norma Ie It la sur
face; les ditfen:nts points de cette ligne ont au meme in'
stapt des temperatll res differentes. 

Soient 'V la temperature actuelle du point 1-', prise pour 
un instant determine, et w la temperature correspond ante 
d'un point v dll solide pris sur la norma Ie , et distant du 
point I-' d'une quantite infiniment petite «. DesignOIlS, par 
:x: ,y, z, les coordonnees du point 1", et par 

3: + tt :Il, .r+ct,r, z + ct z, 

celles dll point v; soient f (x.",.r, ~) = o1'equation connue 
de la surface du solide, et v=,¥(x,.r, z, t) l'equation gene
rale qui doit donner la valeur de 'V en fonetion des quatre 
variables x,.r, z, t. En differentiant l'equationf(z ,.r, z)=o, 
on aura m, d x + n d y. + P d z=o; m, n, p sont des fonc
tions de x, y, z. 

II resulte du corollaire eqonce ~ans l'article 141, que Ie 
flux, dans Ie sens de la normale, ou.la. quantite de chaleur 

. qui traverserait pendant I'instant d t la surface 6), si on la - _ 
• 

pla«;ait en un point quelconque de cette ligne, perpendicu-
lairement it sa direction, est proportionnelle au quotient 
que ron obtient en divisant la difference de temperature de 
deux poiQts infiniment voisins par leur distance. Done rex .. " 
pression de ce flux. a l'extremite de la normale est 

K w- v d - --6) t; 
« 

,. 

K designant la conducibilite sp6cifique de la masse. D'un 
18. 

.. 
• 
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autre cote la surface II) laisse echapper dans l'air, pendant 
l'instant dt, une quantite de chaleur egale a hVlI)dt; h etant 
Ia conducibilite relative a l'air atmospherique. Ainsi Ie flux 
de chaleur it l'extremite de Ia normale a deux expressions 

differentes, aavoir: hv II) atet -K~lI)dt;donccesdeux « . 

quantites sont egales; et c'est en exprimant cette egalite, 
que ron introduira dans Ie calcul la condition relative it Ia 
surface. 

147· 
O a" a" av n a w=v + ct1J=1J + d:c ct x + a.r ct y ,+ d z ct z. Or, it 

suit des principt's de la geometrie, que les cootdonnees 
~ x, ct y, d z, qui fixeDt la position du point" de la normaJe 
par rapport au point 1", satis(ont aux conditions s1;Jivantes : 

p ct x=m ~ z,p ct y=n ct Z., 

On a donc 
I ( a v av dv) 

W-1J= - m-+n-+p- ctz: p d:c dy dz 
on a aussi 

«= v' ~:c' +~.r + ~ z'=~ (m' + n' + pO)';' ~z, 
• 

ou «=f ~ z, en designant par q la quantite 
p 

I 

(m' + ,,' + p'»; 
done • 

w-v (av av av) I -= m- +n-+p- _. 
« a:c d.r d or. fJ ' 

par consequent l'egalite 
. .(w 'V) 
h1J II), dt=-lc II wat 

• 
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CHAPITRE II. 
devient la suivante 

dv dv clv ", 
m dx +n dy +P dz + 1- "''1=0. (B) 

Cette equation est determinee et ne s'applique qu'aux points 
de la surface; elle est celie que ron doit ajouter a l'equation 
generale de la propagation de la chaleur (A), et a la con
dition qui determine retat initial du solide; m, n,p, 'I, sont 
des fonctions connues des co ordonnees des points de la 
surface. 

148. 
L'equation B signifie en general que Ie decroissement de 

Ia temperature, daqs Ie sens de la normale, a l'extreplite du 
solide, est tel que la quantite de chaleu! qui tend it sortir 
en vertu de l'action des molecules, equivaut toujours a celie 
que Ie corps doit perdre dans Ie milieu. 

On pourrait concevoir que la masse du solide est pro
longee, en sorte que la surface au lieu d'etre exposee a rair, 
appartient a-la-fois au corps qu'elle t~rmine, et a une enve
loppe solide qui Ie contient. Si, dans cette hypothese, une 
cause quelconque reglait a- cbaque instant Ie decroissement 
des temperatures dans I'enveloppe solide, et la determinait 
de maniere que la condition exprimee par l'equation B, fut 
toujours satisfaite, l'action de I'enveloppe tiendrait lieu de 
celIe de rair, et Ie mouvement de la chaleur serait Ie meme 
dans run. et l'autre cas: on peut donc ·supposer· que cette 
cause existe t et determiner, dans cette hypothese, l' etat 
variable du solide; c'est ce que ron fait en employant les 
deux equations A et B. 

On voit par-Ia comment l'interruptjon de la masse. et 
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raction du milieu, troublent la diffusion de la chaleur en 
l'assujetissant it une condition accidentelle . 

• 
149· 

On peut aussi considerer sous un autre point de vue cette 
equation (B), qui se rapporte it l' etat de la surface; il 
faut auparavant dedui.re une consequence remarquable du 
theoreme III (art. 140). Nous conserverons la construction 
rapportee dans Ie corollaire du meme theoreme (art. 141). 
Soient x, :r, z les coordonnees du point p et 

x+ ~ .1:,:r+~:r, z+ ~ z, . 

celles d'un point q infiniment voisin de p, et marque sur 
la droite dont il s'agit; designons par 'V et w les tempera
tures des deux points p et q prises pour Ie meme islstant, 
on aura 

d11 av av 
w='lJ+~"'='V+ d:z:~x+ d.r~:r+ dz.~z; 

donc Ie quotient 

~'V dv ~:z: av ty av b _ / 
r,= d:z: ra + a:z: ~. + all. h et ~,=v ~r + ~r + ~z'; 

ainsi la quantite de chaleur qui s' ecoule a travers Ia surface 
6) placee au point m, perpendiculairement a Ia droite, est 

-Kwdt {dv.~ + dv.~ + ~.~Z}. 
d:z: cJ e aT 0 e d z. 0 e 

Le premier terme est Ie produit de - It ~; par d t et par 

~:z: Cd·' ", d" I ." d 1 6)11" ette erDlere quantlte est, apres es pnnclpes e a 

ge?metrie, I' aire de }a projection de CIt aur Ie plan des :r et z; 
~ 

-
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ainsi Ie produit represente la quantite de chaleur qui s'ecou
lerait it travers Taire de la projection, si 'on la pla~ait au 
point p, perpendiculaireme~t it l'axe des x. 

Le second terme - k ~; 6) !~'d t represente la quantite 

de chaleur qui traverserait la projection de 6), fai~e sur Ie 
plan des x et z, si on 'pla~ait cette projection au point p , 
parallelement lit elle-meme. 

E fi I .. \ k dv ch a ,. 1a n tl e trOlsleme terple - d z 6) 54 t represente 

quantite de chaleur qui s'ecoulerait pendant l'instant d t, a 
traTers la projection de 6) sur Ie plan des:lfety, si l'on pla~it 
cette projection au point p, perpendiculairement a la coor-

. donnee z. 
On voit par-lit que la quantite de chaleur qui s' ecoule a, 

travers chaque partie infiniment petz'te a'uM surface tracee 
dana rr:nMrieur du solwe, peut tOlfJ'ours etre decomposee 
en trois autres, qui penetrent les troz's projectz'ons ortho
gonales de la suTjace, selon des directions peipendiculaires 
alex plans des projections. Ce resultat donne naissance it 
des proprietes analogues it celles que l'on remarque dans 
la theorie des forces. 

150. 
• 

La quanti~ de chaleur qui s'ecoule it travers un~ surface 
plane, infiniment petite 6) ,donnee de figure et de position, 
emnt equivalente it celIe qui traverserait ses trois projections 
ortbogonales, il s'~nsuit que, si ron con~oit dans l'interieur' 
du solide un element d'une figure quelconque, les quantites 
de chaleur qui penetrent dans ce polyedre· par ses diffe
rent~s, faces', se compensent reciproquement; ou plus exacte-

• 
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144 THEORIE DE LA CHALEUR. 

ment, la somme des termes du premie~ ordre, qui entrent 
dans l'expression· de ces quantites de chaleur re~ues par la 
molecule, est zero; ensorte que la chaleur qui s'y accumule 
en effet, et fait varier sa temperature, ne peut etre exprimee 
que par des termes infiniment plus petits que ceux du pre
mier ordre. 

On voit distinctement ce resultat lersqu'on etablit l'equa
tion generale (A), en considerant Ie mouvement de la chaleur 
dans une molecule prismatique (articles 127 et 142); on Ie 
demontre encore pour une molecule d'une figure quelcon
que, en s~bs~ituant a la chaleur ref;Sue par chaque fa~e I 
celle que recevraient ses trois projections. 

II est d'ailleurs necessaire que cela soit ainsi : car, si une 
des molecules du soli de acquerait pendant chaque instant 
une quantite de chaleur exprimee par un terme du premier 
ordre, la variation de sa temperature sera it infiniment plus 
grande que celie des autres molecules, c'est-a-dire, que 
pendant chaque instantinfiniment petit,sa temperature aug
menterait ou diminuerait d'u~ quantile finie; ce qui est 
contraire it l' experience. 

151. 
Nous allons appliquer cette remarque a une molecule 

placee a la surface exterieure du solide. 
Par un point a (voy. fig. 6), pris sur Ie plan des :I; et 

:r, menons deux plans perpendiculaires, I'un it I' axe des 
:x; , l'autre a l'axe· des y. Par un autre point b du meme 
plan, infiniment voisin de a, menOD8 aussi deux plans 
param~les aux deux precedents; les ordonnees z', e1evees 
aux. points a, b, e, d, jusqu'a la surface exterieure du 
solide, marflueront sur cette surface quatre points a', b', e', tI, 

• 
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CHAPITRE II. 145 
et seront le1"ar~tes d'un prisme tronque, doni la base est ' 
Ie rectangle abed. Si par Ie point a', qui designe Ie moios 
eleve des quatre points a', b', d,J: on fait passer un plan 
parallete a celui des x ~t y, on retranchera du prisme tron
que une molecule, dont une des .faces, savoir: a' b' e' tl se 
confond avec la superficie du soli de. Les valeurs des quatre 
ordonnees aa' ee' dtI bb' sont les suivantes: 

aa' =:r. 

tlr-d 
cc' = .I + a x :x: 

dtl=z+ ~ztly 
, !,T 

b I a"a a" tl b=z+dx :X:+ay y 

152. 
L'une des faces perpendiculaires aux :x: est un triangle, et 

la face opposee est un trapeze. L'aire du triangl~ est 

I d tIr- d 
; y dy Y, 

et Ie flux d~ c,haleur dans la direction perpendicuIaire a 
dv' . 

cette surface etant -Ie dx on a, en omettant Ie facteur dt, 

-Ie av. tly a" dy 
dx 2 dy 

pour l'expression de Ia quantite de chaleur qui p~netre pen
dant un instant dans la molecule, a travers Ie triangle dont 
ii, s'agit. 

L'aire de Ia face 'opposee est 
. . 

I d' (azd aid az ) ; Y' d.11 .:X: + fix ~ + "fly tl y 
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1146 THEORIE 'DE 'LA '.CHALEUR. 

et Ie flux 'perpendieulaire it· cette face est aussi - Ie ~ ; , en 

s1ij)primant 'les termes du second ordre, infiniment plus 
petits que ceux du premier; on retranchera ]a .quantite de 
chaleur qui sort par cette seconde face, de celie qui entre 

1.. .\ l' Ie d v d Z J ,J 'par IU prelDlf're et on troDVel'8. d z h ""x 'ay. 

Ce terme exprime conibien :Ia -molecUle ~it ae' chaleur 
par les faces perpendiculaires am x. 

On trouvera, par un' calcul aemblable, que la meme mo
lecule re-;;oit, par les faces. perpendiculaires au y, une quan

. , d hI' I ' lc d'lJ 'dz d d tite e c a eur ega e a dy' dy' x y. 

La quantite de chaleur que·1a molecule re-;;oit par la base 

rectangulaire est - Ie ~: dx I d y. Enfin, elle laisse echapper 

da.ns Tair, it'travers la surface superieure a J h' c' d', une' cer
taine quantite de (:haleur egale auproduit de -1HI,-par 
I' etendue fa» de cette surface. : La wleur de .. est, selon les 
principes connus, celle 'de ax dy, 'multipliee par Ie rapport 

, ;; • tJesigne 'la 'longueur de la· D'omHU~ ,. ~epais; 1a -smfaee 

extenenre'jnsq1i.1w.'plan·(les z ~ty,·et 

• =z (I +C~;)s+ (~;)·)f, 
\tonc :ta 'tD~tule -'peid 'it tra~ers'sa snrface 'QHlc'J'uDe 

quantite de chaleur egale it h 11 d z d y ~. 

Or, lea tennes du premier otdre-~. eDtnmt·..daaa, fex
pression de la quantite totale de chaleur acquise par Ia 
molecule, deiTeftt-se' cUtruire, aIn'qae la·vaDati.on des tem-
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pil'atures,ne-a>iiJ'1P8'I& 1tJ obBque!inataot: uae; cptaatite: &nie.; 
o.D doit: donc awri~ l' equation 

dv!dz dvdz ...I-d' l.a·v...1. ,1~ 11. e~ ... J.--
A: tia:~7Uldzd!))-h kiIj0t/J""* J;~tJJa.flirJ:. '+fir- 'V.~o, 

" e ·t1vdt. dvdz dv 
011 'E'V. Z =. tl:.t:"iIi + d,T°(Jf-;r; 

1.53. 

E d. d. I 1 O'..l-. 1' ........ -n mettant pour d te et doT eurs va eur.,,· tiNea ... , ~---

tion mdx +.- n.d)" + pd.7f = 0, et design ant par q la quan-
. o' 

tite; (m: -If n: ..... It)" on a. 

, a v a'll (J v h 
A: m dte + A: "'.d.")t + hp iii + ~ q = 0, . . Q.)) 

. 
on oonnalt· ainsi d'une maniere .... distincte co que represente 
chacun des termes de cette equation. 

En, Ie&- prellant toua avec des. si~es contraireA, et lea. mnl
tiRliant par Ie rectangle. d x dy, Ie pr.emier exerime com
bien Ia. molecule. re~oit de chaleur par Ie! deu~ faces per.-, 
nendiculaires aux x, Ie second cQmbien elle en re~oit par 
sea deu,x faces perpendiculaires aux y,.Ie troisieme combien 
elle' en re~it· par la face perpendiculaire aux z, et Ie qua
trieme combien elle. en rec&oit du milieq. L' e.quation.exprime 
done que Iii somme de tous ces termes du premier ordi'e 
eat nulle, et que la chaleur acquise ne peut etre representee 
que par des termes du second ordre. 

154. 
Pour parvenir a cette equation (B) il Caut considerer UDe 

des molecules dont la base eat a la surface du solide, comme 

19° 
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148 THEORIE DE, LA CHALEUR. 

un vase qui re~oit ou pe~ la chaleur par ses differentet 
faces. L' equatiQn signi6e que tous les termes du premier 
ordre qui entrent dans l'exp~ssioD de la chale~ acquise 
se detrui&ent· mutuellement; ensorte que eet accroisse
ment de chaleur ne peu~ etre exprime que par des termes 
du second ordre. On peut donner it cette molecule; 'ou la 
forme d'un prisme droit, dont l'axe est perpendiculaire it lao 
surface du solide, ou celIe d'un prisme tronque, ou nne 
for~e quelconque. 

L'equation generale (A) .suppose que tollS les termes du 
premier ordre se detruisent dans l'interieur de la masse , ce 
qui est evident pour, des molecules prismatiques comprises 
dans Ie soli de. L'equation (B) exprime Ie meme resultat pour 
les molecules placees aux limites des corps. 

Tels sont les points de vue generaux sous lesquels on peut 
envisager cette partie'de la tbeorie de la chaleur. . 

L" . tlv K (tl"v tl"v tl'V) , I 
equation 'd t = C.D dx" + dj" + dz' represente e 

~ouvement de la cbaleur dans l'interieur des corps. Ce 
theoreme fait connaitre 1a distribution instantanee dans 
toutes les suhstanc~' soli des ou liquides; on, en pourrait 
deduire l'equation qui convient it cbaque cas particulier •. 

Nous ferons cette application dans les deux articles sui
yant~, ~ la ques~on du cylindre et it celle ~e la ~phere. . 

"~ . 

~'''.. . .. 
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SECTION VIII. .. 
Application des. equations Generales. 

155. "' 
DesignODS paT ,. Ie rayon -variable d'ane enveloppe cylin

drique quelconque, et supposons, comme precedemment 
dans l' art. I 18, que toutes les molecules egalement eloignees 
de l'axe ont a cbaque instant une temperature commune; 
1) sera une fonction de ,. et t,··" est· une fonction de yo, z, 
donnc~e par l'equation "'~1.2+y'. II est evident, en premier 
lieu que la variation de 1) par rapport it. a: est nulle; ainsi 

Ie terme ~;. doit ~tre omis. On aura maintenant, suiva~t 
lea principes du calcul differentiel, les equatio~ : 

. " 

donc 

. ~;+~;=~;{(~:)·+(~;)·+~{~+~;)r (ar 

II Caut remplacer dana Ie 8e'Cond membre les quantites 
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et parconsequent 

z' +Y7~ {(~:).+ (~;).} 

2 = (~:)' + (~;)' + ,. {~; + ~;} 
la; pt'eIDiere!6qP8tioa , Aonf;l.1e-prtJlDier Dlembr~ eat ·tlfd: a.1"'" 
donue- • 

( dT)' + ('~)' _ I ,az .dy -. (11) ; 

I. seconds donne t IoFSf{~ on. met p:>ur. 

, (~:)'-+ .Ct)~· 
sa valeur I 

dt,.. t/"'rt. I 

d.z.. + d:!". = r. ( c ). 

Si maintenimt o~ substi~e dans l' e«pl8tion (a) les valeul'l 
donnees par'les equations' (fi):et (:a), on;atml-. 

d'"1J ti""1J tJ-"1J I d'1J. - +_.=-+--.-.-. 4-z"' d.r tl.,. ,.. d·,. 

Donc l' equation qui exprime Ie mouvement de la chaleur 
dana Ie cylindre ,. est' 

dv K (d-v . I d'v\ 
d~=6.Dt ~+ -r'd''');' 

comme on l'a trouve pnieedeinment,. art. 119. 

On. pourrait aussi ne pointsupposer que les molecules 
egat.ement eJoigneeS' de-Paxe, Ollt r~tl' nne temperatul'e l im'" 
tiale commune; ~an8 ce cas on parviendrait a-lIne. equati911 
beaucoup plus generale, ' 

156. 
Pour determiner,!aQ lJlOyel1-d8 J,'equation.(~), Ie mouve- . 
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ment de la chaleur dans une sphere qui a ete. plongee dans 
un liquide, on regardera 'V comme une fOllction de r et t j 
r est une fonction de %, y, z, rlonnee par I'equation . 

r" = z' +y" +z', 

r etant Ie rayon variable d'une enveloppe. On aura ensuite 

.d v = '!.3!..'!!:. et tl" v = tl"v (d ")" + dv. ti" I' 
.dsz ;.d·rl&v jJ,r I d..,... • z.;,k· 
dv dv til' t ti"v 't/'v Cdr)" IIv tl"" 
dy = d-" 'i1;:e iJ".. =;r;:; dy -f- dr· d".. 

dv = dv .d"'et 4'v = ""<V'C,dr)" ,+:~~~ 
d z d I' di d z" d ~ dz d r d z' 

En .faisant ,Ies aubstitutioDS dans r equation 

"ail) .X (~1J .d"v .d"'V) 
.dt-=C.D., d.iF+·4.r+dz~· , 

on aura 

t!.!=:!-(~{(d r)' +(tlr)':+(!.."\"}+~(.d" I' 1-!!.+d1r)}Ca) 
d t C.D dr' d x dy ,\;iij Ii r. \..dz· t/-,r d z" 

l1e~;&2 '+Y +.,z' -= "'.ioumit les..r.esult~~ suivants: 

ttl I' et --l (III")' .. vi' " z = r dz I - iii + r,llz-

ar (d")" ti"" -.r = r.v- et ~ =" ~ + r d".. 

tlr (a,,)" d'r 
z = r ,dz et I =, iii + r d z'· 

Les trois equations du premie~ ordre donnent : 

x' +,y' + z' =,.. {(~:)" + . .c~.)' + (~;)"}. 
tLes:tmis!e..1IIIti .... msecODd~:do ... t : 

• 

"3 ~ (~;)" + (~;)' + (~:)' + r' {j~; + ~; +.~;} ; 
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152 THEORIE- DE LA CHALEUR. 

et mettant pour 

la valeur 1 , on a 

(~)' Cdr)" + (dr)" 
dz. + d:r dz 

dO l' dOr tI',. !l 

dz.· + tly +dz'=;;' 

Faisant les substitutions dansl'equation (a), on aura r equation 

dv K Cd"V 2 dV) 
. .' ;It = C.D d? +. r·d,. , 

qui est la meme que celIe de I' art. 114. . 

L' equation contiendrait un plus grand nombre de termes , 
si I' on ne supposait point que les molecules egalement 
e10ignees du centre ont recsu la meme ~mperature initiale. 

On pourrait aussi deduire de l'equation determinee (B), 
celles qui expriment r etat de la surface dans les equations par
ticulien;s , oil I' on suppose qu'un solide d'une forme donnee, 

• com~unique sa chaleur it l' air atmospherique; mitis Ie plus 
souvent ces equations se presenteni' d' elles - memes, et la 
forme en est tres - simple, lorsque les coordonnees sont 
choisies convenablement. 

SECTION IX . 
• 

Remarques Generales. 

. . 

La recherche des lois du mouvement de la chaleur, dans 
les solides ·consiste mainteliant a int6garer les equations que 
nous avons rapporwes; c'est l'objet de. chap~es suivants; 
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. CHAPITRE It. .51 
trous terminerons· celui-ci par des remarques generales sur 
la nature des quantites qui entre!)t dan$ notre analyse. 

Pour ~urer ces quantites et les exprimer en Dombre, 
on les compare it diverses sortes d'unites, au nombre de 
cinq, savoir: l'unite de longueur, l'unite de temps, celIe de 
la temperature, celIe du poids, et enfin !'unite qui sert it 
mesurer. les quantites de chaleur. On aurait pu choisir pour 
cette derniere unite l~ quantite de chaleur qui eleve un 

. volu~e donne d'uoe cettaine substal).oe , depuis la tempera
ture 0 jusqu'it la temperature I.. Le choix de cette unite 
serait preferable it plusieurs egards it celui de la quantite de 
chaleur necessaire pour ~onvertir une masse de glace d'un 
poids donne, en une masse pareille d'ea1.1, sans elever la tem
perature o. Nons n'avons adopte cette demiere unite, que 
pflr..ce qu' elle etait en quelque sorte nee d' avance dans 'pln
sieurs ouvrages de physique; au. reste, cette supposition 

. n'apporterait aucun changement da~s les resultitts du calcul. 
158. 

Les e1ements specifiques qui determinent dans chaque 
corps les effets mesurables ~e la chaleur, sont au n!,mbre de 
trois,. savoir : la conducibilite propre, la conducibilite rela
tive a I'air atmospherique, et la capacite de cbalell1' .. 
. Les.Dombres qui expri~ent ees quantites sont comme la 

pesanteur specifique--aut;ant de caracteres naturels pr~pres 
a111 diverses substances. 

N ous avons deja remarque, art. 36, que 1a condu~ilite 
de la surface serait mesuree d'une maniere plus exacte, si 
ron avait des observations suffisantes sur .les effets de la cha
leur rayonnante dans les espaces vides d'air. 

Dn pent voir, c0lD:me nous l' avo~~ annonce dans la p.re-
, 20 
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miere section du chap. I, art. 1 I, qu'il n' entre dans Ie 
calcul que trois coefficients specifiques lr., h, C; ils doivent 
etre determines par des observations, et nous indiqnerons 
par la suite les experiences propres ales faire connaitre avec 
precision. 

159' 
Le nombre C, qui entre dans Ie calcul, est toujours 

multiplie par la densite D, c'est-a-dire, par Ie nombr~ 
d'unites de poids qui equivalent au poids de l'unite de vo
lume ; ainsi ce produit C D peut etre remplace par Ie coeffi
cient c. Dans ce cas on doit entendre, par capacite specifique 
de chaleur, la quantite necessaire pour elever de la tem
perature 0 a la temperature 1 l'unite de volume d'une 
substance donnee, et non l'unite de poids de cette substance. 
aest pour ne pas s'eIoigner des definitions communes, que 
l' on a rapporte dans cet ouvrage la capacite de cb"aleur au 
poids et non au volume; mais i1 serait preferable d'employer 
Ie coefficient c tel que nous venons de Ie definir; alors il 
n'entrera dans les expressions analytiques aucune grandeur 
mesuree par funite de poids: on aura seulement a considerer, 
lola dimension lineaire x, la temperature 'V, et Ie temps t; 
,20 les coefficient c, h, et lr.. Les trois premieres quantites sont 
des indeterrninees, et les trois autres soot, pour cbaque 
substance, des elements constants que l'exphience fait con
nattre. Quant a l'unite de surface et it I'unite de volume, 
eUes n'ont rien d'absol~,et dependent de l'unite de longueu~. 

160. 

n faut maintenanf remarqu~r que 'cbaque grandeur inde
terminee ou con stante a une dimension qui lui est propre, et 
que les termes d'une meme equation ne pourraient pas etre _ 
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CHAPITI\E II. 
compares, iils n' avaient point Ie merooe:zpDIant tie dimension. 
Nons avpns introduit cetteconsideration dans la thool'ie de la 
chaleur pour rendre DOS definitions plus fixes, et servir Ii veri
fier lecalcul; elle derive des notions primordiales sur les quan
tites; c'est pour cette raison que, dans la geometrie et dans 
la mecanique, ·elle eqmv&Ut aux lemmes fondamentaux que 
lea Grecs BOOS ont laisses sans demonstration. 

101.· 
DaDS la theorie analytique de la chaleur, ·toute equa

tion (E) exprime one relation necessaire entre des grandeurs 
8ubsistantes :x;, t ~ 'V, c, h., le. Cette relation ne depend point 
du choix de l'unite de longueur, qui.de 81. nature eat contin
gent, c' est-&-dire que, si r oli prenait une unite ditiereme pour 
mesurer lea dimensions lineaires, l'equation(E) serait encore 
1a mlnne. SUPPQsons donc que l'unite de longueur soit 
changee, et que sa seconde valeur loit equivalente a Ia pre
miere, divisCe par m. Une quantite qu.eleonque tJII qui dans 

l'equation (E) represente une certaine lip a b, et qui, par
consequent, designe un certain nombre de fois l'unite de 
longueur, deviendra m:x;, alin de correspondre a la meme 

grandeur a b; la valeur t du temps et la valeur 'V de la tem
pe~ture ne seront point changees; il n'en sera pas de meme 

des elements specifiques 1, lc, c : Ie premier h deviendra ;, ; 

~ar il exprime la quantite de chaleur qui sort pendant l'unite 
de temps, de l'unite de surface a la temperature I. Si ron 
examine avec attention la nature du coefficient lc, t~l que 
nous raYOnS defini dans les art. 68 et 135, on reconnaitra 

qu'il ~yient !; car le·flux de chaleUr est en ~aison directe 

20. 

• 
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de l'etendue de la surface, et en raison inverse de Ia distance 
des deux plans in6nis (art. 72). Quant au coefficient c qui 
represente Ie produit CD, il depend aussi de l'unite de lon-

gueur et devient ~3; donc l'equation (E) ne doit subir aucun 

changement, si ron ecrit, au lieu de z, mx, et en meme 

temps~, h.,';, au lieu de k, h, c,'le nombre m disparaitra 
m m m 

de lui-meme apres ces substitutions: ainsi la dimension de 
z, par rapport a l'unite de longueur est I ; celIe de k est - I , 

celle de h est-2", et celIe de c est - 3. Si ron attribue it" 
ehaque quantite son ezposant de dimension, l'equation sera 
homogene, parce que chaque term~ aura Ie meme exposant 
total. Les nombres tels que s, qui representeraient des SUI'

faces (lU' des solides, ont la dimension 2 dans Ie" premier 
cas, et Ia dimension 3 dans Ie second. Les.angles, les sinus 
et autres Conctions trigonometriques, Ies logarithmes ou 
exposants de puissance sont, d'apres les principes du caIcuI, 
des nombres absolus qui ne changent point avec l'unite de 
longueur; on doit donc trouver leur dimension egale a 0, 

qui est celle de tous les nombre abstraits. 

Si l'unite de temps·, qui etait d'abord I, devient : ' Ie" 
" . 

nombre t sera 11, t, et les nombres z et 'V ne changeront 

. Les "m' k h Ie h Ai' I d' pomt. coe clents , , c seront -, -, C. DSI es Imen-
n n 

sions de z, t, 1.1, par rapport a' l'unite de temps, sont 
0, I , 0, et celles de k, h, c, sont - I , - I , o. 

Si I'unite de temperature eta it changee, en ·sorte que fa 
temperature I devint celie qui repond a un autre efTet que 
l' ebuUitioD de l' eau; et si eet effet exigeait une temperature 
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CHAPITRE II. 15r 
moi~dre, qui rut it celIe de l' ea,u bouillante 'dans Ie rapport 
de I au no~bre p; 1) deviendrait 'V p, x ett ~onserveraient. 

1 '1' 1 "ffi' 7-h . Icke. . eurs va eurs, et es coe clens f(, , C seralen t -, -, -. 
. . p p p 

Le tableau suivant representc les dimensions des trois" 
indeterminees et des trois constantes, par rapport it chaque 
80rte d'unite .. 

LOI!fGUBUB. DUBEB. TBMPiUTUBB. 

Espoiaa' tie .... ioa cle •••••• :11 1 0 0 

0 1 0 

-.. 0 0 1 

• 
La c:oDduc:ibilite ap4c:i4qv.e..... " -I - I -I 

La c:oadllcibilill! tie 1& .urlaee. •• AI -2 -I -I 

La c:apac:itC de c:1aaleR ••.••••• , e -3 0 -I 

Iff2. 

Si rOn conservait les coefficients C et D, dont Ie produit a
ete represente par c, on aurait encore a considerer l'unite· 
de poids, et ron trouverait que l'exposant de dimension, 
par rapport it l'unite de longueur, est -3 pour la den site D, 
et 0 pour C. 

En appliquant la regie precedente aux differentes equations. 
et a leurs transformees, on trouyera qu'elles sont homo
genes par rapport it chaque sorte d'unite, et que la dimen-· 
sion de toute quantite angulaire ou exponentielle est nulle. 
Si cela ntavait point lieu."; on aurait commis queique erreur-
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dans Ie calcul, au ron y aurait introduit des. expressions 
abregees. 
, Si ron choisit, par exemple, requation (b) de l'art. 105 

dv K tl" v "1 
dt=C.D·d:r -C.Ds' 

on trouve que, par rapport a I'uoite de longueur, la dimen
sion de chacun des trois termes est 0; qu' elle est I pour 
l'uoite de temperature, et - I pour l'unite de temps. 

_~2'\ 

. Dans l'equation 'V = A e III de l'art. 76, la dimen-
-sion lineaire de chaque terme est o. et 1'00 Toit que celle de 

l' exposani oX V ~ est toujours oulle, soit pour I'unite 

:lineairc, soit pour la duree ou la temperature. 
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CHAPITR.E I I I. , . 

PROPAG.~TI0l'( DE LA CHALEU!\ DANS UN SOLIDE 

RECTANGULAIRE INFIN[. 

SECTION PREMIERE. 

Exposition de la question. 

163. 

LEI questions relatives a la propagation uniforme ou au 
lDOuvement vane de Ia chaleur dans l'interieur des solides t 
sont reduites, par ce qui precede, a des problemes d'ana-· 
lyse pure,. et lea' progres de cette partie de la physique 
dependront desonnais de ceux que fera la science du calcul. 
Les equations differentielles qae nous avoDS demontrees, 
contienneDt Ies resultats principaux de la theorie, ellea 
.priment, de la maniere la plus generale et la plus concise, 
les rapports necessaires de l' analyse numerique avec une 
classe tres- eteodue de phenomcmes, et reunissent pour
toujours au sc~ences mathematiques, une des branches le8 
plus importantes de la pbilosophie naturelle. II nous reate 
maintenant it. decou~r l'usage que ron doit Caire tie ces 
equations pour en deduire des solutions completes et d'une 
application facile. La question suivailte ofl're Ie premier 
exemple de l'analyse qui conduit it ces solutions; elle noUs· 

• 
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t-60 THEORIE DE LA CHALEUR. 

a paru plus propre qu'aucune autre a faire connaitre les 
elements de la methode que nons avons suivie. 

• 164. . 
N ous snpposons qu'une masse soli de homogene est con

tenue entre deux plans verticaux B et C paralleles et infinis, 
et qu'on la divise en deux parties par un plan A perpen
diculaire aux deux autres (voy. fig. 7); nous allons con
siderer le~ temperatures de la masse B A C. comprise entre 
Ies trois plans iRfinis A, B, C. On suppose que r autre 
partie B' A C' du solide infini est une source constante de 
chaleur, c'est-a-dir~ que tous ses points sont retenus a la 
temperature I, qui ne peut jamais devenir moindre, ni plus 
grande. Quant aux deux solides lateraux compris run entre 
Ie plan C et Ie plan A prolonge, I'autre entre Ie plan B et Ie 
plan A prolonge, tous leurs points ont une temperature 
eonstante 0, et une . cause exterieure leur conserve toujours 
cette 'meme temperature; en6n les molecules du solide com .. 
pris' entre A, B et C, ont la temperature initiale o. La chaleur 
passera successivement du foyer A dans Ie solide B A C; dIe 
s'y propagera dans Ie sens de la longueur qui est infinie, et 
-en meme temps eUe se detournera vers Ies masses Croides 
B et C qui en absorheront une grande partie. Les tempera,": 
tures du solide B A C s'eleveront de plus en plus; mais eUes 
ne pourront outre-passer ni meme atteindre un maximum 
de temperature, qui est different pour les differents points 
de la masse. II s' agit de connaitre l' etat final et constant doot 

.l'etat ;ariahle s'approche de plus en plus. 
Si cet etat final etait connu et qu'on Ie format d'abord, il 

subsisterait de lui-meme, et c'est cette propriete qui Ie dis
tingue de ·tous les autres. Aiosi la questio~ actuelle coftSiste 
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CHAPITRE III. 

it determiner les temperatures permanentes d'un solide rec
tangulaire infini , compris entre deux masses de glace B et C 
et une masse d' eau bouillante A; la consideration des ques
tions simples et primordiales est un des moyens les plus cer
tains de decouvrir les lois des phenomenes naturels, et nollS 
voyons, par l'bistoire des sciences, que toutes les theories se 
sont formees suivant cette methode. 

165. 
Pour exprimer plus brievement la meme question, on sup

pose qu'une lame rectangulaire B A C, d'une longueur infinie, 
est echauffee par son extremite A, et conserve dans tons les 
points d~/cette base une temperature CODstante I, tandis que 
chacune des deux aretes infinies B et C, perpendiculaires a 
la premiere, est aussi assujetie dans tons ses points a une 
temperature constante OJ i1 s'agit de determiner qu'eHes doi
vent etre lea temper~tures stationnaires de chaque point de 
la lame. ' . 

On suppose qu'il ne se fait it la superficie aucune deper-
dition de chaleur, ou, ce qui est la meme chose, on considere 
un solide forme par la super-position d'une infinite de lames 
pareilles a la precedente; on prend pour l'axe des x la droite 
ox, qui partage la lame en "deux moities, et les coordonnees 
de chaque point m sont x et y,. entin on represente la lar
geur A de la lame par 21, ou,'pour abreger Ie calcul, par~, 
valeur de la demi -circonference. 

Concevolis qu'un point m de la lame soli de BAC, qui a pour 
coordonnees x ety, .ait la temperature actuelle 'V, et que les 
quantites'V, qui repondent aux diflerents points, soient telles 
qu'ilne puisse survenir aucnn cbangement dans les tempe
ratures, pourvu que celle de chaque point de la base A soit . 

21 
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,62 THEORIE DE LA CHALEUR. 

toujours I , et que les cotes 11 et C conservent d.ans tons leurs 
points la temperature o. 

Si ron elevait en chaque point m une cooI:donnee vertic ale 
egale a Iii. temperature 'V, on fol"mel"ait nne surface courbc 
qui 's'etendrait au-dessus de'la lame et se prolongerait a l'in
fini. Nous chel'cherons it connattre la nature de cette surface 
qui passe par une ligne param~le elevee au-dessus pe l'axe 
des y, a une distance egale it l'unite , et qui coupe Ie plan 
11orizontal , suivant les deux aretes infinies paralleles au x. 

166. 

Pour appliquer l'equation generale • 
dv K (d" 'V ,J' 'V d' 'V) 
dt = C.D fiz' + d".' + d z" '. 

on ,considerera que, dans Ie cas dont il s'agit, on' fait abstrac

tion d'une coordonnee z, en sorte que Ie term~ ~; doit 'etre 

omis; quant au prelnier membre ~;, ii s'evanouit, puis

qu'on vent determiner les tempemtures stationnaires; ainsi 
I' equation qui convient a la qaestion actuelle, et determine 
les proprietes de la surface courbe cherchee est c~He-ci, 

d'v ,J"'V 
dz" + ,J"." = 0 (a). 

La fonction de x ety, ,(x,.r) 'qui represente l'etat penna- -
nent du amide B A C, dolt 10 satisfaire it l' equation (a); 2Q de-

venir nulle Iorsqu'on substitue -'!. ~ ou + .! ~ au lieu de y, 
.:1 2-

queUe que soit d'ailleurs la valeur de x; 30 elle doit etre 
egale a l'unite; ai'l'on suppose :&=0, et si l'on attribue a:r 
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CHAPITRE III. 163 
, 

une valeur quelconque comprise entre - i ~ et + -i~. II faut . 

ajouter que cetie fouction 11 (x,),) doit devenir extrememcnt 
petite lorsqu'on donne a x nne valeur tres-grande, puisque 
toute Ia chaleur iOrt d.o sew foyer A. .' 

167. 
Afin de considerer la. question dans ses elements, on cher-

chera en premier lieu les plus simples fonctions. de :e et y ~ 
qui puissent satisfaire a l'equation (a); en5uite on donnera a 
catte valeur de 'V une expression plus generale, afin de rem
plir toutes Ie conditions enoncees. Par ce moyen la solution 
acquerra toute r etendue· qu' eIle doit avoir, et l' on demontrera 
que la question proP,Osee D.e peut admettre aucune autre 
solution. 

Les fonctions de deux variables se reduisent souvent a 
u'ne expression moins composee, lorsqu' on attribue a rune 
des variables ou a toutes les deux une vale~r infinie; c' est ce 
que I' on remarque dans les fonctions aIgebriques qui, dans 
ce ~88, ~uivalent au preduit d~un~ fonrtiQn de :J: par une 
fonc~on de y. N ous examinerons d' abord si I.a valeur de 'V 
pent etre. representee par un pareil pl'oduit; car cette fonc
tion 'V doit representer I'etat de la lame dans toute son 
etendue, et par consequent cehii des points dont la coor
donnee x. est infinie: On ecrira donc 'V=F x .fy, substituant 

dan~ l' equation a et designant" do J!~) par F' x et do if!) 
pa~ f' y~ on aura F" .. ,C;) + f~~') = 0; on pourra donc sup-

F" .2: • .r 
poser F":r = m et f: = - m, m etant une constante quel-

conque, et .comme on se propos-e seulement de trouver une 

21. 
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THEORIE DE LA CHALEUR. . . 
valeur particuliere de 11, on dedutra des equati6ns. prece-
d F -'mtx: entes x = e _ ,fy=cos. my . 

. 16~. 

- On ne pourrait point supposer que m est un nombre ne
gatif, et ron doit necessairement exc1ure toutes les va leurs 

particulieres de 'V, ou il entrerait des termes tels que emtx:, m 
etant un nombre positif, parce q'fte la temperature 11 ne peut 
point devenir infinie, lorsque x est infiniment grande. En 
effet la chaleur n'etant fournie que par la source constante 
A, it ne peut en parvenir qu'une portion extrelhement petite 
dans les points de l'espace, qui sont tres-eloignes du foyer. 
Le reste se detoume de plus en plus vers les aretes infinies 
B et C, et se perd dans les masses froides qu' elles terminent. 

L'exposapt m qui entre dans la fonction e -mtx: . cos. my 
n'est pas determine" et ron peut choisir pour cet exposant. 
un nombre positif quelconque: mais, pour que 'V devienne 

nulle en faisant.r=-; ~ ou.r=+; ~,quelle qu~ soitx, 

on prendra pour 1ft un des termes de la suite, I, 3, 5, 
7,9, etc.; par ce moyen"la seconde condition sera remplie. 

169. 
On formera 'facilement une valeur plus generale de 11, en 

ajoutant plusieurs termes semblables aux precedents, et ron 
• 

-tx: -3tx: 3 -5tx: 5 aura 11 = a e cos. :r + be cos.:r + ce cos.:r 

+ de -7 tx:. cos. 7':1' + . . . .. etc. ( b). II est evident que 
cette fonction 'V designee par f (~, :r) satisfait Ii ,l'equation 
d· 'V d" 'V 1. I d· . (+ I) II 
d--. + -d • = 9, et it a con Itlon f x, - a ~ =0. reste z y . 

.... 
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·CHAPITRB lII. 
a remplir une troisieme condition, qui est exprimee ainsi: 
f ( 0, y) = I , et il. est mfcessaire de remarquer que ce re
sultat doit avoir lieu lorsqu' on met pOUT y une valeur quel-

. I· IOn. conque, compnse. ~tre - i ~ et + i ~. ne peut en nen 

inferer pour les valeurs que prendrait la fonction f (0, y), 
si l' ~n mettait au lieu de y une quantite non comprise entre 

les limites -; ~ et + ;~. L'equation (b) doit donc' etre 85-

sujetie Ii la condition suivante : 

J =acos.y+ bcos. 3y+ccos. 3y+dcos. 7Y+ etc. 

C'est au moyen de cette equation qu..e ron determinera les 
coefficients a, b, c, d, . .. etc. dont Ie Dombre est infini. . 

Le ~econd membre est une fonction de y, quI equivaut Ii 
I'un~" toutes lea fois que la variable y est comprise entre 

- ; ~ et +' ; ~. On pouJTait douter qu'il existAt une pareille 

fonction, mais cette question sera pleinement eclaircie pal' la 
suite. 

170 • 

Avant de donner Ie ealcul des coetlicients, nons remar
querons l' efTet que represente chacUD des termes de la serie 
~ns l' equation (b). 

Supposons. que la temperature fixe de la base A, au lieu 
d'etre egale a I'unite pour tous ses pointS, soit d'autant· 
moindre que Ie point de la droite A est plus eloigne du mi
lieu 0, et qu'elle soit proportionnelle au. cosinus de cette 
distance; on connattra facilement dans ce cas la nature de la 
surface courbe, dont l'ordonnee verticale exprime la tempe
rature 'V ou If ( x, :r). Si l' on coup«? cette surface it l' origine 
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166 THEORI! DR LA CHALEUR. 

par un plan perpendiculaire it l' axe des x, la conrbe qui tflr
mine la section aura pour equation v = a cos.:r: les vaLeurs 
des coefficients seront les ·suivantrs : 

a=tfJ, b':'-fy, c=o, d=o, 

ainsi de suite, et l'equation de la surface courbe sera 

-x 
IV = a e . cos. y. 

Si ron coupe cette surface perpe~djculairementa. raxe ~ES 
y, on aura une Iogarithmique dont Ia convexite est tournee 
vers l'axe; si on la coupe perpendiculaitement It raxe des x, 
OD aura nne courbe trigo~ometrique qui toume sa coocavite 

II II· d u.. 1 e . d' v • vers axe., SUIt. e Ia que a lOnctlon dx' a touJ.onrs une va-

l . . n ...1_ d' v • ,. 0 eur pOSlUye, et que ce e w; -dy' est- toUJaurs n~ve. II 

Ia quantite de chaleur qu'nne molecule acquiert it raison de-8& 
place entre deux autres dans Ie sens des x, est proportionnelle 

it 'Ia valeur de :~~. (art. 123); il s' ensuit done que Ia mole

cule intermediaire re<;oit de celie qui la precede, dans Ie sens 
des x,' plus de chaleur qu'eIIe n'en eomui-unique 1i celie qui 
Ia suit. Mais, si ron considere cette meme molecule ('omme • 
placee entre deux autres dans Ie sens des y, la fonction 

~~~ etant negativ~, on voit que Ia molecule interm~diaire 
communique a celie qui 1& suit plus de chaleur qu' elle n' en :re
~oitdeceUe quiLl precede. II ar.riveainsi-qu.e l'excedent decha-
leur qu' eUe acquiert dans Ie sens des.:B, oompense exacter.Den\ 
ce qu' elle perd dans Ie seDS des.r, conma.e l' exprime l'equa-

Digitized by Goog Ie 

1 



; "::i TCH:APll'll~ ,Ill. ". • 167 

ti~ dd2_~,'4-•. dd' 1"=:O~ On' tatitia'tt ·mfts,.::la't-oute que ·.Suit la 
. :x: 'Y .' . 

'chalellr q,ui sort d~ foyer A. Elle se. prbpage da~s J Ie sens 
'd~~;x~,'~te~ ~~,~~,:te~r~"eile.s~ '~ecompose 'en 4~~ parties, 
'(font 'r~De'Se dirjge'v~rs' ~rie ,des aretes ;'tandiS que l'a~tre 
partie continue de s'etoigner ere l'origine, pour et~e' decom
pos4e! -~me\]a pR~d~flt.e ~t, ain,si de 'Suite a ,l'infini. La 
surfa<:e que nous coll$iderons .est eng~ndree, p~ la coufbe 
t~igorio~~~ri«w.e; qui _~Jpond 'n '1~ ];lase ~ \ et ~ se' meut perpen
diculairement .1i Fa;ie' ~es :x: e~ suryant )~e~: axe, p~nd'ant que 
~baculie, CIe . ses' or(loDD~eg decroit' it: rmfihl;' proportionne1-
lement aux puissances successives d'uBltim~inIe ,fractio'D~ . 

On tirerait des consequenc~ analogue~, si Jes tempera
ture$ fixes de la base A etaient exprime~s par-Ie tenne 

" . 'I ••• , ". -6\cos.· 3.r 'Oll"~ cos:: 5,. etc. ; 

et ron 'peut, d'ap~~ bela,. ~ rO~er:uDe idee e~acte dil mou
vement de 1a·' .chaleur darts !Ies cas plus: ge~raux; car on 
verra par la suite que ce, moa-Ve~ellt 6'e decOmpose toujours 
en une multitude de mouv~e~ts. eIem~ntair~,,. dont chacun 
s' accomplit comme s'i1 emit seul. 

", SB'CTION II., 

Premier exeiJeple tle r~ de, Jbies tl'igoiuJnWtriqan datu 
la tMorie J./a chaleur. 

171" 

Nous reprendrons mainteaant i' equation 

'I =6 COS.,. + h cos. 3,. + c cos. 5,.. + d cos. ,y+ etc., 

• 
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168 THEORIE DE-LA: CHliLEUR . • 
dans laquelle il fa~t d~terminel' lei roeflkients a,·b~.'C, d, etc. 
Pour que cette e~ation subsist~, il est. necessaire que les 
constantes satisfassent aux equations ~~~ l' ~n obtient par 
des differentiations successives; ce ,qui. 40Df:le Ies: ~ultatS 
suivants : . '.' . ; '.' 

I == a cos . .r+h .cos.3.r+ ccos.5j+ dc6s'7y+etc. 

0= a sin. y+3 b sin.3y+'5·csin. 5y'+.7 dsin: 7y+etc: 

o = ~ .~os . .r+ 3'b,cos. 3)-+ ·5'ccos. ~.r+ J'dc;os. :;.r+ etc. 
J ... ".. .. A 

'0.= a sin . .r"'!"' 3~~.c~.·.3.r+ ?~ccos.5J'.~.~14cos. 7.r+ etc., 

ainsi de suite a 1'infini.· I, 

Cesequations de.van~avoir lieu lorsque x==;o,:on aura. 

I =a+ b + . .c--t 4+. e,+.' /+8+'" etc .. 

o = a + 3" b .,f- q' ~ :+ l' d + !/ e + ~ 1°f + . .. .etc. 

0= a -=I- 3"b +~.c + ,'(1 T.g'e+ .. ~ etc.· 

0= a +36 b.+ 56c+ 7'd + ... etc. 

'0 = a +3' b -+ 5·c·+ ... etc. 

etc. 
-

Le nombre de ces equations est infini comme celui des 
indeterminees a, b, c, d, e .. '. etc. La question consiste· fA. 

.eliminer toutes leB inconnuea, excepte une seule. 

172 • 

Pour se former nne idee distincte du resultat de ces e1imi
nations, on supposera que Ie nombre des inconnues tI, b, c, 
d . .. etc. , est d'abord defini et egal ~ m. 'On emploiera les 
m, premieres equations seulement, en effa~t tousles ter,mes 

• 
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CHAPITRE III. 
ou se tronvent les inconnues qui suivent les m pr~mieres. Si 
1'0nfaitsuccessivementm=2, m=3,m=4,m=5,ainsi de 
suite, on trouvera dans chacune de ces suppositi~ns, les valeurs 
des indetermineef. La quantite 0" par exemple, recevra uoe 
valeur pour Ie cas de deux inconnues, une autre pour ~e cas de 
trois inconnues, ou pour Ie cas de quatre inconnues, ou succes
sivemtmt pour un plus grand nombre. II en sera de meme de l'in
determinee b, qui recevra autant de valeurs differentes que ron 
aura effectue de fois l' elimination; chacune des autres indeter
minees est pareillement susceptible d'une infinite de valeurs 
differentes. Or la valeur d'une des inconnues, pour Ie cas 
ou leur nombre est infini, est la limite vers laquelle tf>.ndent 
continuellement les valeurs qu'elle re~oit au moyen des cm
minations successives. II s'agit donc d'examiner si, it mesure 
que Ie nombre des inconnues augmente, chacune des valeurs 
a, b, c, d, ... etc. ne converge point vers une limite linie, 
dont elle approche continuellement. . 

Supposons que ron emploie les sept equations suivantes : 

1=0,+ b+ c+ d+ e+ f+ G 

o = a + 3' b' + 5" c + t d + 9" 'e + II" f + 13" G. 

o = a + 34 b + 54 C + 74 d + 94 e + 114 f + 134 g 
, ; 

o = 0,+3' b+ 56, c+7' d+96 e+ II' f+ 13' g 

o = a + 38 b + 58 C + 78 d + 9~ e + II a f + 138 g 

o = a + 310 b + 510 c + t° d + 910 e + I I'°f + 1310 g 

o = a + 313 b + 512 C + 7''" d + 912 e + I I U f + I3u g. 

22 
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Les six equations qui ne contiennent plus g, sont: 

13' =a(13'-IO)+ 6(13'-3°)+ C (13'-5')+ d(13'-t)+ e (13'-9')+ /(.3'-11') 

o =a (13'-1')+3' 6(13'-3')+5' c· (13'-5')+7· d(J3'--,')+9' II (13'-9')+ l1'f(. 3'-1 I') 

o=a (13'_1')+54 b(13'-3')+54 c(J3'-5')+7' d (13'-")+94 e(13'--9')+1I4f(13'-II') 

0=a(13'-I')+38 b (13'-3')+58 c(r3'-5')+,' d(13'-7')+9d e(13'-9')+II'/(13'-II') 

0=0 (13'_1')+38 6(13'-3')+5' c(13'-5')+,' d(13'-,')+9' e(1 3'-9')+ lI'f (13'-11') 

0=a(13'-I')+3'0 6 (13'-3')+ 5,0 c(13'-5')+7'° d(13'-")+9'0 e (13'-9')+' I ,Of (I 3'-k I'). (r' 

En continuant r e1imination, on obtiendra l' equation 
finale en a, qui est : 

tZ (13'-1~ (11'-1') (9'-1') (,'-I') (5'-1')(3'-1')= 13'.11'.9°.,'.5°.3'.1'. 

173. 
Si ron avait employe un nombre d' equations plus grand 

d'une unite, on aurait trouve, pour determiner a, une equa
tion analOgUe a la precedente, ayant au premier membre un 
facteur de plus, savoir: 151 _1', et au second membre 15', 
pour nouveau' facteur. La loi a laquelle ces differentes va
leurs de a sont assujeties est evidente, et il s'ensuit que la 
valeur de a, qui correspond a un nombre in.6.ni d'equations, 
est exprimee ainsi: 

3.3 5.5 ,., 9.9 11.11 13.13 ou a = -0- ._._0 __ ._ ... etc. 
2.4 4.6 6.8 8.10 10.12 12.14 

Or cette demiere expression est connue et, suivant Ie 

theoreme de Wallis, on en conelut a = ~. II ne s'agit 
~ 
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CHAPITRE III. 
done maintenant que de connaitre les valeurs des autres 
indeterrninees. 

1.74. 
Les six equatioD& qui reatent "prel l' elimination de g 

peuvent etre comparem au. six equations plus simples que 
ron aurad: employees, s'il n'y avait en que six inconnues. 
Ces dernieres equations difterent des equations (c),. en ce 
que, dans celles-ci, les lettresf, e, d, c, b, a Be ueuvent 
multipliees respectivement par les facteurs 

13"-11' 13'-9" 13'-t 13·-5' 13"-3" 13"-1" 
13" '-I~ , 13- ' d' , .3" ,. .3' 

n suit de la que si on avait resolu les six equations 
lineaires que l' on doit employer dans Ie cas de six ind6ter
minees, et que ron eit caicuIe la valeur de chaque inconnue, 
il serait facile d' en conclure la valeur des indeterminees de 
meme nom, correspondantes au eas ou ron aurait employe 
sept equations. II suffirait de multiplier les valeurs de f, e, 
d, c, b, a, troD~ dans· Ie premier cas par des facteurs 
connus. II sera aise, en general, de passer de la valeur de 
l'une des quantites, prise dans la supposition d'un certain 
nombre d'equatioDS et d'inconnues, Ii la valeur de la meme 
quantite, prise dans Ie cas ou il y aurait une inconnue et 
une equation de plus. Par exemple, si Ia valeur de f trouvee 
dans l'hypothese de six equations et six inconnues, est repre
sentee par F, celIe de la meme quantite prise dans Ie cas d'une 

inconnue de plus, sera F. Ij"::u'· Cette meme valeur, prise 

dans Ie cas de hwt ineonouel>, sera, par la me.e rai~D, 

r3'· 15-' 
F. IF-II" 15"-u' 

.22. 
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et dans Ie cas de neuf inconnues, elle sera 

ainsi de suite. Il suffira de meme de connattre la valeur de b ~ 
correspondante au cas de deux inconnues, pour en conclure 
celIe de Ia meme lettre qui correspond au cas de trois, 
quatre, cinq inconnues, etc. On aura seulement a multiplier 
eette premiere valeur'de b par ' 

5' " 9' II' 
52 -3" ,'-3"' 9'-3'· 11'-3'· .. etc. 

Pareillement si l' on connatt la valeur de c pour Ie cas de 
trois inconnues, on multipliera eette valeur par les facteurs 
successifs 

" 9' II' 
7,'-5"' 9'-5" 11"-5"' .. etc. 

on calculera de meme la valeur de d par Ie cas de quatre 
in~onnues seulement, et on multipliera cette valeur par 

9' Ii.' J3' , 15" -- . . ... etc. 
9"-5" 11'-," 13'-,' 15'-,' 

Le calcul de la valeur de a est assujeti a la meme regIe, car 
si on prend cette valeur pour Ie cas d'une seule incoDDue, 
et qu'on la multiplie successivement par 

3' 5' " 9' 
~. 5'-1" ,'-1" 9'-1"' 

on trouvera la .valeur finale d~ cette quantite. 

175. 
La question est done reduite a determiner la valeur de a 

dans Ie cas d'une inconnue, 'a valeur de b dans Ie cas de 
deux inconnues, celIe de c dans Ie cas de trois inconnues, et 
ainsi de suite pour Ies autres inconnues. 
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CHAPITRE III. 
II est facile de juger, it l'inspection seule des equations et 

sans aucun calcul, que les resultats de ces eliminations suc
cessives doivent etre 

- I" 3" 
c = 1--5'· 3"- 5" 

, 'I" 3" 5" d=-·_·--1"-," 3"-1 5'-,· 
I" 3' 5' " e - - .--,--.--. 

- 1'-9' 3'-9' 5'-9" ,'-9" ' 

176• 
II ne reste qU'a multiplier les quantites precedentes par 

les series des produits qui doivent les c~mpIeter et que nous 
avons donnes (art. 174). On aura en consequence, pou~ les 
,valeurs finales, des inconnues a, b, c, d, e ,f, etc., les ex-
pressions' suivantes : ' 

I" 5' ,", 9° II" 

b = 1'-3" 5"-3.','-3,'9'-3,'11'-3' etc. 

I" 3' " 9" ll' C = -. ,_.-. etc. 
1'-5' 3'-5' ,'-5° 9'-5' JI'-5· 

I' 3" 5" 9' II' d=-,--,-_. --. etc 
1':-," 3'-,' 5'-,' 9'-," 11'-," ' 

e=~'~,~,~, II". 13' etc 
1"-9' 3"-9" 5"-9' ,'-9' 11'-9' 13'-St . 

I' 3' 5' ,', 9° 
f = 1'-11" 3'-11" 5'-11",'-110 • 9'-11" 

13' IS' 
-=--""!' ' etc 
I~-Jl' 15°-II' . 
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17-1 THEORIE DE LA CHALEUR. 
3.3 5.5 ,., 

oua= + [, 2.3 ~ 4.6' 6.8 etc. 

b--~. 5.5. ,., . 9·9 etc 
- 2.4 2.8 4.10 6.12 . 

1.13.3 ,., 9.9 1 1.11 tc c-+-·-·-_·- .-- e - 4.6 2.8 1.12 4.14 6.16 . 

d 1.1 3.3 5.S 9·9 11.11 13.13 ---.--. -.--.--. --etc - 6.8 4.10 2.12 2.16 4.18 6.20 • 

1.1 3.3 5.5 ,., 11.11 13.13 15.15 t e-+--·--·--·-· --·--·--ec - 8.10 6.12 4.14 2.16 2.20 4.22 6.24 . 

f--~'~'i:.!. . .2..:1.. 9·9 . 13.13. 15.15. 1,.1, etc 
- 10.12 8.14 6.16 4.18 2.20 2.24 4.26 6.28 . 

-La quantite ; ~ ou Ie quar-t de la circonfereoce equivaut, 

suivant Ie theoreme de Wallis, it 

2.2.4.4.6.6.8.8.~.~.r4.14ek 
1.S 3.5 5., ,,/·9 9.11 n.13 13.15 . 

Si ron remarque maintenant queUes. soot, dans les valeUr! 
de a, b, c, d, e, etc., Ies facteuPS que ron doit ecrire au 
numerateurs et aux denominateurs, pour y completer la 
double serie des nombres impairs et des nomhres pairs, on 
~rouvera que les facteurs it suppIeer sont : 

pour b 
3.3 
'"6 
5.5 pourc 10 

pour d 1.:2. 
J4 

pour e 9·9 
18 

pourf~ 22 

~ a= 2. 
2 

b -2. 3S~ 
2 

C = 2. 5 w 
et Yon ell conclllt 

d--fJ. -!. 
,~ 

2 
e = fJ. -

9~ 

fi -2.~ 
II'!: 

Digitized by Goog Ie 

1 



CHAPITRE III. 

177· 
C' est ainsi qu' on est parvenu a effectuer entierement lea 

eliminations et a determiner les coefficients a, b, c, d, etc., 
de I' equation 

I=a cos.x+ b cos. 3 31+ c cos. 531+ d cos. 731+ e cos. 9 x, + etc ... 

La substitution de ces coefficients, donne I' equation. 
suivante : 

~ I 3 J 5 J 
"'i =cos.y- 3 cos. Y+"5 cos. y- - cos., y 
.. . 7 

I J 
+ - cos. 9.r- - cos. I1y+ etc. 9 II 

Le second membre est une function de y, qui ne change 
point de valeur quand on donne a Ia variable y une valeur 

comprise entre -;. '2ret + i ,:. Ifserait aise de prouver que 

cette serie est toujours convergerite, c'est-a-dire que, en 
mettant au lieu de.r un nombre queiconque, et en pour
suivant . Ie calcul des coefficients, on approche de plus en· 
plus d'une valeur fixe, en 80rte que Ia difference de cette 
valeur a la somme des termes ealcuIes, devient moindre que 
toute grandeur assignable. Sans nons arreter a cette demons
tration, que Ie lecteur peut suppteer, nous ferons· remar
quer que la valeur fixe, dont on approche continuellelDent, 

est ~ '2r, si la valeur attribuee a l' est comprise .entr.e 0 et 
I • '11 I. • I 3 2 '2r, mals qu e e est - 4 ~, 8i Y est comprIse entre 2 '2r et 2'2r ; 

car, dans ce second intervalle, chaque terme de la serie 
change de sigue. En Seneral Ia limiw de la serie est alterna
tivement positive et negative; au reste, la convergence n'est 
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176 THEORIE DE LA CHALEUR. 

point assez rapide pour procurer une approximation facilft, 
mais eUe suffit pour la verite de l'equation. 

i78. 
L'equation 

1 3 1 5 1 :r = cos. x - '3 cos. x + 5 cos. x - 7 cos. 7 x + etc. , 

appartient a une ligne qui, ayant x pour abcisse et y pour 
ordonnee, est composee de droites sep4rees dont chacune 
est param~Ie it l'axe et egale a la demi-circonference. Ces 
paralleIes sont placecs alternativement au-dessus et au-des-

SOllS de l'axe, a la distance i 'Ir, etjointes par des perpendicu

laires qui font elles-memes partie de la ligne. Pour se former 
une idee exacte de la nature de cette ligne, il faut supposer -
que Ie nombre des termes de la fonction 

-I 3 1 5 cos. x - '3 cos. x + 5 cos. x - etc. 

reti0it d'abord une valeur determinee. Dans ce derner cas 
requation 

- 1 1 :r = cos x - "3 cos. 3 x + 5 cos. 5 x - etc. 

appartient a nne Iigne -courbe qui passe alternativement 
au-dessus et au-dessous de l'axe, en Ie coupant toutes les 
fois que l'abcisse x devient egale a l'une des quantites 

J 3 5 
-0, ± - 'Ir, +- - 'Ir, ± - 'Ir. etc., 

2 2 2 

, -
a mesure que Ie nombre des termes de l'equation augmente, 
la courhe dont il s'agit tend de plus en plus a se confondre 
avec la ligne precedente, composee de droites param~les et 
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CHAPITRE, III. 177 
de'drOites' perpendiculaires; en sorte 'que cette ligrie est 1& 
limite des differentes courbes que ron obtiendrait eft 
augmentant successivement..le nombre des, termes. 

, SECT,rON III. 

179· 
On peut en'ri:sager, ces- memes equations SOllS un _~utre 

point de' vUe, et demon~rer imuie~iaiemeni l' eqUation 
. . .. ~ 

~ J 3 15 1 1 4=cos.,x-3cos. ,x +scos. ,x-,cos. 7,x +9cos·9,x-etc. 
, . 

Le cas ou :x: est nulle se verifie par la serie de Uibnitz, 

~ = I - ~ + ~ ~ ~ '+' ! - -etc. ' 4 ,3 5 7 9 

Ensuite on supposera que Ie nombr~,des.termes de la serie 

, J 1 .' 1 
cos. :x: - 3 cos. 3 :x: + '5 cos. 5,x - - c~s. 7 :x: + etc. 

, I ' 7, ' 

au lieu d' etre infini es~; d~~J1IliJl~ _ e~ eg~l it m. On conside-. 
rera la valeur de cette suite finie comme une fOllction de :x: 
et de m. On reduira. la valeur-de la fonction en une serie 
ordonnee suivant les puissances negatives de m,' et ron 
reconnaitra 'que cette valeur approche d'autant plus d'etre 
constaBte, et independ~te de ,x) .qu,e' m est un. plus grand 

... . •. t. \ _ _.' . •. • 

Dombre. :, 
' ... I· ••• '" '. 1 

Soity la fODction cherchee qui est donnee par l'equation; 
, . 

1 3 ·1 5 I'" 1 y=cos':»--3cos. x + -;sCOI. IIJ,..-cos. 7~ + .... + cos. !l.m-I x, a • 7 ~m-l 

.23 
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178 THEO]UE -:0£ LA CH!LEUR. 
Ie nombre, m des ,termes etant suppose pair. Cette equation 
differenaee par rapport a :x, donne . 

, , 

dy. . 3 . 5 . - dz=sm. x-sm. x + sm. x- sm. 7 x .... 
. + si[lJ.Q·m.-3.x-sin . .2 m- I.X; 

en multipliant par -ssin. '2 x, on". ' 

dy . .. . 3 ,- . 
-.2 d- sm. 2 x = .2 SID. X. SUl. .2 X - .2 SID. X • sm • .2 oX 

:x: ' 

+ .2 sin. 5 oX. sin. 2 X • • ~ + ~ sin. 2 m - 3 x' sin. ~ x 

- .2 sin. 2 m - I X. sin .2 oX. ' 

Chaque terme du second membre etant remplace par'la dif
ference de deux cosiD1~, on en conclura : 

-2 ;~ sin. ~,x-----:- ,CGS. (....:.~) - ~Ol. ~ oX :, -

, - cbs. x'+ cos. 5 'x 

" +'cos: 8;1:~~o.s. 7 ~ 
- oos. 5 x,"",:" cos. 9 x 
+ C6S. 7 x-cos. I I X 
" . . 

I' .,. ~,J.lt.············· 

................... 
, + cos . .2m....!-'5x-cos . .2m-lx 

-cos . .2m-'3x + cos. 2m + I X. 

, , 

Le seeond·membre se reduitacos. 2'm+1 x-COS . .2Jn-IX 

au -.2 $in . .2 m x.sin. x; done 

_ IJ(d sin.2mz) y-- :».--. 
2, 'ooe...:I: 
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CHAPITRE lit. 
.,80. 

On integrera Ie- secoad: lPembre par ~,. In diSlin
guant dans l'integraIe Ie facteur sin. 2 mx. d x, qui doit etre 

integre su~euivement~ et Ie facte~r ~ ~ Sec. x que ron . cos. :x: 

doit differe.aer succeaSivemeDt; desig~aRt let .Itats de 
ees di:fie~ par. SitJe.' ~ J .let.· :J), sec. U/ 3; I •• " e~" 00 

. I· 
aura2y=oonst. - -' ·C9s.2'mz.see.~ 

. 21D 

I. /' I " + --;--; SID. 2 m x sec x -- -2-2 cos. 2 m x sec. 3; + e.I;C. 2.m 2.m. 

ainsi ·Ia nleur de you, . 

I. 3 I 5 I I , cos. x--3cos. z +o:eo8s . .l)---OOs.1r1: .... + coa.~m-I-1', 
'} 2m-I 

qui est une fonction de :It et m., 5e trOUl'e exprimee par une 
serie in6nie; et il est manifeste' que plus Ie nombre m aug
mente, plus la' valeur. de y approche de .celle de la con~ 
stante. C'est pourquoi, Iorsque Ie nombre m est infini, Ia 
fonction y a une valeur determinee qui 'est toujours Ia 
meme, queUe que soit Ia valeur positive de z, moindre 

que i~. Or, si ron suppose l'arc x nul, on a 

I I ,I I . 

Y == I - "3 + 5 -7 + 9 - etc., 

.,. 'I.. I D .1 ' I I qw eqUlvaut a 4 ~. onc on aura g~nera ement 4 ~ = cos. x 

'- i cos.3x + g cos. 5 x - ~ cos. 7 x +! cos. 9 x-etc. (b). 
. '}. 9 

. . ' 23. 
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180 THEORIE DE .LA CHALEUR . 
. 181. 

S· d ,. I ~ 
1 ans eette equab9n on suppose 31=; . i on.trou~ 

~ I J J J J J I 
-V- =, + 3- --5-- + -+ --,--+ ... etc. 
2 • , . 9 II 1.,. 15 

En donnant Ii rare x d'autres valetirs particulieres, on trou
vera d'autt't's series, qu'il est inutile ·de rapporter, et dont 
plusieurs ont deja ete p:uhhees dans les ouvrages d'Euler. 
Si on multiplie l' equation (h) par d x, et que l' on integre, 
on aura· 

~Z'. I • 3 J " 5 J. -;r = SlD. x - 30 sin. x + 50 SlD. 31 --;;810. 7 x -f:" etc .. 

En faisant d~s c~ derniere equation x=; ~., on trouve 

J • I I J I 
8 'K = 1 + 30 + 5" + ,. + ~ + etc., 

serie deja connue. On pourrait enumerer Ii l'infini ces cas 
particuliers; mais il convient mien a l'objet de cet ouvrage 
de determiner,. en suivant Ie meme proeede, les valeurs 
de diverses series formees de sinus ou de cosinus, d' arcs 
multiples. ' 

182. 

So· . I • J • 3 J. 4 
ItY=SlD. 31-; SlD. 2X+ 3 SID. X-4S1~. z .... 

I • r • +- SlD.m-1 X--SID. m31; 
m-I m 

m etant un nombre pair quelconque. On tire de cette equation 

~ ~ = cos. x - cos. 2 X + cos. 3 x - cos. 4 x . ...... . 

+ cos. m - 1 X - cos. m X; 
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CHAPITRE III. 
multi pliant par 2 sin. x, et rempl~ant chaque tenne. du 
second· membre par Ia difference de deux sinus, on aura: 

~si~. ~~~~sin.~-sin.~ 
• • I 

-SID. 2 x+ x + SID • .2 x-x 

+ sin. 3 x + x - sin. 3 x - x 
............................. 

. . ............................. 
+.sin. (m-I x-z)-sin. (m+ I X-:11) 

-sin. (m:11 + X ) + sin. C m :11-x); 

et, en reduisant 

. ay. .. . C ) 
~ sm. :l1 d:t: = sm. x + SID. m :11 - SID. m :11 + X , 

1 Ho '1' °C ) °C 1 I) a quanute SID. mz--:-sID. m:11+x OUSID. mx+; :11-;X 

. • C I. 1 ) -sm. mx+-z+-z 
. :l . 2 

" 1. • r- C .I} - d eqmvaut i:& - 2 'sm - :11. cos. mz + - z ; on a one 
2 2 

• r-
ay I sm. ; a: I 

d-=--. cos. (ma: + - x), 
:K: 2 SlD. X 2 

on en conclut 

f cos. (m x+.! x) 
1.3 . 2 y= -:c- ",:c. ° 
2 J 

.2 cos. -:11 
2 
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182 THEORIE DE LA CHALEUR. 

Si ron integre par parties, en distinguant Ie fact~ur 
~.;~, 

I 

ou sec. ; x, qui doit etl'e succes~ivement _ differencie, et Ie 

facteur cos. (m x + ; x) que ron integJ!el'a pluaieurs fois de 

suite, on formera une serie dans laquelle les puissances de 

m + ; entrent aux de~omin~teu~. Qu~~t It la cons~te, elle 

est nulle, parce que Ia valeur de y commenc£. avec celle de x. 
11 suit de III que la valeur de Ia suite. finie 

• I. 1'3 "5 I. I. 
~m. x - - sm. 2X + -3 sm. x- -5 sm. x + -SID. 7x ... - - SID. mx, 

2 ']. _- . m 

diff'ere exuemement peu de ;_ x, lorsque le' D~mbre des 

termes est tres.grand, et si ce Dombre est infini, on a l'equa
tiOD deja conDue 

I • I • I. 3 1.- 4 I. 5 ;.17=StJl,X-;sm.2.J:+aS1n. X-:(SID. x+ssm. x-etc. 

On pontrait ainm deduire de cette derniere sene, celie que 

nons avons dOJ)nee plus haut pour la valeur de ~ 'Ir. 

183. 
S ·· I I 4 I 6 OIt mamtenant.r = ; cos. 2 X - 4 cos. x + 6 cos. x .... 

I 1 + . cos. 2 m-2x-- cos. 2 m x. 
2m-2 2m 

Differenciant, multi pliant par 2 sin. 2 x, substituaot lea dif
ferences de cosinus et reduisant, on aura: 

tly tan sin. -2 m+ I ~ 
!ATz =- g. X + cOS • .:J: 

~ 
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CHAPITRE III. 

d ' d sin. 2 m+ [ z 
ou 2Y=C-/ xtang.x+/ X" OOS.Z • 

integrant par parties Ie dernier terme du second membre, et 

supposant m infini, on a y = C + i log. cos. x. Si dans 

I'equation 

~ 14 1 6 18 Y = 2 cos. 2x-4eos. x + 6 cos. x-s cos. x + ... etc. 

on suppose X Dulle, on trouve 

I I I I Ito 
.y= 2 - 4 + 6 - 8 + ... etc. = 2 g. 2; 

donc y = ; log. 2 +; log. cos. x. On parvient ainsi it la 

serie donnee par E~ler : 

I J) I 13 14 og. (2 CGa. i X = cOS. x -;' cos. 2 X + 3 cos. x-4COS.. X + etc. 

184 . 
. En appliquant Ie ,m~me;procede it I'equatiOD 

• I. 3 I. 5 I. :r = SID. X + '3 SlD. X + '5 sm. x + -SlD. 7 x + etc., 
, '] . , 

9n trouvera Iii sene suivante, qui n' avait pas ate Il8mar-, 
quee, 

I. 1'3 "5 I. I. 
4~=SlD.X+ 35m• x+ '5 sm~· ~+ ,sm. 7x+ gSlD. 9x+etc. 

n faut observer it I' egaro de t~utes ces 'Sertes, que -Ies 
equations qui en sont (ormees n'ont lieu 'que lorsque la' 
variable x est comprise entre certaines limites. C' est ainsi 
que la ronction . 
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184 THEORIE DE LA CHALEUR. 

I . . 1 I . 
cos. x - 3" cos. 3 x + 5 cos. 5x-7 cos. 7 x + etc. 

n'est equivalente a i ~, que si la variable x. est co~tenue 

entre les limites que nons avons assignees. II en est de meme 
de la serie 

• I. 1'31'41'5 SlD,·X-;SlD.2X+ 3 SlD. X-4SlD. X+SSlD. x-etc . 
• 

Cette suite infinie, qui est toujours convergente; donne'la . 

valeur'!" x toutes les fois que rare x ef't.p1us grand que 0, 
2 . 

et ~oindre que ~. Mais eUe n'equivaut pins a.!. x, si l'are 
. . 2 . 

surpasse ~; eUe a au contraire des valeurs tres-difl'~rentes . , . 

de ; X; car il est evident que d~ns l'intervalle de x= ~ a 
Z=!l1t', la·fonction 'rQprend avec Ie signe contraire toutes lea 
valeurs qu'eUe avait eues dans l'intervalle preeedent, depuis 
x= 0, jusqu'a x=~. Cette serie est connue depuis long
temps, mais l'analyse qui a servi a la decouvrir R'indique 
pas pou~quoi .Ie resultat ·ce~e d' avoir l~eu lorsque ,lao variable 
surpasse ~. 

II faut done examiner attentivement I~ methode que nOllS 
venons d'employer etychercher l'origine de cette limitation, 
a laquelle les series trigonometriques sont assujeties. 

; . 185. " 

:: PQQr y. parvenir.,.il s.u~t de consi~~ que les yaleurs 
e:lpriniees·par.le~ sJ,J.ites ;nfinies, n~ soot connues, avec une 
entiere certitude, q~e dans les cas on ron peut assigner lea 
limites de la somme des termes qui les completeDt; iI· fa}1t 
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" CHAPI'rRE II. 185 
donc supposer qu' on emploie les premiers termes seule
ment' de.ees suites et trouver lea limites entre lesquelles Ie 
~ste est compris. 

NODS appliquerons cette remarque it l'equation 

1 3 I" 5 I' cos.2tn-3z 
.r=cos. x-3 cos. x +Scos. 3:-, cos. 7x ... + 2m-3 

COS. 2 m-Iz 

2111-1 

Ie nombre des termes est pair et ripresentf:i par mj on en 

d..!..l • ,. d y .in. 2 In Z d" I' 
~Ult eette equation 2 dz = cos. z, ou on pent 

~ 

tirer la valeur de .r, en intc~grant par parties. Or, l'integrale 
fu.v d x pent etre resolue en une serie composee d'autant 
de termes qu'on Ie voudra, u et v etant des fonctions 
de x. On peut ecrire, par exemple : 

fu.'Vdx=e+.u/ vaz-:V-axf vdx+ :;Iaxfdxf,»dx 

- f (a C::.) f d x f d ~ j va x), 

equation qui se verifie d'elle-meme par la differentiation. 

En designant sin. 2 m:c par v et sec. x par u, on trouvera 

I I ,. 2:r = c - - sec. x cos. 2 mx + -;--; sec. x SlD. 2 m x 
2m 2m 

I • sec." z + :T-=i seC. x COS. 2 m X - f(t! s s' COS. !l mx} 2.m . 2.m 

186. 
Ils'agit maintenant deconnattre Ies limites entre lesquelles 

. est comprise l'integrale ~ f( d (sec.") cos. 2 m x) qui com· 
2.m 

~ 
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186 THEORIE DE LA CHALEUR. 

plete la suite. Pour fonner cette integrale iI faudrait donner 
a. rare x nne infinite 'de valeurs, depuis 0, tenne on l'inie
grale commence, jusqu'a x, qui est la valeur finale de l'arc, 
determiner pour chacune des valeurs de z celles de la difTe
'rentieUe d (sec: x), et celie du facteur cos. 2mx, et ajouter 
tous les produitS partiels :, or Ie fjlcteur variable cos. 2 m :J: 

est necessairement une fraction positive ()u negative: par 
consequent l'integrale se compose de la somme des valenrs 
variables de la differentielle d (sec." x), multipliees respec
tivement par des fractions. La valeur totale de cette inte
grale est done moindre que la somme des differentielles 
d (sec." x), prises depuis x =0 jusqu'a :x, et eUe est plus 
grande que cette meme somme prise negativement: car, 
dans Ie premier cas, on remplace Ie facteur v~riable cos. 2 mx 
par la quantite constante I, et dans .Ie, second cas on 
remplace ce facteur par - I : or cette somme des differen
~ellp d (sec". x), ou ce qui est la meme chos~, l'integrale 
f d (sec: :x), prise depuis x=o, est sec." x-sec." 0; sec." x 
est nne certaihe fonction de x, et sec." 0 est la valeur de cette 

, fonctioIi, prise en supposant l'arc x nul. 

L'int6grale cherchee est done comprise entre 

+ (sec." x-sec." 0) et- (sec." x-sec." 0); 

c' est-a.-dire, qu' en representant par lc une fraction inconnue . . ,. .. . 
posItive ou negatIve, on aura touJours 

f ( d ( sec." x) cos. 2 m x) == lc (sec." x - sec." 0 ). 

On parvient ainsi a. l' equation 

Digitized by Goog Ie 



CHAPITRE II. 

'~ 'I • 
:ay= c- - sec. 3: cos. !l m 3l + -;-;. sec.' x SID. !l m z. 

2m ' 2 In , 

. I" K(",,) + ~ seC. 3: COS. !l m 3: + --;-; sec. 3:-sec. 0 , 
2 m ,2 In 

dans laqu' elle la qua' ntite h (sec." 3: - sec." 0) exprime 
rA • m 

e~a('tement la somme de to~ les derniers termes de la serie 
infinie. 

18, .. 
Si l' on eat cherche de\lX tt:nnes seuleDlent, on aurait eu 

l'equation 

. I' I I • 
2Y· 0-- sec.:Zcos. 2mz + -;-; see. 3J SID. 2 m:Je 

211' 2 In 

K (' I ). ,+ ..... sec . .1:-SCC. 0 
sm 

11 resu1te de .Ill que ron' ,peut developp~ la v.aleur de y e~ 
Rutant de termes que l'on voudra, et ~~im.er eX4cte~eDt 
Ie reste de la serie; on trouve ainsi cette suite d'equations : 

. I +K. '. 
2;Y=C--. sec. x .cos. !l m x -.-. (sec. x-sec. 0) 

2m ' 2.m 

I 'I,' • ' :a'V=c---sec. 3: cos. !lm3:+ -,-.sec. 3: SID. !lm.z ., 2m, 2 m ' .. . . 

+ 2'~" .( ~ec.' ;C - sec. 0). 

I I'. ' . 
,2 ", = C - ~ sec. :z: cos. !l Ttl, 3: + -;-; sec.4 x SID. !l' m 38 

J 2m 2 m 

I II" K( I' ") + --r-i see. 3l cos. !l m 3: + -," -; sec. 3l - sec. 0 • 
2 In .' 2 m . 

Le nombre K qui entre dns ces equations n-est pas Ie m~tDe 
pour: tdutes , ~t il ~ Ire~Dte dans ehacune uile certaine 

24. 
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quantite qui est toujours comprise entre I et - I.m est 
egal au nomhre des termes de la suite 

[ 3 I 5 I cos. x-3:- cos. x + -5 cos. x ... - , cos. 2m- I:t:, 
2m-I 

dont la somme est designee par y.' 

188. 
On ferait usage de ces equations, si Ie nombre m etait 

donne, et quelque p'nd que rut ce ~ombre, on pourrait 
determiner aussi exactement qu'on voudrait, la partie va
riable de la valeur de y. Si Ie nombre m ~st infini, comme on 
Ie suppose, on considerera la premiere equation seulement; 
et il est manifeste que les deux termes qui sui vent la con
stante, deviennent, de plus en plus petits; en sorte que 2 y 
a dans ce cas pour valeur exacte lit con stante c,. on deter
mine cette con stante en supposant x=o dans la valeur de 
:r, et I' on en conclut 

II est facile de vo~r maintenant que Ie resultat a neces-. '. 

~irement lieu, si rarc ~ est moindre que i 'Ir. En effet, attri-

buant it cet arc une valeur determinee X aussi voisine de 

;- 'Ir qu' o~ vou~~a Ie supposer, on pourra toujou~ donner .a 
. K.' 

m une valeur si grande, que Ie terme - (sec. x - sec. 0) 
. __ 2 m . 

qui complete la serie, devienne moindre qu'une quantite 
quelconque; mais l' exactitude de .cette conclusiq~ est fondee 
sur ce qu~ le terme sec. x' n~acquiert poin~ upe vaieuI: qui 
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, . 

excede toutes les Ii mites pOssibles, d' on il suit que Ie meme 
raisonnement ne peut s'appliquer au cas on rare x n'est pas 

. d I 
mOlD re que ;~ . 

. On fera usage ,de la meme analyse pour les series qui 

expriment les valeurs de !.:I:, log. cos. x, et fOR pourra dis.-
. t.I . 

tinguer par ce moyen les limites entre lesqueUes la variable 
doit etre comprise, pour que Ie resultat. du calcul soit exempt 
de toute incertitude; au reate, ces memes questions seront 
traitees ailleurs par un~ methode. fondee sur (I'autres prin-
cipea. . 

189' 
L' expression de la' loi des temperatures fixes, dans nne 

lame solide, suppose la connaissanCfe de l'equation 

11: I 3 I 5 ' I ,4:=cos.x-3 cos. x+ 5cos. x-,cos·7x+gcos·9x-etc. 

V oici Ie moyen Ie" plus simple d' obtenir cette equation:, 

Si Ia somme de deux ares equivaut au quart de la drcon-

ference ; 11:, Ie p~uit de leurs tangentes est I, on a donc en 

general.! ~ = are. tang. u+arc. tang. !'Cc);lesignearc.tang.u 
~ U . 

indique Ia longueur de l'arc clont Ia tangente est u, et ron 
connait, depui;s Iong-temp~ la ~e qui donne la valeur de 

. cet arc; on aura donc Ie resultat suivant: 
, 

I I 1'( 3 I ) I (_.5 I ) ~( I ) • 
,''2 1I:=U+ ii-3 u + Ui'. + ,5 a + US ~7\ u7 +;;; 

, +!.( u9 + :.) -etc. Cd) . 
. ' 9 , . 
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si maintenant on ecrit e :e v=-; au lieu de u dans l'eqaa
tion (c) et dans I'equation (d) on aura: 

;. 'Ir = arc. tang. e z v=J + arc. tang. e - zv=J 

I 131 ~ I I _ 
et 41: = cos.:x: - 3 cos. :x: + 5 cos. ::> :X:-, cos. 7:X: + 9 cos. 9:X: - ":;LC. 

Ia aeric de l'eqnation (d) est toujours divergt'ote., et .ceU~ de 

I'equation (b) est toujours convergente; sa valeur est i 'Ir OD 

I 
- - 'K'. " -

SECTION VI. 

Solution generale. 

19°· 
On peut maintt'nant former la solution complete de 1. 

question que 1I0US nons sommes proposee; cal' Ies coeIli
cients de I'equation (b) (art. 168) etant determines, iI ne 
reste plus qU'Q Ies substituer, et ron aurcl: . 

WtJ -lie I -3z 3 I -5:e 5 7" = 8 cos. Y - 3 e cos. y + 5 8 cos. Y 

I -']Z I -9Z 
--e ·cos. 7 y+ -8 cos. 9Y+etc. (c). 

'] 9. 

'C l' d . ~. 'I" . tl" 'II tI' 'PI II d ctte va enr ~ 1) satlS1alt a equation dz'+ d.r==- 0; e e e-

vient nulle ~orsqu'on oonne ayune valeur egale it .!.:ou-!.r.; 
2 2 

enfin, elle equivaut al'unite, toutes -Ies fois que :x: etant 

.. 
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Dulle, y est comprise entre - ~ 1r et +.! 1r. Ainsi toutes les 
:;a :;a . 

couditioDS physiiues de la question sont exactement relll
plies, et il est certain que, si ron donnait it chaque pc:»int de 
la lame la temperature que l'equation (IX) determine, et en 
meme temps si ron entretenait la ba~e A it la temperature I; 
et les aretes infinies B et C a la temperature 0, il serait 
impoS6ible qu'il sunint aucnn cbangeUlent dans Ie systeme 
des ~JJlperatures. 

191. 

Le second m~re de ~'equation (GC) etant reduit en une 
serie 6Ktremement coDvergente, il est toujours facile de 
determiner en nombre 1& temperature d'un point dont lea 
coordollnees :£ et y sont connues. Cette ~Iution donne lieu 
it diverses consequences qu'il est necessaire de remarquer, 
parce qu' eUes appartiennent 8ussi a la theorie generale. 

Si Ie point m, dODt on considere la temperature fixe, est 
tres - eloigne de l' origine A, Ie second membre de l' Cqaa~ 

tion(lX) aura pour valeur extremement approchee, e -Ie cos.y; 
il se reduit it ce premier terme, si :r; est infinie. 

L' equation ''V = ~ e - Ie cos. yrepresente aussi' un etat du so

lidequiseconserveraitsansaucun changement,s'iletaitd'abord 
forme; il en serait de meme de I'etat exprime'par l'equation 

'V :;:: 3~' e - 3 Ie • cos. 3 y, et en general cbaqu~ terme de la se
rie correspond it un etat particulier qui jouit de la melDe pro
priete. TollS ces systemes partiels existent a-Ia-fois dans' calm 
que represente 1'equation (.); ils se superposent,et)e mouve
ment de la. chaleur a lieu pour chacun d' eux de la ~eme 
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maniere que s'il etait seul. Dans retat qui repond a run 
quelconque de· ces termes, Ies temperatures fixes des points 
de la base A different d'un point it un autl'f, et c'est Ia seule 
condition de la question qui ne soit pas remplie; mais l' etat 
general qui resulte de la somme de tons les termes satisfait 
a cette meme condition. 

A mesute que Ie point dont on considere la temperature 
est plus eloigne de I'origine, Ie mouvement de la chaleur 
est moins compose: car, si la distance :z: a une valeur assez 
gr'ande, chaque terme de Ia serie est fort petit, par I"clpport 
au precedent, de sorte que l'eta.t de la lame echauifee est 
sensiblement represenie par Ies trois premiers termes, ou 
par les deux pre~iers, ou par Ie premier seulement, pour 
les parties de cette lame qui sont de plus en plus eloignees 
de l' origine. 

La surface courbe, dont l' ordonnee verticale mesure la 
temperature fixe 'V, se forme en ajoutant lea ordonnees 
d'une multitude de surfaces particulieres, qui ont pour 
equations 

~'V, -.:z: 1r'V~ I -3.:z: 3 1rV, -5.:z: ,., T = e cos·.r'T=-3 e. cos . .r'T=e cos. ':J.r etc. 

La premiere de ceIIes-ci se confond avec la surface generale, 
lorsque :z: est infinie, et elles ont nne nappe asymptotique 
commune. 

Si la difference 'V-"'. de leurs ordonnees est consideree 
comme r ordonnee d'une surface courbe, cette surface se 
confondra lorsque:z: est infinie, avec celie dont l'equation est 

i ~ 'V, =-i e -3z cos. 3.r. Tous Ies autres termes de ~ 
aerie donnent une conclusion semblable. 
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On trouverait encore les memes resultats si la section, it 

l' origine, au lieu d' etre terminee comme dans l'hypothese 
actuelle par une droite param~le a rue des:y, avait une figure 
quelc<?nque fOrDiee de deux parties symetIjques. On voit 
donc que les valeurs particum~res 

-:c -3:c -5:c 5 
0, e cos.:y, b e cos. 3:y, C (J cos.:y, etc. 

prennent I~ur origine dans la question physique elle-meme, 
et ~nt une relation necessaire avec les phenomenes de la 
chaleur. Chacun d'eux exprime un mode simple suivant Ie 
quel la chaleur s'etablit et se propage dans une lame'rec
tangulaire, dont les cotes infinis conservent unetemperature 
constante. Le systeme general des temperatures se compose 
toujours. d'une multitude de systemes simples, et l' expres-. 
sion de leur somme n' a d' arbitraire que les coefficients 
0" b, c, d, etc. 

192 • 

On peut employer l'equation (<<) pour determiner toutes les· 
circonstances du mouveDient permanent de la chaleur dans 
une lame rectangulaire echauff6e it son origine. Si l' on 
dem:ande, par exemple, quelle est la depen~ de .Ia source 
de chaleur, c'est-it-dire, queUe est la quantite qui, pendant 
un temps donne, pen~tre a travers la base.A et rempl~. 
celIe qui s' ecoule dans les masses froides B et C; il faut con
siderer que Ie flux perpendiculaire A l' axe des :y a pour 

• 1. tl1J I .,. d I" d expresslon - 1£ d:c' a quanbte qUl, pen ant lOstant t 

s'ecoule it travers une particule d:y de l'axe, est donc 

-lc d1J. d:y dt· 
tl:c ' 

", I 
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et, comme les temperatures sont pennanentes, Ie produit du 

flux, pendant l'unite de temps, elt -" lc ~: dy. On integrera 

. I l' . I I cette expressIon entre es IDlltes y = - 2 ~ et y= + 2 1r, 
afin de connaitre Ia quantite totale qui traverse Ia base, ou, 
ce qui est la meme chose, "OD integrera depuis y=o jusqu'a 

y =; ~, et ron: prendra Ie double de Ia somme. La quantite 

;: est nne fonction de x et y, dans laqueJle on" doit faire 

x = 0, afin que Ie caicul se rapporte a Ia base A, qui coin
cide avec raxe des y. La depense de ]a source de chaleur a 

done pour expressiOli 2 f ( -lc ~: . d y ). L'integrale doit 

etre prise depuis y = 0 jusqu'a y = ~ ~; si dans la 
~ . dv . . 1'" 10nctlon dz on ne suppose pomt x=o, m31S X=X, mle-

grale sera une fonction de x qui fera conruntre combien il 
s' ecoWe de chaleur pendant l'unite de liemps a travers une 
arete transTersale placee a la distance ~ de l'origine. 

I!)3. 
Si l' on veut connattre la quantite de chaleur qui, pendant 

l'unite de temps, penetre au-dela d'une ligne tracee sur la 
lame paralleIement aux aretes B et C, on se servira de 

rexpression -lc ~;, at,.Ia multipliantpar l'eiement dx dela 

ligneJ trac.ee, on integrer,a par rapport it x entre Ies tennes 

donnes de la ligne; aiosi l~integrale f ( -lc ~;. dx ) fera 

connaitre combien il s' ecoule de chaleur a travers toute 
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l'etendue ,de la ligne; et si avant ou apres I'~tio~ on 

fait y = i ~, on connattra 1a quantite de chaleur qui s pen

dant l'unite de temps, sort de la lame en tTaversant farete 
infinie C. On pourra eB6uite comparer cette demiere quan
tite a la depense de la source de chaleur; car il est neces-

, saire que Ie fOyer .uppIee continuellemellt la chaleur qui 
s'ecoule dans les masses Bet C. Si cette compensation n'avait 
pas lieu! dtaqu.e instant, le~st~e,des.tell1pelllltw'es serait 
variable. ' 

:1"94. 
L'equation (<<) donne 

K tlv 4K( -z -3~ 3 -5z 5 
- d z = -;- e . cos. y -- e cos. :r+e eQS. Y 

_tJ-']tf 008. 7 y+etc') 

mnltipliant par dy" iDtepot dquis y='O, on ... 

.. K. ( -~'. :z :-3#. 3' r -h-. 5 -.- e SlO.,.- 3 e . SlD. y'+ 6 e S10 •. Y 

I -'J~., ) -, e ' SM. 7 .r+-e~. • 

Si' l' ~ fait .r-i ~, -et si l' on do.hle I'i~tecrate, o~ trollvera: 

8 It (e-~ + .!e -'3.%+!e :-.5:%." +.!e --?M + ~tc.) 
.~ '3 'S ., . 

pour l' expre~ion de fa quantite de chaleur qui, pendant 
l'nnite de temps., t~averse nne 'ligne param~le a la bue et 

. dont la distance a cette base est :&. 

.. 
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On deduit aussi de requation (IX) 
, , 

, dv 4K ( .-:..r.' -3.r. 3 -5.r. 5 -Kd.r=-;- e SIO • .r-e SID. y+ e sm. y 

-7.r . ) , -e SID. 7 y+. ; 

donc I'integrale / - K (~;) d oX, prise depuis' 

:£=,~ est 4~K (( I-e -.r) sin.y- (I -:-e -3.r) sin. 3 y 

+ (I -e -5.r) sin. 5.1-( I -e -7.r) sin. 7 y'+ etc'. ) 

Si l'on retranche cette quantite de la valeur qu'elle prend 
lorsqu' on y fait :x: infinie, on trouvera : 

4K( -.r . I -3.r. 3 - I -5.r. 5 ) -;- e SID. y "-3 e - SIO. Y. + "5 e SIO. y-etc. , 

et, en faisanty=; ~, on aura l'expression de la quantite 

totale de chaleur qui traverse l'arete infinie C, depuis Ie 
point 'dont la distance it rorigine est :x:, jnsqu'll l'extremite 
de la la~e: cette \ quantite est 

4K (e-.r + !e-3.r +! e-5.r +.!e -7/& + etc.). 
~ 3 5 7 ' 

on voit qu' elle eqmvaut a la moitie de celie qui penetre pen
dant Ie mem~ temps au-dela de la ligne transversale tracee 
sur ta lame a Ia distance :x: de l'origine. Nons avons deja 
remarque que ce resuItat est une consequence necessaire des 
conditions de la question; s'il n'avait pas lieu, Ia partie de la 
lame qui est placee au-dela de la ligne transversale et se pro-
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longe it l'infini, ne recevrait point par ses bases nne quantite 
de chaleur egale it celIe qu' elle perd par ses d~ aretes, 
elle ne pourrait done point conserver son etat" ce qui est 
contraire it lnypothese. 

195. 
Quant a la depense de la source de chaleur, on la trouve 

en supposant .2:=0 d~ns l' expression precedente; eIl~ acquiert 
par-18 une valeur infinie, et ron en connaitra la raison si I'on 
remarque que, d'apres l'hypothese, tous les points de la ligne 

,A ont et conservent la tempe~ture I; les lignes paralleles 
qui sont tres-voisines de cette base ont aussi une temperature 
extremement pen differente de I'unite; done les extremit6s 
de toutes ces llgnes qui sont ~ntigues aUx masses froides B 
et C leur commnniquent une quantite de chaleur incompa
rablement plus grande que si Ie decroissement de la tempe
rature etait' continn et insensible. 11 existe dans cette pre
miere partie de la lame, aux extremites voisip.es de B ou de 
C, une catamcte de chaleur on un flux infini. Ce resultat 
cesse d'avoir lien lorsque la distance x ~oit nne valeur ap- . 
preciable. . 

I~. . 

On a d6sigDe par~ la longueur de la base. Si on lui attribue 
un~ valeur quelco~que 2 'l, il faudra ecrire, au lieu de ,., 

; ~. f, et multipliant aussi les vaiellfS de x par :1' on ecrira 

I:X: li d D'· Al ' i 117 an en e x. eSlgnant par a temperature constante 

de la base, on remplacera 'V par ~. Ces substitutions etant 

faites ~ns l'equation (<<) on a 
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"'Z ~",IIC S'lrIlC_,. 4A( -- r.y I -;J- r.y I - _. 
V=7 e 2.1 COS. ;z-"3 e 2./. COS. 3. 27 + 58 2.1.oos.5il 

I - ,frY r.y ) 
- ., e 2. I • COS. 7 27 + etc. ( B) . 

. Cette equation represente exactement Ie systeme des tempe
ratures permanentes dans un prisme rectangulaire infini, 
compris entre deux masses de glace B et C, et une source de 
chaleur constante. 

197· 
n est facile de voir, soit au moyen de cette equation, soit 

d' apres r art. 17 I , que 1a chaleur se propage dans ce solide, 
en s' cHoignant de plus en plus de l' origine, en meme temps 
qu' elle se dirige vers les faces infinies B et C. Chaque section 
parallele it celIe de la base est traversee par nne onde de 
chaleur qui se renouvelle it chaqtte instaDt, et conserve la 
meme intensite: cette intensite est d'autant moindre, que la 
section est plus distante de "I' origine. n s' opere un mouve
ment semblable, par rapport it un plan quelconque parallele 
aux faces infinies; chacun de ces plans est traverse par une 
onde constaote qui porte sa chaleur aux masses laterales. 
. N ous aurions reganle comme inutiles les developpements 
contenus dans les articles precedents, si nous n'avions point 
a exposer nne theorie entierement nouvelle, dont il est ne
cessaire de fixer Ies principes. C'est dans eette m~e VIle que 
nous ajouterons les remarques suivaDtes. 

198. . 
Chaam. des termes de l'equatioo C«) correspGDd i. UD ~ 

systeme particulier de temperatures, qui pownrit subaister 
dans une .lame rectangulaire 6chaufi6e par son exuemit6, et 
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doot lee arretes infinies sont retenues a nne temperature 

con stante. Ainsi r equation 11 = e -z cos. y represente Ies 
temperatures permane~tes, lorsque les points de la base A 
sontassujetis a nne temperature fixe, designee par cos.y. On 
peut concevoir maintenant que la lame echauffee fait partie 
du plan qui se prolonge a rinfini dans tous les sens, et en 
d6signant par x et y les coordonnees d'nn point quelconque 
de ce plan, et par 11, la temperature du meme point, on 

appliquera au plan tout entier l' equation 'V = e - Z cos. y; 
par ce moyen, les aretes B et C auront la temperature con
stante 0; mais il n' en sera pas de meme des parties contigues 
~B et CC; eUes recevront et conserveront une temperature 
~oindre. La base A aura dan$ to~ ses points Ia temperature 
permanente, designee- par cos. )", et. les parties contigues AA 
furont une temperature plus elevee. 

Si ron construit la surface courbe dont l'ordonnee verti
cale equivaut a la temperature permanente de chaque P!lint 
du plan, et si on Ie coupe par 1Jn plan vertical passant par 
la ligne A, on parallHe a- cette ligne, la figure de la section 
sera celie d'une ligne trigonometrique dont l' ordonnee re
presente la suite infinie et periodique des cosinus. Si ron 
coupe cette memesurface courbe par un plan verti~al paral-' 
Iele a l' axe des x, la figure de lao section sera dans toute SOD . 

etendue celIe d'une courbe logarithmique. 

199· 
OIi voit par-Ii de queUe maniere Ie calcul satisfait au 

deux conditions de l'hypothese, qui assujetisseot la ligne a 
nne temperatureegale It cos. y, et les deux cotes Bet C a la 
temperature o. 1OI'squ'on exp.rime ces deux conditions, on 
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resout en effet la question suivante: Si la lame echauffee 
faisait partie d'un plan infini, queUes devraien~ etr~ les tem
peratures de tous les points de ce plan, pour que Ie systeme, 
fut de lui-meme permanent, et que Ies temperatures fixes 
des cotes du rectangle infini fussent celles qui sont donnees 
par l'hypothese? 

Nous avons suppose precedemment que des causes' exte
rieures quelconques retenaient les faces du Bolide rectan
gulaire infini, l'une a la temperature I, et les deux autres a 
la temperature o. On peut se representer cet effet de diffe-. 
rentes manieres; mais l'hypothese propre au calcul, eonsiste 
It regarder Ie pl'isme eomme une partie ,d'un solide dont 
toutes les dimensions sont infinies, et a determiner les tem
peratures de la masse qui l'environne, en sorte que les con
ditions relatives it la surface soient toujours observees. 

, 200. 

Pour eonnaitre Ie systeme des temperatures permanentes 
dans une lame rectanguJaire dont I'extremite A est entretenue 
a la temperature I, et les deux aretes infinies a la tempe
rature 0, on pourraii eonsiderer les changements que subis
sent les temperatures, depuis l'etat initial qui est donne 
jusqu'a I'etat fixe qui est I'objet de la question. On determi
nerait ainsi I'etat variable du solide pour toutes les valeurs' 
du' temps, et l' on supposerait en suite cette valeur infinie. 

La methode que nous avons suivie est differente, et con
duit plus immediatement a rex pression de l'etat final, parce 
qu' elle est fondee sur une propriete distin~tive de eet etat. 
On va prouver maintenant que la question n'admet aucune 
autre solution que ceUe que nous avons rapportee.' Celie 
demonstration resulte des propositions suivantes. , 
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201 • 
• 

Si I' on donne a tOllS· lea points d'une lame rectangulaire 
infinie les temperatures exprimees par I' equation (rx), et si 
I'on conserve aux deux ill-etes Bet C la temperature fixe,o 
pendant que l'extremite A est exposee a une source de 
chaleur qui retient tons les points (Ie la ligne A it la tempe
rature fixe I; ilne pourra survenir aucun changement da,ns 

1·; d lid E ~ 1" . tl''V tl''V , • etat u so e. n euet, equatIon dx' + dy'=o etant sat1&-

faite, il es~ manifeste que Ia quantit~ de chaleur qui deter
mine la temperature de chaque molecule ne pourra etre ni 
augmentee ni diminuee. 

Supposons les differents points du meme solide ayant 
re~u les temperatures exprimees par l'equation (rx) OU 
11 = f (XI y), qu'au lieu de retep.ir l'arete A a la tempera
ture I , on lui donne ainsi qu' au I deux Iignes B et C la tem
perature fixe 0; la chaleur contenue dans la. lame B A C 
s'ecoulera a travers les trois aretes A,B,C, et d'apres l'hypo
these eIIe ne sera point'remplacee, en sorte que les tempe
ratures diminueront continueIIement, et que leur valeur 
finale et commune sera zero. Cett~ consequence est evidente 
parce- que lea points infiniment eloignes de 1; oJ'igine A ont 
une temperature infin~ment petite· d' apres la maniere dont 
l'6quation (rx) a ete formee. 

Le meme effet aurait lieu en sens oppose, si Ie .systeme 
des temperatures. etait 11 = -, (x I y), au lieu d'etre 
'V = cp (.x I :r); c' est-a-dire que toutes les temperatures ini
tiates negatives varieraient continueIIement, et tendraient 
de plus en plus vers leur valeur finale 0, pendant qUe les 
trois aretes A, B, C conserveraient la temperature o. 

26 
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202 THEORIE DE LA CHALEUR. 

202. 

Soit 'V=f(X, y) nne equatiOR doonee qui exprime fa 
temperature initiale des points de la lame B A C, dont la 
base A est retenue a III temperature I, pendant que les 
aretes B et C conservent la temperature ~ .' 

SOlt 'V= F (x, y) une autre equation doanee qui exprime 
la temperature initiale de chaque point d'une lame solide 
.B A C parfaitement egale a la precedente, mais dont lea 
trois aretes B, A, C sont retenues a la temperature o. 

Supposons que dans Ie premier solide i'etat variable qui 
succede a -r etat initial soit determine par l' equation 

IV =f(.t:,.r~ t), 

t designant Ie temps ecou1e, et que I'equation 'V=. (x,y, t) 
determine retat variable. du second solide, pour lequel les 
temperatures initiales 'so~{ F (x, y). 

Enfin, supposons un troisieme solide egal 11 cbacun des 
deux. precedt:nts; soit 'V f ( x, y) + F (x, y) r equation qui 
represente son etat initial,' et soient [ la temperatu~ COD

stante de la base A, 0 et'o ce1les des deux aretes Bet C. 
On va d.emontrer que I'etat variable du tro"isie.me solide 

sera determine par r equation 'V = cp (x, y, t) + • (x ,y, t) . .. 
En eifet,1a temperature d'un point m du troisieme solide 

vane, parce que cette molecule, dont.M designera Ie volume, 
acqulert ou perd Wl~ certaine quantite de chaleur 4 •. L" ac
croissement de 1a temperature penda~t l'instant 

d t est ·A.M d t, 
Ie. 

• 

Ie coefficient c designant 18 capacit'e spedfique' rapport:ee au 
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CHAPITRE III. ~03 

volume. La variation de la temperature dn J,1leme point, 

da~ Ie pre~er solide, sera e ~ d t, ~t elle ~6ra t: ~ d t 

dans Ie &eCODcl, lea Iettres J. et P repr6entam Ia quantit.e 
de chaleur positiTe ou negative que II. moIecule acquiert ~n 
verta de I'action de toutes les molecules voisines. Or il est 
facile de recoll~itre que A eqwvaut a if + D. Pour s' en con .. 
vaiuere" il suffit de conaiderer la quantite de chaleur que Ie 
point 1R r~oit crun autre point",,' appaneDant a l'iDteneur 
de la lame, on aux ar~tes qui Ie. limitent. -

- I.e point m" dont Ia temperatul'e initiale est designee par fa, 
transmettra, pendant l'instant dt 1 a la molecule m, nne qnim
tite de chaleur eX~lIlee pal' q,(/.-/) dt, Ie facteur q. re
presentant -une certaine fonction de la distance des deux 
molecules. Ainsi la quantite totale de clialeur acquise par m 
sera ] q. (fa -f) d t, Ie sip 1 exprrmant la Bomm., d~ tons 
les terrnes que l' on troilverait en considerant lee -autres points 
m 2 , mu m4. etc. qui agisseDt sur: m,. e' est..:.L.-dire, en mettant 
q.,i:, ou q3,fi, ou q4'"",' ainsi de suite, It 18 place'de q.,/'. 
On trouvera de m~me Iq.(FI-F)dtpour l'expression'-de 
la quantite totale de chaleur acquise par Ie meme point m 
du second soli~e; et 'Ie' fa~tenr 'I. est Ie meme que daRS Ie 
terme 1 'II (fa -f) dt, puisque ;Ies- deux Bolides sdftt formes I 

de la m~me matiere f et que I. situation des points est la 
meme; on a done 

t' • • 

d = ~ql (f.-f) dt et D;::: J 9. (F • ....,..~) dt. 

On trouvera par -Ia m&ne raison 

A=1 q. (fa + Fr ---(f+F) )dl; 

Digitized by Goog Ie 



204 THEORIE DE LA CHALEUR. 

done A = d + D et AM = dM + DM• n suit de III que cha-
c. c. c. 

que molecule m du troisieme solide aequerra, pendant rins
tant d t I un aecroissement de temperature ~al it la somme 
des deux accroissements qui auront lieu pour Ie meme point 
dans les deux premiers solides. Done it la fin du premier 
instant, l'hypothese primitive subsistera encore, puisqu'une 
molecule queleonque du troisieme solide aura une tempe
rature egale it la somme de celies qu' eIle "a dans les deux 
autres. Done cette meme relation aura lieu au commence
ment de chaque instant, c'est-a-dire que retat :variable du 
troisieme solide sera toujours represente par requation 

'11= ,(x, Y, t) + ~(X,.r, t). 

203. 

La proposition precedente s' applique II toutes les questions 
relatives au mouvement uniforme ou varie de la chaleur. 
Elle fait voir que ce mouvement. peut toujours etre decom
pose en plusieurs autres do~t cbacun s'accomplit separement 
comp}e s'il avait lieu seul. Cette supe~posit;ion des effets sim
pies, est . un des e1ements fondamentau~ de la theorie de 
la' chaleur. Elle est ~xprimee dans Ie calcul, par la ~ature 
meme des 6quati~ns gem!rales, et tire son origine du principe 
de la communication de la chaleur. 

Soit maintenant 11=, ( X I y) requation (IZ), qui ex prime 
retat perr,nanent de la lame solide B A C, ~hauffee par SOD 

extremittf A, et dont les aretes B et C conservent la temp6-
rdture I; remt initial de cette lame ,est ~~, d'apres l'hypo- . 
these, que tous ses points ont une temperature nulle, excepte 
ceux de la base A, dont la temperature est I. eet etat initial 
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CHAPITRE III. 

Pourra donc ~tre considere coinme -_forme de deux autres, 
savoir: un premi~, -pour lequel lea -temperatures initiales 
seraient -, ( x , :r), les trois aretes etant maintenues a Ia 
temperature 0, et un second etat, pour lequel les tempera
tures initiales sont +, ( x , :r), les deux aretes B et C con
servant la temperature 0, et la base A la temperature I; la 
superposition de ces deux etats produit r etat initial qui re
suite de l'hypothese. Il ne reste donc qu'a -examiner Ie mou- -
'Yement de la chaleur dans chacun des -deux etats partiels. 
Or, pour Ie second, Ie systeme des temperatures ne peut 

_ subir ancun ehangement; etpour Ie premier, il a ete remarque 
dans l'article 20I que les temperatures varient continuelle
ment, et finissent toutes par etre Dulles. Donc. retat final, 
proprement dit, est celui que represente I' equation (/I) ou 
1J =, ( x , :r ).. . 

Si eet.etat etait forme d'abord, il subsisterait de Iui-meme, 
et c'est cette propriete qui nollS a servi a Ie determiner. Si 
rOD suppose la lame solide dans uil autre etat initial, la dif
ference entre ce 4ernier etat et l'etat fixe forme un etat par
tiel, qui disparatt insensiblement. Apres un temps eonsidera-

• 
hie, cette difference est presque evanouie, et Ie systeme des 
temperatures fixes n'a subi aueun changement. C'est ainsi 
que les temperatures variables convergent de plus en plus 
vers un etat final, independant de l'echauffement primitif.jj 

204. 

On reconnait par-l a que cet etat final est unique; car, si 
I' on en conceVait un second, la difference entre Ie second et 
Ie pre~er formerait un etat partiel, qui devrait subsister de 
lui-meme, quoique les &retes A, B, C fussent entretenues a 

\ 
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206 THEORIE DE LA CHALEUR. 

la temperature o. Or ce .. dernier effet ne peut avoir lieu : il 
0' en serait pas de meme si roo supposait nne autre source 
de chaleur independamment de celIe qui s' ecoule it l' ori
gine A : au reate cette hypothese n'est point celie de Ia 
question que nous a1'ons traitee, et pour laqueUe ies telfl

peratures initiales soot nulles. 11 est manifeste que les 
parties ~res - eloignees de l' origine ne peuvent acquerir 
"qn'une temperature extremement petite. 

Puisque r etat final qu'il fallait determiner est unique, il 
s'ensuit que la question proposee n'admet aueune autre solu
tion que celIe qui resulte de l'eqpation (II). On peut donner" 
une autre forme a ce mane resultat, mai& on ne peut ni 
etendre, ni restreindre Ia solution, sans la rendre inexacte. 

La methode que nous avon. expolee dans ce cbapitre, 
cODsiste a former d'ahord des valeursPllrticum~res tres-sim. 
pies, qui conviennent a la question, et a rendre I. $Olution 
pIns generaIe," jusqu'a ce que la fODction 'U ou f (z, y) sati&
fasse Ii trois conditions, sMroir : 

d' 'V d' 'V 
;r;;+ tI".,=o, ,(z,o)= I, feZ, ±~~)=o. 

II est visible que l' on pourrait smyre une marche contraire, 
et la solution que ron ohtiendrait serait necessairem;nt la' 
meme que la precedente. N ous ne nollS arreterons point a 
ces details, qu'il est facile de suppIeer, des qu'nne fois la 
solution est connue. Nons donnerons seulement dans la 
section suivante nne expression remarquahle de la fonction 
f (x, y) dont la valeur est developpee en serie oonvergente 
dans I'equation (II). 
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CHAPITRE III. 

SECTION V. 

Expression finie du rtfsultat de la ~. 

205. 

On pourrait deduire la solution precedente de l'integl'ale 
d I" . tla 'IJ tla 'IJ •• d . , 

e equation dza + d.r = 0, quI contient es quantltes 

imagioaires, sons "Ie signe des fOBetion! arhiuaires. Nons 
nons bOmerons ici a faire remarquer que cette integrale 

" v=,(x+ yv=l) + ~(x-yV---.r), 

a 11M Nlation '_nifeaCIe avec la valenr de '" donoe par I' e
quation 

tr'V -z I -3z 3 I -5z 5 T=e C08·Y-3 B • cos. Y+5 6 .cos. y-etc. 

En effet, en rempla~nt les cosinus par leurs expressions 
imaginaires., .on a 

-= 
2 -(Z+.rV-I) I "-3(z+.rV=I) I -5 (z+.rV=i) t 

+ e " - 56 + 5 e -" e c. 

La premiere serie est une fanction de x-yv=i, et la se
conde est la meme fonction de x + y v=I. 

En comparant .ces series all dev.eloppement connu de I' arc 
arc. tang. ~ en fonction de ~ sa tangente, on voit snr-Ie-
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.208 THEORIE DE LA CHALEUR. 

champ que la premiere est arc. tang 8 - (:.c - .rV =i) ,ei que 

I d -(:.c+.rV-I) . ·1" . () a secon e est arc. tang. 8 ; alDSI equation « 

prend cette forme finie, 

~=arc. tang. 8 -(:.c+.rV=I) + arc. tang. '8 -(:.c-.rV=-i). (B) 
2 

C' est de cette maniere qu' elle rentre dans l'integrale generate 

la fonction , (z) est arc. tang. 8- Z, et it en est de meme'de 
la fonction ~ (z). 

Si dans l' e~tiori (B) on designe Ie pren:ner' terme du 
second membre par p et Ie second par q', on aura 

d (P) tang.p + tang.q _2_6-_tlt _. co_s~ • .r~ one tang. + q ou = 
I-tang.p~tang.q 1-6-U 

d 'd . I" . I ( 2 cos • .r ) on en e Ult equabon -1\' 11= arc. tang. 
2 "tIt_e-tit 

(e). 

C'est la forme la plus simple sur laquelle on puisse presenter 
la solution de Ia question. 

206. 
Cette valeur de 11 ou cp (:x, y) satisfait aux conditions 

. relatives auJt extremites du solide qui sont cp (:x, ± .;. 1\') = 0 
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CHAPITRE III. 

et f ( 0, Y) = I; elle'satisfait 8Ussi it l'equatioD genera Ie 
t/. 'V' d' 'V • , , .' 'I 

h- ,+~d)',' --:-,0, ~UlSqu~ I e~tlo~ (~) est ~ne transror~~e 
-de l' Cqua~on (B)., Donc e~l~ represen,te exactement Ie sy-s
teme des temperatures' ,permane,ntes; et comme' ce dernier 
etat est unique, il est impossihle, qu'il y ait aucune autre 
solution, ou plus generale ou plus r~streinte. ' 

LLequation (c) fournit, au moyen des tables, ~'valeur de 
rune des trois indeterminee~ 'V, x, j', 'lorsque l~s' deux 
autres sont donnees; elle fait connattre tres-clairement 1a 
nature de 1a surface qui a pour' ordonnee verticale la tem
.perature permanente d'un point donne de Ia lame solide. 
Entin on deduit de cett~ mem.e equation les valeurs des 

coefficients differentiels ~: ~i ~; qui mesurent 1a vttesse 

avec laquelle la chaleur s' eco~e dans les deux directions 
orthogonales; et l' on connaitra par consequent la valeur 
du flux dans toute autre direction. 

, 'Ces cQefficieDu sont exprimes ainsi 
, , I, . i ;1 

ti . tf -#I .' tIC-· 

j:=-2COS.Y ( s; ,+e -s~ )/d': ":-2sin.Y( ·S.+ -e + -soC)-
-- e +2 C08~ 2),+ e ',:J, • IJ. 2 cos. 2)' e 

d'V 
On remarquera que ~ .dans 1'article, 194 1a valeur de "iii: , 

. et celIe de ;; sont do~nee~ par i d~s ~e~es intinies ~ont 
il est facile de trollver 1a somme, en, rem.pla~ant les 
quaotit6s, trigono~triques :par des exponentielles imagi-

n~ires. On obt,ient aibsi ces memes, valeuta de * et ;; que 
nous venons ae rappdrier. ,',!. " ... , . 
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210 THEORIE DE LA CHALEUR. 

. La question que ron vient de traiter est la premiere que 
nous ayons resolue dans la theorie de la chaleur, ou plutot 
dans la partie de cette theorie qui exige l'empfoi de l'ana
lyse. Elle foumit des applications numeriques tres-faciles, 
soit que I"on fasse usage des tables trigonometriques ou des 
series convergentes, et elle represente exactement toutes 
les circonstances du mouvement de la chaleur. Nons passe
rons mfintenant it des considerations plus generales. 

SECTION VL 

Developpement aune fonctio", arbitraire ~", "ritu 
triGonomimques. 

~07· • 
La question de la propagation de la chaleur dans un 

I·d gul . d .', I" . tis v d" v so 1 e rectan alre a con wt a equation d z • . + d y. = 0 ; 

et si ron suppose que tous les points de rune des faces du 
solide ont ·une temperatul'e commune, iI Caut determin~ 
les coefficients a, b, c, d, e, etc. de la serie 

a cos. ~ 4 b eOI. :3 I:c + C cos. 5 • + d cos. 11e -+ •• ~. etc., 
, .' '. ". . . . , . 

en sorte que fa valeur de cette fonction soit egale' a une 
constante 'footes les fois que rare' :c est compris eatl'e 

• 
- ~ ~ et + ~~. On vieut d'assign~ Is 'falenr de ces roeffi .. 
Qents;'mais on 0'. traite q~'~n seuI:caa d'pu pJ:obl,me plU$ 
generai, qui consiste it developpe:r une !of:\cti0r;t 'N~l<;o~qu~ 

-
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CHAPITRE III. 211 

en nne suite infinie de sinus ou de comnns d'arcs multiples. 
Cette question est liee it la theorie des equations aux diffe
rences partielles et a ete agib~e des I' origille de cctte analyse. 
II etait necessaire df( la resoudre pour il1tegrer convenable
ment les equation~ de la propagation de la chaleur; nous 
allons en exposer la solution. 
~ examinera, en premier lieu, Ie cas ou. il s'agit de 

reduire en une aerie de sinus d'arcs multiples, nne fODction 
dont Ie developpement ne contient que des puissances im
paires de la variable. Designant une telle fonetion par f 3J I 

00 posera l'equation 

fx=asin. x + bsin.!ax + csin. 3x + dsin. 4x + ... etc. 

et il s'agit de determiner la valeur descoemcieo~a, b, C, tI, etc. 
On ecrira d' abord I' equation 

, r /I z'", :x:' 19 :e' 9 

fx=xfO+-f O+--1Sf 0+-3 ~f 0+ 3 ~ 5f 0+ ... etc. 
2 2.,) ~. -61 2 •••• 

dans laquelle f' 0, f" 0, f'" 0 , flY 0, etc. designent les valeur! 
que prenoent les coefficients 

tl·f.2: d"·f.2: d'·f.2: d'·f.2: etc 
d.2:' dr' d z" d.2:" • 

IOrsqu'on y suppose z=o. Ainsi en representant Ie deve-, 
loppement selon lea puissances de 3: par I' equation 
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on aura p 0=0 
u • 

p 0=0 

p"o=o 
pY'o=o 

etc. 

et p' o=A 

f'" o=B 

fo=C 
fYl'o=D 

etc. 

Si maintenant on compare l' equation precedente a 
celle-ci 

f x=a sin.:,c :i- 6 sin . .2 x· + c sin. 3 X'+ d sin. 4 x + e sin. 5 x + etc. 

En developpant Ie second membre par rapport aux puis
sances de x, on aura les equations 

A=a+!l b+3 c+4 d+5e+etc. 
B = a + 2 3 b + 3) c + 43 d + 53 e + etc. 

C = a + 2 5 b + 35 C + 45 d + 55 e + etc. 

D=a + 2' 6 + 37 C + 4' d + 57 e + etc. 

E =a + 2 9 6 + 39c + 49 d + 5g e + etc. (a) 
etc. 

Ces equations doivent servir a trouver les coefficients 
a, 6, c, d, e, etc., dont Ie nombre eat infini. Pour y 
parvenir, on regardera d'abord comme determine et egal a 
m Ie nombre des inconnues, et rOD conservera un pareil 
Dombre m d'equations; ainsi ron supprimera toutes lea 
equations qui suivent les m premieres, et l' on omettra dans 
chacune de ces equations tous les termes du second membre 
qui suivent les m premieres que l' on conserve. Le oombre 
eo tier m etant donne, les coefficients a, b, c, d, e.... etc. 
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CHAPITRE III. 
ont des valeurs fixes que ron peut trouverpar-l'elimination. 
On obtiendrait pour ces memes quantites des valeurs diffe
rentes, si Ie nombre des equations et celui des illconnue& 
etait plus grand d'une unite. Ainsi la valeur des coefficients 
varie a. mesure que l' on iiugmente Ie nombre de ces eoefli
cients et celui dss equations q~ doivent les determiner. 
II s'agit de ehereher queUes soot les limites vers lesquelles 
les. valeurs _ des incollDlte8 convergent contjnuellement a. 
mesure que Ie nombre des equations devient plus grand. 
Css limitels· sont l~ veritables valeurs' des inconnues qui ' 
satisfont aux equations precedentes, l~r~que leur nombre 
est infini. . -

On considerera done 8uccessivement les cas on l' on aurait 
a determiner une inconnue p~r une equation, deux incon
nues ~r deux equations, trois inconnues par trois. equa. 
tions, ainsi de suite a l'infint 'Supposons que l'on designe 
comme il suit differents systemes d' equations analogues it 
celles dont on doit tirer les valeurs des coefficients: 

4.=A. 4,+2 b,=A. 43+ !a b3+3 c3=A3 4,+!a h4+3 c4+4 d.=A. 
~+~~=a ~+~~+y~=~ ~+~~~y~+~~=, 

~+~~+y~=~ ~+~~+~~+~~=~ 
4 4+2' h,+3'c.+4'd,=D. 

45+ 2 bs +3 cs +4 ds +5 es=A, 
45 + 23 hs + 33 cS + 43 ds + 53es=B, 
as + :l5bs + 35cS + 45 ds_ + 5ses=C. 
as + 2' h$ + 3'cs + 4'ds + 57es=Ds 
4,-+ !a9hS + 39cS + 49ds + 5ges=E, 

etc. (b) 
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Si maintenant on elimine la demiere inconnue es , au 
moyen des einq equations qui eontiennent As Bs Cs DsEs, etc. 
on trouvera 

Lts (5'-I') +'2 bs(5'-2') + 3 cs(5'-~) + 4d,(5'-4')=5' As-Bs 

a 5 (5'-1 ) + 23 bs(5'- 2') + 33cS(5'-3') +43 ds (5'-4')= 5'Bs -Cs 

a s(5'-I) + 25 6s (5'-2') + 3scs (5'-3') +45 ds(5'-4')=5'Cs-D, 

a s(5'-1 ) + 2' b5 (5'-2') + 3' cs(5'-3') +47 ds(5'-4')=5' Ds-Es 

On aurait pu deduire ees quatre equations des quatre 
qui forment Ie systeme precedent; en mettant dans ees 
demieres au lieu de 

a, (5'-1 ) as 

b, (5'-2') b, • 
c, (5'-3') c' 

d. (5'-4') ds 

et au lieu de A. 5' As-Bs 

B. 5' Bs-Cs 

C, 5' Cs-Ds 

D, 5' Ds-Es 

On pourra toujours, par des substitutions semblables, 
passer du cas qui repond a un nombre m d'ineonn~s a 
eelui qui repood a un nombre m + I. En eerivant par ordre 
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toutes ees relations entre les quantites qui repondent a run 
des cas et celles qui repondent au eu suivant, on aura 

.,:::::»0(2°-;01 ) (c) 

_.-a,(2°_I) 6. ",(3°_~0) 

a,=:a.(4"-I) ~J="4(4° ___ ") ~~4(4"-3') 

11.=0,(5°-1) 6.:::b,(5"-2") c.~,(5·-3·) tl.=tl,(sa-4-' 
IIs=4.{6'-I) 6,=.(6°-2..) cs=c.(i~3·) 40==114(&-4') e, e.(6"-5·) 

4.=a,(,"-I) 6,=,(,"---2.") C.=c,(,"-3·) d,,=d,(,·-4") e.=e,(,'-5") f, if,0"-6"); 

etc. 

on aura aussa 

A.=2As-B. Cd) 
A.=3 A]-'. B.=:38,-C] 
A]=4A.-B. B,---4 B.-C. C,=4C.-D. 
A.=5 As-B, B,=5 Bs-Cs C.=5 Cs-D, D.=5 Ds-Es, 

etc. 

On oooolut des equations (c) qa' en representant par 
a, b, c, d, e,. .. etc., les incoonues dOllt Ie nombre eM: 
infini, on doit avoir 

a. 
a=(2."_I) (3"-1 )(4"-"1 H6·-1 ) ••••. 

. . .' 6: . . 
. ; . b ~ (3'-a")(4'-aO) (5--2.") (6'-:-Ja')' •••• 

c = (4'-3") (5.-:-3") (6"-3') (,.-3") ••••. 

d d • 
. -.(S.-4·)(li· .... 4·)(?·-4·){8.-4')~.... . r , 

I ., ~. • . ') (~) .,', 
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209. 
II reste done it determiner les valeurs de a l h. C3 d4 es etc.; 

la premiere est donnee par une equation, dans laquelle 
entre AI; la seeonde est donnee par deux equations dans 
Iesquelles entrent A. B.; la troisieme est donnee par trois 
equations, dans lesquelles entrent A3 B3 C3, aiBsi de suite. II 
suit de lit que si l' on 'connaissait les valeurs de 

Al A.B. A3B3Cl A .. B .. C .. D4'" etc., 

on trouverait faeilement a l en resolvant QIle equation, a. h. 
en resolvant deux equations, a 3 b1 c] en resolvant trois equa
tions, ainsi de suite; apres quoi on determinerait a, h,!c, d, e, 
etc. II s'agit maintenant de ealculer Ies vaIeurs de 

Al A.B. A]B]C1 A4B"C4D .. AsBsC5DsE~ etc., 

au moyen des equations (d). lOon trouvera la valeur de Ac 
en A. et B.; 2 0 par deux substitutions on trouvera cette va"; 
leur de Al en A] B3 C3 ; 30 par trois substitutions on trouvera 
la meme valeur de Al en A4B .. C .. D4 , ainsi de suite. Ces va
leurs successives de Al sont: 

A,=A,2",-B, 

A.=A] 2".3'-:-B1 (2·+3')+C, 

A.=A. 2' .3" .4'-B, (2".3'+2' .4"+ 3' .4')+ C, (2"+ 31 +4")-D, 

A,=As 2", 3·.4" .5'~Bs(2".3·.4!+2· .3·.5'+~".4'.5·+ 3·.4'. 5') 

+ Cs (2",3"+ 2·.4"+ 2' • 5'+3" . 4·+ 3' . 5·+4", 5")-Ds (2'+3"+ 4"+S")+!" 

etc. , 

dont it est aise de rem~l'qUer lao Joi. La ~emiere de ces va
leurs, qui est celIe que ron veut determiner, contient les 

Digitized by Goog Ie 

1 



.: . :CHAPlTltg III. _ SI, 

quantitesA,B,C,D,E,etc. avec:un iodice infini, et ces quao
utes 'sont"eonD~'; e}I$"'sont'; les· ~es ' qu~t'Ce&s' Iqtn 1 en
trent dliDS les'equatlons. (q;.). ; . , .". \.~". . . 

-En divisaQt cette demieN~ de A~:par Ie prodUit iufiDi 
. '~·:~S;~4<5·.6~.'~: ... ··.: ~t~., . ~ ".',".' ~; :' ":1 1.···. / f \ r-' ." t I) .: ; ');, • 

OD/L.· ... • ~ " " , ': f ,. • 
, 

, t,: ., • "·4 I .: .' ~ : ,', ,,; ~ • ! .. : 

l,!_.-

., -f· , . -1-"].1,'! - ~ -- : r .. - ~. :; 

'. L~: ~~cjet:l~ n~~ri~e~ ~~t les .1~lJllJ1e~ 4e~- :prQd~~ .. __ ! 

que .1'00 . fo~er~it ~r lea _~~v.erse~ c~m~~n~iSQDS des .fr~c- :; __ .,,; 
• I I I I I I ,. --~ , I -:-',tlpns:ta 2~ F(-'r- 6-"' .; .. ~ .. et;' .1l~' aTOIr: ~I*"e a pre-

miere fraction : •• Si 1'00 'represente ces differentes sommes 

.de produits.: pIll').P I Q. R. ~ •. r I.' • '. ~., ~t: &i l' on eI$plqitf la 
premiere des equatipQs{e) ~l Ja:Pfemie~ . .desl:~ati~s (bh 
on aura, pour expri~e~ J,a ~al~ A, p}:etpier coefficient Q, , l' ,. ,J / • ~ J. - 1 . 

~~~~O~I' . , .. ' t, -) ,;. ., ... ; ,I' :"'r' ,,: '\ ',_ 
~ • I I • . I • ..' • • I j 4 , I • I " , t' '-

a (Sa_I) (3-rl ) ("·-IH~;~-i)·····-l.:A~BPI+c:n -D I.)~~ ~'lltt ... +etc . 
2" .3" ,,," .5-.... • ~'. . • ....-~, r.l:. ., 

. ' ... ': . ·,·· .. 1 ·r.i r. . .~:, iil":.J. :;'.; 

'or les quantitM p. Q:R. S~,T •.. '. etc.', peuveDt,krerfaciletnent 
determinees coupnie· on Ie verra:·plus' . bas:; dooiiie' prenner 
coet1i.ei~Iit, Q, -seta) eniierein8nt .conil1iJ"; ... 'r .,; II rr ,')';, : • ,') '" 

28 
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I ," (,":I-) ~ " ", ' i~~QL •• I 

.:: Ji:iw\, PRHtW: .~Qt,a~,1% ~eH ~~WDtI 
suivants bcdef··. etc., qui d:"pl'fM Mt\ '~'~'<e).~,.. 
Ii¥tlldeP~ ~~ap.W:~ ~O).ll~A·I'; ~ 4t~ oP: "pM1.dDl~~ur 
cela les equations (~)? Iii pre~i~re .~ d,~, ,~te employee pour 
trouver la valeur de a;;' reS deux swvantes donnent la va
leur de b.; les trois suivantes la valeur de C3; les quatrej~ai':' 
vantes la valeull de d~ 'Ii aill~ d, suite. I ,1 , 

., trio etreetiiaJi4:-~ ~alCui,.ori~t:r6~ve~a·, a ia'~Ule' inspectlon 
4'~'i~~tiOl!~+.~o~,I~:"!~I~UJ18 .. 4e q,c~!d4e5'" etc, les resuI-
tats swvantS'! " ,'., .' . ' , 

".'<4 ~. ___ • 

2 b.(I"-2")=A. ~~~B. ";' , , 
. ,-

• • • ~'. I 

. 3 C3 (1'-3') (2'-30) =A, I".~·-B, (1'+2") + C, .: J 

.( d, ("-4~)'(~~ T,!, '4.y \8o~.(·)~ A~ ~~.26.3'"..l B~ ('l~.~,+ ~i ~i+ 2~~'+ c, (1·,+ ~f~.J.. D, 

5 e, ("-5'f(~~2:5')(3'~5') (f-5') It·A'I".2·:3;i~Bs (i".2~.i-+ 110•2".,,"+ ,~.3·.4'+ 2 0 .3".40 ) 

'''I:: " :·'~~(lo."'+.""':.F,jI'.41+2",3°+274"",,~~·}r-~ (~s'+a'+4°)+Es 
• I' . 

.' .ff •• ·• ... :11 . , _, ' ",tl'., ,'r , j'l ..... '1'\J'f'r;, 1 .. 

: I1J%i'que·8ui'Vent· reS' equiti~~ est.llctMi a 8&Isip';'ll -De 
reSte- plus qn'a'tUter~!Ie& quainrites:- ,";\:' ~ I!. ".: ,'~. 
t ~,. J.i.1:"·)ifL:n 'IJ;'l~ B't ~'.lw:IC': ·i ty c" .II!: H~~:'! Jl; .11 •. ' •• r:~ if·· 

4. • 43,1S" 3 44 D4 4 etc. .. 
, ,:I.!;'. I; . , 

, Or, les quaritites A. B. peuvent etre e~primees en A" B; C3 , 

; .')j-' ./- 'A~g~1Ii ~4 .. JJrA~ ~.' u-. :m&"POur'·~4DF~· " 
les substitutions indiquees par les equations (d); :ces chan-
~lU.Jj~ mdqifoolle$,·.~~~., W~.d~<~ltllr 
~'lpe.ldetl.-.lne·~~ qu~,I6JrrqD3J)fti~.'All.C» ' 
etc., avec un indice in6ni •. o'.~~:lt~M'IU1iit~I~~ 

~' . 
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·CRAPITB.E III. !A19 

ABeD etc~' ~ eQlJ;"ellt; d.~.l~ iq'Qations.{~).; les ~em .. ' 
cients Beront Ies difTerents, produits que l' on ,peut faire en 
combinant l~s ~rt~s des I nohl1>~ loJ 2" 3'z 4' 5:1 'l;tl'inHnt .. ·J II 
fau~ se~e~~~t ~a~~r ,.~~~;Ie;p~~ier d~ ~ee,qu~._I~, 
n' entrera POlOt dans tea cOefficu~nts de Ia valelltf' de !Q;.; que 

l~ sec~~~. quar~. ~~ .~'~~tre~~t p!~!n~, .. d~~~ .I~~ I ~~~f.~~p~ ~e 
Ia va)eu~; de, ~.; qu~ Ie ~olSle~e ~~rre ~. se~a .. ~~t ~tplS_ 
parmi ce~x' qui se~e~t ~ ~or~er 1es ~efii<:ients' de la valeur 
de ~H'ain~i do "reste ~ l'in1llli,,-Otntrit'a,tl6rre"p6YtiJl~fv:a.I~ur'S-

~e b'~3,d4e5 et~t'? ~t par_con~u~~:~ ~~u~ c~_~I~r~~ .~,~~.e.~c. .. ): 
des resultats entieretnent a_oalogues !l cel~i qu~ Jon a tl'9uye 
plus haut pour la v~i' (hlI'prtblier'~Micit'!rlt' a.~ ", . " 

• • • r ~ i.. til . "'" 
,all. 

Si maint~nant on represent~ __ . I, .. 
- I 

parPalesquantites{:. + ;. +.is+ ~" + .. ~.} ." " 
• I • , •• ' •• --- .' , _ .... '.' -~. ,- - -

etc., 

que l' on forme par les combi,n&isons, des fractions 
• • I , \.. J~ :! J • f'. ..: ) , ~ I 

• t j, J ".; • ,', :,', [ ;',", .' I 

~;- 3" 4" F'" etc., , '" ::; . ,I, :: ... , 
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220 THEORIE DE LA CHALEUR. 

it l'infini-, en 'omettant la ~conde' de' ces fractions ~';: on 
.: :...' . 2 

au~a, p'~ur' deterrrllner la valeur. de ~~a i'le€p~tioQ 
. ., . 

. ('1-_:.aS ) ") , • ' , ; " , ':. , _ 

2 b"'I •. l'.4~.~ •. cr. ,. =A.-BP. ~ CQ~.--:-D,Ra +~S.-FT2--tete, 

.. En : f~pr~~entaDt en': ge~eral par P~ Q. R.: S. T ~, , . :. les: 
som~es,I'~e~ produits 'que ~'on p~ut !a~~. 'en: combin~D:t ai-

o ." " '..." I • • I. 

1 fi . I I I I, I. , I" _C_! 
~~~r;at:to,ut~., e~' r~f.ti0~8'l'_ ;;- 3- :r- F' . ! •• ,a, 1l~,. 

apt1s' '~voir .~ul~~e.it o~s' la fractio~ .!.-;, on aur~ en I ge-
•• ;., ~ I. ; ~ I 1 . . . ~ .'" • . 

neral, po~r\ d~te~~er lesquantites a.'b"c.d48" •• e~~, lea 
equations sui~antes : ' 

'E!tC •. I 

I • . . 
.. ' 

!. I., J 

, . ~12~ , ',: 

Si l'on cohsi~~~e ~Mnte~~i 'l~sJ e~tiohs (8) qui don-
nent les valeurs des coefficie~ a qed. • . etc., on aura les 
reaultats suivants: .' i .. . . 
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CHAPITRB 11'1. 

(lll-I-)(3a-I")(4·-I")(5"-I")···_A_BP CQ -DR ES -FT et 
(J . n" 3" 4" 5" - .+. .+. 1+ c. 

... • • •• • t . 
1 1"-2")(3"-2")(4.-2" (5"-2")"'-A_BP CQ -DR ES- tc 

20 • "4" 5" - ,+, .+ ~ . I. • • 

ld(I·-.f')(2"-.r)(3·-4·)(5~-4·)"·_A Bp· CQ DR ES "t 
q 1".2".3".5" - - 4+ 4- 4+ 4-e c. 

etc. 

En distinguant quels sont les facteurs qui manquent aux 
numerateurs et au denominateurs pour y completer la 
double aerie des nombres naturels, on voit que la fraction 

_.Ll· d 1 .". ,I 1 da la Be RUUlt, ans a prelDlere equation, a i';; ns se-

conde it -;. ~; dans la troisieme it ;. ~; dans la quatrieme a 
- ~.:; en so~ que. ~es produits qui multip~ien~ 

0" ~b, 3c, 4d, etc., 

. sont alternativement ;. et -i. II ne s'agit donc plus que 

de trouver les 'valeurs de 

p. Ql R. S. p. Q.R. Sa P" Q"R3 S" ... etc. 

Pour y parvenir, on remarquera que l' on peut raire depen
dre ce~ ,valenrs de celles des qualltit~~ P Q R ST., •• etc., 
qui representent lea different8 produits que l' on peut former 

.111111 
avec les fractIons Ja ;0 ll" "" SS 6"' .. etc., sana en omettre 
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2SS THEORII DB LA CHALEUR. 

aucune. Quant aces demiers prod~ts, leurs valeurs lont 
donnees par Ies series des developpements de sinus. Noris 
repr~enterons donc les series .. 

I I I I I 
jO+;;+ 3-+ :F+F+etc. parP, 

I I I I I I 
-:--0 + -;--3" + -;--4" + ~ + -;--4" + ',h ~. + etc. par Q, 1.2 I. I . 2·.~· 2. ~ '4 . 

I I I I 

• • 3" + " • 4" + • 3" 4" + · 3" ~"+ etc. I .2 • I .2 • J.. 2..., 
parR, 

~s, 

ainsi de suite. 

La ..l' • Zl ZS :J:f 
8~rle Sln·.x=~--3+ 3" 5+-3 4 ~ ~ + etc.; 2. 2... 2.....' 

nous fournira lea quantites P Q R S T etc. En effet, Ia valeur 
du sinus etant exprimee par l' equation 

sin.z=.x(I-~)(I-~)(1-3· zI )(I-"=:')(I--=:') etc 
I".'K'" 2·.'K'" • .w· 4".w· 5·.~ . 

d'on l' OIl cODclut immediatement 
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R 

= 2.3.4.5.6:,.8'9 

etc. 

13. 
Supposons maintenant que P. Jt. representeilt 

les sommes de produits diffenmts quel'on ~ut faire avec 
• I I I' I 'A-.., 

les fractions I- 2" F :F 5~-' .. ~tC.I, 'u~nt 00 aura separe la 

fraction :., n. etant' wi nol'Rhfe eritiq--qtrelcoDque; il s' agit 

de determiner p. Q. R. S .... etc. , au moyen de P Q R S ... etc. 
Si ~cne- pttr '-"f',P. +q" ~tll" les 
pl'oduits. des .r.te~ '. . .. 

I : ' . . . 
( 1 - I~) (I ;.) (I -;.) ( -1,) t" ~~~~ 

cplr.ait: 0048 Ie seW faoteur J -~: il &u-
'. n . . 

dra qu'en multipliant par 1 ~~ la ~antite 
. : ') . 

I-q p. + rt Q.-q':R. +tS~--ete., 
- ..', , ' t'. . 

,.' t' I 
.' l '. 

L tlze y " L" :5 L 



224 THEORIE DE LA CHALEUR. 

Cette comparaison donne les relations suivantes : 

P .. +-;'=p ,. 

1 oup=p--• ,.s 

etc. 

Q 1 1 Q = --p+-.. ,.s .,.4 

R. R IQ Ip ·1 = ~ +- --. .,.* . ,.4··· ,.' 

~=8-!..R+ '!"Q_!". P +.!.. ,.S ,.4 ,. ,.' 
etc. 

En employant les valelU'S connues de P Q'R 8 ~ ·et fais&nt 
luccessivement ", = I , 2 , 3, 4, 5. . . etc., on aura les valeUl'S 
de p. Q. R. 8. . . . etc.; celles de P 2 Q. ~ 8a • •• etc.; celles de 
P3 Q3 R3 8". . . etc. 

214. 
D resulte de tout ce qui precede que les valeUi's de 

abc d 6. • • ,tc., deduites des equations 

a+2 b+3 c+4 d +5 6 +etc.=A 
a+!i~+3"c+4"tl +5t e +etc.=B 
a+2sb+3'c+45tl +55 6 + etc. =C 
a+27 b+l'c+'47d +-5'1e·+etc.=D 
a+2'b+3'c+4 tlt+ 5 e'+etc.=E 

etc. 
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--
soot exprimees ainsi, 

: a ' '~:':'B(:'~ ~ .;. )+ C·(";~5'-:~'~~· f.) 
. \ ~ ( . 

I" :: I 

" ,'.!. j' - ~ 

( 
'1\'1. i' '1\'. "I 'I\'~.' 'I)' , ~D I .:-_.~_' +'--'. __ -- " , . '7-:S.ll 

2.3.4.5.6., I" 2.3'4.5 ,4 2.3 ,I 
, - •. I' • •• ~ . 

, ,I J' ' J' ,r , 

C' 1\'1 I· 1\'8" I' 1\'4' . I' '1\'" • I' ) 

+ E . --.' ",+ -""~'--"'7'"Writ:T '2.3:4.5.6.,.8'9 "I'· 2.3.4.5., '1 4 2.";4.3 "I· 2.;), 1 

-etc. ,..11. '!' .. :. ", 

-etc. . . 
~ ('1\'0 I ) (1\'4 1 '1\'4 I ) --4d=A-B -3--: +C ~--:'-s+, 
~ 2. 4 .1 .... 4-a 4 2 .. ' , 4 

D ( 2.3.4.5.&, 1 '.<' I '1\'" 1 ) - --.~ + -.~--
, ~ I 4" . 2 • .1.4.a ,44 2 • .1 41 , 

-etc. 
. ;; tl of.; 

• 
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215. 

Connaissant les . yaleurs de abc d ef . .. etc. , on ies sub
stituera dans r equa,.ti,op proP?see 

<C 

fx=asin.~.+ ~_sin. 2X + dsin. 3x+ esin.4x + etc. ; 
. . . 

et me~tant aussi au lieu des quantites A B"C DE, etc. leurs 
'Va~ 't~ ;"1tauQ , fu, fU 0; flZ O ••• -etc., Pll aura I' equation 
generale 

I . {..,:.,.: _(-:0 I)'... (11:' I -:' I ) -nfX=SlD.X f O +,. 0 -3---; +f 0 .,.",~ ---;'-3+--; 
~ 2. 1 2.,:).4.;) • 1 2. 1 

( -:' I -:' I -:' I ) } + cp"no . -':'T'--+7T'~-' + etc. 2.3.4.5.6., 1 2.3.4.5 I 2.3 I 

I '., '{ J . lb' (-:a -i.),... ( 1r' '. I 'K'a I ) --SlD.2X f o+f 0 --~ +f 0 -----;.-+--; 2 2.3 2 2.3.4.5 2 2.3, 2 

.... '( -:' I -:4 I 'na I ) } +, 0 --. ' +_. -- +etc 2.3.4.5.6., !A' 2.3.4.6 jl' 2.'3 2' . 

... .... ('If" J' -r' ·1 'A' •• J) } +, ·0 --._+ ........ _-- +etc 2.3.4.5.6., 30 2.3.4.5 34 2.3 3' . 

+ etc. 

On peut se servir de la serie precedente pour reduire en 
series de sinus, d' arcs multiples une fonction proposee 

j 

\ 

• 
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dont Ie developpemel)t ne contieot que des p~s im
paires de la variable. 

216. 
Le cas qui se pre~nte ,le Femier est celui 'aU ron aurait 

fX =X,. o~ trouve' alo1'& f"o = I, flllo = 0', ,"0 =0 ... , 
ainsi du reste. On aura done la serie 

I • I. "I,. 3 I. 4 
2 ~:::;:: SIll· .; -:: ~ ~D. ~ X + 3 SID. .; r-.~ .x..:t; ~tc. ? 

qui a ete donnee par Euler" " '. . 
Si l' on suppose que la fonction proposee sOlt 3t, Qn awa 

,"0 =0, ,z!.0=2.3, fo=o, f"Q..:=:O. ',,, etc., 

ce qui d<?ntie r equation 
.ii., '" 

I .-l (~ 2.3). (. 2,3) I • (. 2.3) I • 3 tc ;w= ~ -?'" SID.X- 'If -;;- ,;SlP',~.1;+ _,~ '~F lSID. x,+e . 

On parviendf,ait a ce Pleme resulta~ ed part;ant de l' equa- ' 
tion precedente" ' 

~ X'=~in.'~.i.! sin. 2X+'!3 sin. 3~'..i;s'in.4·~,+ dtd. 
2 ,2 Ii" ~'" , 

, • ", "I ",' , 

En eft'et, eil,'maltipl~ant cb~ IMinbre par dz"et'dlte-. 
grant, ou aura ',' ~ ; I I . 

., ., . 
la valeur de 1a ,co~~te.c est 

29· 

, 
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serie dont on sait que la somme est +.!. ~'3' Multipliant"par 
~~. " 

dx les deux membres de I'equation 

• ~.. "x' I • 
-·-3-7 =cos. X--.COS. 2X + 3' cos. 3x-etc. 
~ 2. 'f 2 

et integrant; on aura 

• ~'. X I x'. I. I • 3 - -3---·-3=Sln.x--; . SID. 2X+ 3' Sln. x-etc. 
2 2. 2 2. ~ . 

Si maintenant on met au lieu de 'x, sa valeur th'ee de I' e
quation 

I • I. 1'31'4 ;x=sID.X-;SlD.2X-3SID. x-4 sm. x + etc., 

on obtiendra la meme equation que ci-dessus, savoir : , . 
I ~. • C" ~. 1 )" I. " -(~. - I ) --=sm . .1: --""'"';' --Sln.2X -----; 
2 2.3 ~.3 I 2 2.3 ~ 

+ i sin. 3x(:'~ -;~) + i sin. 4.xC:';-";.)-etc. 

On parvienc:lrait de la ~me maniere _!_ .dey~lopper en 
series de sinUs multiples, les' puissances XS X7 z9. •• etc., et 
en general toute {onction dont Ie- deV'eloppeme~t ne con
tiendrait que des puissances impaires de la v~ria.ble., 

21 7. . 
: .L'equatioft (A) (art •. 216) Peat etre mi~-80U8 nne ,000000e 

plus simple que nous allons faire connaitre. On remarque 
d'ahord qu'une partie du coeffiCient de sin. x, est la sene" 

'Ir' ~. ~ 
,'o~ -3,m o +-- 3"5'''0+ 34-56 -("0+ etc. , 

2. 2. _"'_ 2... ., 

.' 

I 
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qui represente la quantite ~f~' En effet, on a en. general 

• . :;ca D :;c3 U. or'" :xf1. tc 
,ar=,o+oX,o+-f. .~+-3' 0+-34 , 0+ 3~5' o+ ... e . 2 2.. 2. • 2 .• ~. . . 

Or, la fonction cp oX ne contenant par hypothese 'que des puis
~nces' impaires; on doit avoir ,0=0, ,"0=0, ,"0=0, 
ainsi de suite. Donc • 

une seconde partie du coefficient de sin. oX se trouve, en 

multipliant par -i, la serie 

n. ~. ~. ~ yn t 
, 0.+i:'3~ 0+ 2.3.4.5' 0+ 2 .. 3.4.5.6'7". o+e c., 

dont la valeur est ! cp"~. On determinera de cette maniere les 
~ . 

differentes parties du coefficient de sin. oX, et celles qui com
posent lea coeffic~ents de sin. 2 oX, sin. 3 oX, sin. 4 . .7:, sin. 5 oX. 
etc. On emploiera pour cela les equations: . 

I 

• ~.... ~. .~ YI. t I 
, 0+-3, 0+ 345' 0+ 3456 , o+ec.=-, 1r .,2. 2... :a ••••• '1 1r 

n' ~ - - ~ -. '"~ - t . _I u , 0+-.-,' 0+ 345,"0+ -3 ~ 56 ,-o+ec.--, ~ 2.3 2. • • 2 ....... 7 ft 

1 = ,"'ll 
~ . 

, 
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au moyen de cette reduction on donnera a requation (A) 
Ia forme suivante : 

I. { In In In t} --SJD.2X f'lr--;f 'Ir+"4f 'Ir-'8f 'Ir+ec. 
2 2 2 2 

• 

+ etc. 

ou celle-ci 

I . {. I. I. 3 } i'lrfX=f 'Ir &ID'Z:-i SID. 2X+ 3' sm. z- etc. 

II {. I.' I. 3 } - f 'Ir sm. X-;3 sm. 2 x + 31 Sill. X- etc. 

(B). 

yr {. I • I • 3 t} -f 'Ir sm.x-;,sln~ 2z-3,sm. x-e c:;. / .. 

+ etc. (C) 

218. 

On peut appliquer rune ou l'autre·de ces fol'lDuies, toutes 
les fois que l' on aura a developper une .fonction pr~posee, 
en une serle de sinus d'arcs multiples. Si par exemple la 

fonction proposee est eZ_e-z , dont re developpenie~t De 
contient que des puissances impaires de x, on aura 
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31 -31 

I . e -II C . ...J.' 1. 3 ) 
-11:' = Sln.X--SID.2X+-3 SlD. x-etc. 
2 tr -tr 2 

II -e 

C· I. I. 3' ) 
- SIll .. 3;-;;8In',2,'D + .~sm. x-etc. 

C· I. I. 3 ) - SIll.X....-~6SlD. 2X+3iSlD. x-, etc. 

C· I. I. 3 ) + SID.,x-;oSlD.2,x+3,SID. x-etc. 

--etc. 

En distinguant les coefficients de sin. x, sin. 2 .x, sin. 3,x, 
. 4 l' d I I I I SID. ,x ,. etc. , et mettant au leu e - - ., + -; - -; + etc. , 

. "" n " 

sa vale1Jr lIS :.1' on allf'a , 
( 31 -31). . . 3 '.1. 

I II -II SlD.:X: 81n. 2:X: 81n.:X: SlD •• :JC t 
-11: =-- + ---+ec 
2 tr -w I+.!. 2+.!. 3+!. .I.+.!. • 

II -8 • • ,.. 4 

On pourrait ~ultiplier ces applications et en deduire plu
sieurs series remarquables. On a choisi l' exemple precedent 
-parce qu'il se presente dans diverses questions relatives a la 
propagation de la chaleur . 

• 
~19' \ 

Nous avons suppose jusqu'ici que fa fonction dont on de
mande Ie developpement en series de sinus d'arcs multiples, 
pent etre. c:J.eveloppee.en une aerie ordollD ee, &Uivallt ~ puis
sances de la .variable x, et qu!il ,n' entre dans cette derniere 
serie que des puissances impaires. On peut etendre les memes 
consequences a des fODCtiOBS quelconques, meme a cell~s 

• 

, 
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232 THEORIE DE LA CHALEUR. 

qui seraient discontinues et entierement arbitraires. Pour 
etabiir clairement la verite de cette proposition, il est neces
saire de poursuivre l'analyse qui fournit l' equation prece
dente (B) et'd'examiner queUe est la nature des coefficents 
qui ~ultipli~nt sin. x, sin. 2 x, sin. 3 x, sin.4x. En designant 

par ~ la quantite qui multiplie dans cette equation ~ sin. ", x, 
n . n 

• •• I • • • 
SI 11, est Impair, et - - SID. 11, x, Sl 11, est paIr; on aura .n 

Considerant s comme une fonction de ~, differentiant deux 
t' • 1 ' I I d's lOIS, et co~parant es resu tats '. on trouve s + n' d~s = f ~; 
equation a laquelle la valeur precedente de s doit satisfaire. 

O I' ,. J d's d I· II ·d' , r, equation s + ". d x.=f x, ans aque e s est consl eree 

~omme une fonction de x, a pour integrale 

s=acos. nx+ b sin. n~+ 11, sin.nxfcos. nx.cpx.dx 

-11, cos. nx fSin. nx.cpxdx. 

~ etant un nombre entier, et I~ valeur de ~ etant egale a ~, 
on as=±njcpx.sin. nx dx. Le signe+doit etre choisi lors

que n. est impair, et Ie signe'- lorsque ce nombre est pair. 
On doit supposer x egal a la demi - circonference ~, apres 
l'integration indiquee; ce resultat se verifie, lorqu'on deve
loppe au moyen de l'integration par parties, Ie terme 

. f cp x sin. n:J: ~d:z; , 
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CHAPITRE III. 
en remarquant que"1a fOBction fa: ne contieot que" des puis

"sancc& impaires" de la variable et en prenant l'int6.grale de- _ 
• • 'l. , pws 02:=0 ]usqu II X:;::::1r • 

.on ,en cooclut immediatement que ce terme eqwvaut a 
±'C n 1 IY I ",I "II I tc) m~-m 1r.-+m 1r.--m 1r._+m K.-+e •• 

T "T II. T II. T n 8 T nl" 

Si ron substitue _ valeur de; d~s l' equation (B)., ell, 

prenant Ie sigue 1- lorsque Ie te~ de cette equation est de 
!"tog impair, et Ie signe.-Iorsque iI, est pai~; on a1l!a en " 
general S ( f x . sin. ,,"x. d x) pour Ie coefficient de sin. 11 x " on 
parvient de c~e maniere a un" re.aultat tres-remarquable" 

-exprime par I'equation suivante : 

.!s,z=sin.zS (sin.z.,z.tlz) + sin. 2ZS (sin. 2Z,Z tlz) 
2 • 

+aiP. 3z S{sin. 3z.,z tlz) ..... +Iin. iz S(Iin. iz 'z az) +etc;J 

(D) 

Ie second membre donnera toujours Ie developpemenf~her
che de la fonction 'x, si l' on eft'ectue les i~tegrati6ns. de-

. .'1. pUIS x=o, Jusqua .x=~. 
/ 

et que nous avons trouves prec~ent par I~ 'voie des e1i
minations successives, sont "cks va leurs int4Iraies definies 
exprimees par Ie terme general S (sin. i x ., x d.x), i etant 
Ie numero du terme dont on cherche Ie coefficient. Cette 

30 
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ia34 THEORIE DE LA CHALEUR. 

Nmarque"est importante, en ce qu'elle iait connaltre tOtn

ment lea fondiWns entierement arbitraires p.nnent RUlli 
etre developpees en series de sinus .cl'uu makiples. ,En effirt, 
si la foaction 1> x est" t1epresentee pell' f aniooDee variable 

, d'une courbe quelconque dont l'abscisse s.'etend depuis .%=0 

jusquia x==~, et si ron construit SUI' cetIiC meme partie de 
l' axe la courbe trigonometrique connue, dont l' ordonnee est 
y = sin. x,. il sera facile de se I'epresenter Ia valee!' d'uD 
tel!lDe ia1ll!gral. n faut ~cemir que POllr.c~ abMiMe tlI, 
a la~lle repond one valeur de , :&, et une val~pr tk sill. ,1J, 

'on' lIlulhiplie cette des-niere ... leur pal' la premiere, et tfQ.'a\l, 
, DWme point.ae {'axe DQ me.e .nc oAIonnee pt'oportioDAeUe 

au produit , x. . sin. x. On fonaera, par care oper,ation ~ 
" nuelle, une troisieme courbe, dont les ordonnees sont cell~s 
de la courbe trigonometrique ~ reduite proportioDnellC\Dent 
eux oroonnees de la cOllrbe 'arbitraire qui represente 'x. 
Ctla pose, I'aire de la courbe reduite etant prise depuis x=o 
j~'a.z-=~tdanp.el'a I~ vM~,,~4uc.,wii.cieDt,~~~; 
J; ,qudle -flue puisse e~re ~ courbe dOl\D6e qu.i mpon~ a II~, 
soit qu'Ot} puisse lui assigner une e~~ ;w.aly.tique, so.it 
qu'elle ne depende d'aucune loi reguliere, il est evident 
~u'el~~ $ervH--~ to~iours .a ~d~re d'une maaie~ qael,coWfue 
la courbe trigo.ometrique; en sorte qoe l'aire de I,a courbe 
reduite a, dans toes les cas possibles, nne' valeur determinee 
qui ~,\ceUe 4u coiftici~l. de &ia . .3} dMls Ie del-eloppe
ment de la fonction. l'~ en est de meme du coefficient sui
nnt :~ em ~ (, a: .-~n.'2:.t',d>r.). 

-n ifitnt -en gffi~ral, 'pour et:rrstnUre Ies ftlenrs ~ -coefB-
-e'knts' a, bed e. . . etc.;, ,ifBagi~ 1lle tes courbes, -donl :Ie& 
-equatioiis sont 
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CHi\PITIlE Ill. !J35 

y=S;n.~, .r~Sitl. ~Z, t==&in. 3~, .r=sin. 4.x, e~c., 
oat etc traecies p,MlI' Up _Ole intervalle sur l'axe des '.x; d~ 
puis' ,.e~o. j.qu!a ; .. :::a:1I:;' et t1u~e~.ite ,on a. cbapge cea 
courbe8 :eD. mttltip1ilmt .to'U~ *,,8 $'Qonneea pal' lea o~
donneea oorreap(jndante.,d'uBe meme courhe, dont l'equa
tion est.r=,x. Les equations des courbes re4uites, sODt: 

.r-=sin.x·t~,y=;:;:sift;-~a;'f.~,.r==sin.3x.,a:,.r==sin.4x.,:x .. etc. 
, " I -: . • •• • -

Les aires de ce~ derni~res co~rhes, prises depuis x" 0 jus .. 
qa'lJ .t:=i *, sriront '·~" .. a1ieulfg Ms· cwMit:.nts.' ... " e d.'etc. 7 

cktis l' equa~oo. '. '. . 
. . , 

I ",,' ,. ' " ; , ~. ,; , 

;'Ir,z=a sfu.z+ b sin. 2Z+C ain~ 3,~-rd ai~"f.~+ etc. '" ,; 

221. 

~ peut aus$i verifier l;eq~ti~n p~~dente (D)·(~~.~), 
en detennmallt'itbfnedi.tMltfflt 1Ef& quadt1it6sllJ~a~3'-~ietc.,., 
daus t'equa~ . :.' . . " , '. -' ',. 
CP~itl sift . .f:+:a.ldtl •. u+4t&ift;.ii--+ ... iZ·~"D.jX'+ .•• :d:(f.; 

pdUr. .eela (Jft maltipliem, ct.e_ de8,~mbDes; de I. detui_ 
equation, par sin~ i.x.4.g:~ i.e~~ 11:0 ~olBbre.entier, ~~ l'o~ 
pre~~ ,l'inteple ~epui:t,~;:::::;'o j:usqu~lt :Z:~~t ~n ~U~ 

S (,«.sin.iz.da:)=a. S(ain.a: sin. iz.d.r)+a. Stain. 2z.silf,j""d'.tJ). 

+ ... ai S,{ain.j.r.ain. iz.dz) + ... etc: .. : ::.. . . . ' 

Or on peut facilement·:prouv~r, 16 que tou1le8 les inte
gnles fJUi,:eBWl.t. dans Ie ~~~'. ~I'e,-~~t une valeur 
Dulle, efcepte'le seuf terme it; S(sin. ix.sin.-;x dx); 2 0 que 
Ja valeur de S(sin. ix.sin. ix.dx) eat ~~; ~'o\t ),on ,co.n-

, '30. ' 
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~36 T.HEORIE DE LA CHALEUR. 

I I I d . S (lPz.sin. i:c.dz) m , 
c ura a va eur e ai, qUl·est .!.~ ,. J.out se re-

• 2 

duit a considerer la valeur des integrales qui entrent dans 
Ie second membre, et a demontrer les deux propositions 
precedentes. L'integrale 2 S ( sin. j:x;. sin. i z . tl:x; ) ,prise de-· 
puis :x; = 0 jusqu'a x = 1r, et dans laquelle i et j sont des 
nombres entiers, est 

L'integrale devant cOmmencer lorsque :x;=o, la constante C 
est nulle, et les nombres i etj etant entiers, la valeur de rin
tegrale deviendra nulle lorsqu'on fera :X;=1r; il s'ensuit que 
chacun des termes tels que . 

"', S (sin. ~ si~. iz.a z), as S.(sin. 2Z.S~. iz.tlz), a,.S (sin. 3 zsin. iz.4 z) etc. 

s' evanouit ~ et que cela aura lieu toutes les fois que les nom
bres i etiseront differents. II n'en est pas de ~~me lorsque. 

les' nombres. j etj sont e~lJ.X,.C81' ,Ie termtt i I j sin. (i i:x;), 

auquelse reduit l'integrale, deviait ~, et sa valeur est~. 00 

a :parconsequent !lS(sin. i:x; • sin. i:x; .d:x;)=*; 'on qbtient ainai 
de la maniere la plus brieve', les valeura' de 4. a. a3 ti4 ••• a, etc. 
qui sont: . 

~ =8 (lPz.sin . .i:.dz} ~·=S(,.i:.sin. 2z.dz) 
f: ' '!'Gf • 1 e l · .!.~ • 

.' ." .: ..... I 

En les substitUant on a' \' '. ~ • I ~ -
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iCHAPITRE III.',.'. 

;~fz=siJ;l. z S(f'zsi~'''.dz)+sin.2zS(fz.&in.2z~rl.%} , 

+ sin; 3.xS(~zsin. 3t1C.dz) .... + sin. i:;c S (,.2: sin. i z.dtIC) (?n) 

'+-,~. . '. ,. • ,I'. ; 

U~. 
" "" , 

Le., ~ ~ pl~ s~~ple. e~~ cel~ . o~ la fonetion, donnee a 
une. y~l~~r ~onstant~:~~l toutes les valeurs d~' la va~able x 
compri¥s e~t,tt~"et .. ~;: d~s ,pe ca~J' l'~~~g~.l~,(.~~n. i x 1- x 

est ~gale' a -i::si 'le nb.bre:i estl impaiil,llet 6gal'a 0, l~i Ie 
, • • r' • \ ~. \ •• . , , •• 

nomhre i es~' pai.r. Oil 'en' deduit'l equation " 
: :' .... ) 

I • 1'31'5 I. I ..... 
,"~ ~Sln. x. + ~ sin.. :J: + ~ SID. ~ + ? SID. 7:& T ,9 sm. 901l: + ~~. 
, que l'(>li' a tr6U'vee precedenitnent. I I .: ,i ~" , " 'J ',' 

" ··n Caut ,ema~er 'que lorsqu~n:a developpe uile fonQtiQQ 
, :J: ell: une suite; de sinus d' arcs' multiple& Ia valeur dtf Li 
aerie a sin. x + bsin. 2X + csin.3x + dsin.'4x + etc.' est,. 
meme quq celie de la fonctioJ.l cp 'x tant qu~ Ia variable x ~ 
comprise entre 0 et ~; mais 'cette ,egaliu C?esSe 'en' 'gene~ 
d'av~r lieu lo~~ la yale~r ~~f_x s1:1rp~.le no~r.e ,~', " 

Supposons ,que la fonction d6nt on demande Ie develop-

p~nt soit ~, ,on ~qra, d~p~s I~ ~~e p~~d~nt, 

!~a:==SinJa;'f8i').l~..l-~ sin. ~~fQ:Sin.·2IDd.2% ,',or<, ,0': 
2 ~". , 

, , 

:J; + 8iii~'3~J;sid. 3:x'~i ~ Sin~'4'xfxs~ .. 4',:t13:,:,r~:, 
, . ' 

'Ir. • , 

L'integralejx:siii.: i:x:,titx eqbmlll~'." :it: 7.'; 'I~' j~fliees () et':~ 
o ,or :;J' .'. 

qtrl';o~t' Jioi~t:s 'au~ sigtie'j font ci>nnattre les limite8 de I'in. , ' ' 

• 

" 
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tegrale ; Ie sipe + d~i1 etre choisi IorslfUe i est impair, et l~ 
signe"-lorsqu& i est pair. 0. aura donq l'equation suivante: 

I • 1 • I. 3 I. 4 I. 5-' I. ;X=SlD.x-;sm.2x + 3sm. x-4sm. x + 5 sm. iof;....-,SlD.7x+etc. 

223~ 
On d~ve16ppei'a aUssi eh series d~ gffltts d)lD'cs fD!Iltitfles 

l~ to~cti<>Iis dift~r~fttes 'de ceUes on iln'~ ttne d~~ puis.-. 
'sances inipaires de iii 'Vfli'iable. Puttr 'app6He'r tnt ~~1~ 
qui ile-lahsS!e- '.-n01ln do.- SUP la pnSibilite de: e~ de.~pt-
ment, nous choisirous, la' fon~ti~n cos .. :x J ,qq.i ne ~ontient 

I •• ' •• • J 

que des puissances paires de x, et qu' on developpera sous 
:Ii fbrme Evan.: 

a sin. x + b sin . .2 x + c sin,. 3.f * d .. iD. 4z -i:" e sin. 5 ~ -:+- ~tc. 

~Q()1jqu~n aen.dau ee&te d~ amecque: des plliMaices 
ilbpaires d« .. ~ -nabl .. OU'aiIra 8D,tiJet\ d'apfttt Ie 
tlutoremt! pnk6dmt ~ , 
i' : '" 'I • /; ,: ,')j , , 

~~~Qs._.xr=~ •• 1)c~.oXsin.07:4-F i,,', : , :, ( " 

• "'j' If.. )'1' , "J".J' "8il~'l(;j r, ., ".h, ;j: " , 

+siil. '2 x).~~~. :i ,sin. ~·x x +. ~i~,~, ~'71 ~ilj~. ~,~Ul1. "tt a ~ '+ ~c; 
• I' 'f • I • • 

L' intlgrale {cds. x sin. ,'X J oX~' 'etjuivaiit a 7irb 16rsque' i' est 

un nombre ~,.. i I ... ~ ~I.f leJ!&qB'e '.eIIl~\~J!&_pajr. -

~ ,~~PP'f,)~~t, &1;l~~~~i~~p1eD:t (~,~~, 4,. ~ i, \8.{I ~~~. 01J' aura la 
serie toujours conv~gente : \. 

1 2. ',.to ". I. _ 6. t!' 
4-4;01J,. ~~r:1 $HJ. ~f' + fi~~;~I~.'§.7~1~,~,~ , .- ".-;:';: ,! 

'. 8 . 8 10. 0 + -~IQ. x +-SIn.. lOX +- etc. 
lh'l ')!J C',"!!'." ~ ! ...... Ii, .'is)J \ ·)flc'''.:9t!J1l a! I:dl lu ~ !." 

" . 
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~ cos.z=~i(~ +'i) si~. s,z + <! + ~).sin~'~~ I , 

, ' , 

+ (!+!)fJip.6~+(.!. ... !)_8"rl- (!*~)'i~ .. o .. ;,.a...8te. a, ., 9 '9 II 

• '. r - '1 '1 .' i ", .'. .. I • 

Ce resmtat a eel_ de 'remarqUable' .qti'it o1fi'e Ie developpe-
m~~ d.~ ~~iQ~.m JWe ~~ ,.de ~~~,Op,pl ,cttaQlAqtt,~ 
~ntieot «pe de~ p~gsances, imp~ires. Si,.~ <w- fait d~,s,l' ~ 
ti,oD J?reced~t~"x~~ ~, . .()n ~!>~vera:, ," .. ;: .' .... . 

I 

,I 1r ,I (I I I, 1 I I' 1 \ 1 ) 
4 ~FRJ21 r~t+.3'~5.: -) +"9'*~7?·Y'''F3.'. i! ..... :dleJ 

. " 

Cette &rn.i~re $ir.1e est ~onnue' Cintrod. 'dd anidl'sin. 'i'fiimt. 
cap. X). · ," . I '.. .. .. . I...... . " ' 

, : 224., " I 

00 pent- erii~oy~l', ~ ,ana1yse' s~riilitabl. 'PQ~r develop
per une fo~ctiW1 <p.elcpnque en serie de cosinus, d'arcs l'Qul
t'iples. Soil ·,,'.11,la:fohcfioo donl' on deitiand~le developp~ 
_at., 4'U'GI'~a : , .. .. II. • ,;' ., ... , .. .. , 

'oX~qocos:~~+ql ~~s. -11+~acOs.~~,+.~3 ~OS. 3.x+~~~'a.:c-os:~oX:.~:t-etc. (m) 
t • ., • • , 1 • • •• • , • • " • •• • • I ~ •• •• .. 

~, 'GIl . inMi.ap»e : lea ;den, ~hnee ,de .ce~~. &pabon :pu 
80 .. j.f:. S .que filO, iDt~f:JD8 cllaq. dee, lerme&' 4ft see-a 
membre depuis .x::=o jtisqu'a,.mo1l:~ ,il.est;faoiLdle 8'~unr 
que la valeur de cette integrale ~ nulle, excepte pour'le 
seul terme qui contj~, ~~j;t;"c~~'l'~' Me~~ ,~~~~~ :d~p~. 
immediatement Ie coefficient ~ ~ il suffira eo' ,eneral de 
considerer la valeur c;le l'integrale f cos. j oX ..,cos. i oX d oX , 
pqs~,dep.uis ~ = 0 j~'F'a.;l:,::;:::;:~" .f'~ ~\lPP9.~rquej pi 
sont des oombres entie~. On a 

f CQJ.i:,,: ~s;,41P.di~;=z;:.2 (j4~1ffiP,j,.. ~." +·..-r/'l) _;J~~lj~:t c. 
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240 THEORIE DE LA 'CHALEUR. 

Cette integrale, prise depuis z == 0 j~qu'a z = 1;', est 
eyidemment nulle toutes les fois que j et i sont deux nom
bres diffe~nt8. II n~en est 'pas de meme lorsque ces deux 

no~res.so~~ e~~ ~"dernier te~e 1jU~i) s~ . .J - i:x: _ 

devient ~, et sa valeur est .!. 1;', lorsque rarc z est egal a 'Ir. o 2 

Si donc on multiplie les deux termes de requation p*e
dept. (m) par cos. i z, et que ron integre depuis 0 jus-

qu'a 1;', on aura :fiz cos:ilX dIX" ; 1rO" equati~n qui"fera 

connattre la valeur du coefficient a •. Pour trouver Ie premier 
coefficient aD, on remarquera que dans l'int6grale' , 

I ... I.. • 
. ( "' ") sm.) + I Z + U ") SlD.}-IIX, 

2 J+' ' 2 -J (, ", 

si j = 0 et i= 0 chacun des termes devient ~, et la valeur 

de chaque terme ~t ;''Ir; aiDsi I',int6gralefcos.jlXcos. iIX J:», 
prise depuis z=o jusqu'a IX=1;' est Dulle lorsque lei deux 
Dombres entiers j et i sont differeDts ; elle est f'lr lorsque lea 
deux nombresj 'et i sont egaux., 'mais difl'erem:s'de zero, 
e~ est egale a ~ lorsque j ei 'j sont run et l' autre egaux a 
zero, on obtient ainsi reqaation suivante : ' 

. \ • • 
, + ~os. 2'+ :zfcos~ 2 X d:e To eos. 3+ ~ cos. 3 z dz -t-~. (D) 

o 0 

Ce theoreme et le precedent eon~~Dent"a' toutes lea COne-
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CHAPIT.RE -III. 

tiODS possibles, soit que I' on en puisse exprimer la nature 
par les. moyens_connus de l'analYaJe, ,soit qu'ellea COITeJPOIl

dent a des courbes tra. arbitrairement . 
. 225. 

Si la function proposee dont on .demande Ie developpe
ment en cosinus d'al'C8.lDuitiples.est la variable a: elle-mbae; 
on ecrira l'equation 

et l~on aura, pour determiner un coefficient quelconque a i ; 

c . 

~'equation a i f3lcos. iz~z . . Cette inugrale ~ une valeur 
o 

nulle lorsque i est un nombre pair, et est egal a - f l<)rscpe 

i est impair. On a e~ meme temps a o = i ~'. On formera 
donc la serie suivante, 

. I 4cos.:e 4 cos.3:e . , 4' cos. 5.2l' 4 cos.,:e et 
:1:=-'1;'- -- - - - c. 

2 ~ 3" ~ - 5" ~ ," ~ 

. On peut remarql1er ici que nODS sommes parvenus'a trois 
developpements differents de ~ x, savoir: 

I • 1. I. 3 1'1 I. 5 ' 
;Z=SlD.Z-;SlO.SX + 3SlO. X-4SlD. q Z+ 5 sIn. x-etc. 

• 2. 2'3 '2"5 ~. -:Z:=-SlO.Z+-3" SID. 3;+5-.810. z+ .... slD.7x+etc. 
2 ~. 1f • 'J: 7~ 

I 12 2 3 25 -:z:=] 1f - - cos.x- -3" cos. x- -s" cos. x-etc. 2 • ~ ~ ~ . 

I 

Il faut remarquer .que ees trois ,.aleurs de ~ z ne doivent 
point e~ coDsidereea oomme egales, abstraction faite de 

31 
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242 'fHEORIE DE ,LA CHALEUR. 

toutes les valeurs de z; les trois developpements precedents 
n'ont une valeur commune, que lonque la variable x est 
comprise entre 0 et .;~. La construction des valeurs de ces 
trois series et la comparaison des lignes dont elles expriment 
les -ordonnees rendraient sensibles la coincidence °et la dis
tinc:tion alternatives des valeurs de ~ fonctions. 

Pour donner un second exemple du developpement d'1Dle 
fonction en serie de cosinus d'arcs multiples, nous choisi
rons la fonction sin. x qui ne contient que des puissances 
impaires de la variable, et nous nous proposeroos .de la 
deve,lopper sous la forme 

a+ bcos.x+ ccos.2x+dcos. 3x+ etc. 

En faisant a re cas partkulier I'application de l'equation 
generale, on. trouvera, pour l' equation cherchee" 

I. 1 
~'l:SlJl.I&=
.. 2 

COS. 2:X: COS. 4:x: cos. 6 :x: 
1.3 -3,5- 5'7. 

cos.8:x: t ---ec. ,.9,. 
On parvient ainsi it developper une fonction' qui De contient 
que de~ puissances impaires en une serie de cosinus dans 
laquelle il n'entre que des puissances paires de la variable. Si 
,on dODne a x la yaleur particuliere .; '1:" on tro~vera : 

I- I I I I 1 -'1:=-+ ---+--- + etc. 4 ~ 1.3 3.5 5'7 '.9 

Or, de l' equation co~ue, 

1 I I I I 1 
~ ~= 1--3 + -5-- + --- + etc. .. . 7' 9 II 

f· 

• 1 
I 
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On tire 
J I I I I 
-'lr=--::;"+~ +-+-+etc. 8 'I '-.l ~" , . 9. II 13. 15 . 

et aussi 
• • J • 

, 

! 'Ir=! - ~.:.....: 2:.. - ~~~.....; ~tc--8 2 .l.a 7.9 II; l.l·· , "13. i5. ...... '. ( 

en ajoutant 004 deux resultatl,.on a, comme precedemment, 

J I I r I I I I 
'"''Ir=- + ----+--- + ---~ + etc . 

.• ~ ..... 2 " . .1.3 . ·3.5 5'7 7.9: 9.1J- U .J3 . 

L'analyse .precedente donnant Ie moyen de developper 
nne fonetion quelconque en seri~ de sinus on de cosinus 
d'arcs multiples, no us l'appliquerons facHement au cas o~ 
la .foJ,lCtion it developper a des valeu~ ~te~es, lo~ 
la variable est comprise $l~e de certaines limites, et " de, 
valeurs nulles, lorsque la variable esteomprise entre d' au
tr~ limites. Nous DO\1S arreteron6 a ~'.examen de. c.e cas 
particulier, parce qu'i1 sa presente dans I.es questiOU$. phy-. 
siqu~s qui. depeu.dent delf ~uatiODs ~U1 diW,erences partielles, 
~t qu.'il avait ~te propose autrefois com~: un excmi¥.e de., 
fODctiOJ:lS qui .ne peuv~t etre developpees en sinus ou 
COS~Du.s d'~~cs multiples~. Supposons done qqe 1'on ait a 
re~uirc:;: ~D.; une, seri~ ~ ctite f9l'Dle u.ne fon~tion <!oPt Ia 
valeur ;est CQ.n.stante, lorsqueJoX est comprise entre -o·et IX; et 
dont tou~ les .valeurs so.nt nnll~ lo~~~ a: i est comprise 
entre IX et '!C. On emploiera l' eq11;ltion . generale (rn) dans 
laquelle les integrales d~ivent etre prises depuis a: = 0 

jusqu'a a:=r.. Les valeurs de cpa: qui entrent sous Ie sigpe/, 
3,. 
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etant nulles depuis x=« jusqu'a x=~; il suffira d'integrer 
depuis x=o jusqu'a x=«. Cela pose, on trouvera, pour la 
serie demandee, en designant par h la valeur constante de 
1a fonetion, 

I 1.{I-COS~« • I-COS.2« • 
-~cpX='. -- sm.x+---- SlO.2:1: 
2 2· " 2 

+ SID. X + -- SID. X + etc. l-cos.3«. 3 'l-cos.4«· 4 } 
2 2 

Si I'on fait h=.;. :rr, et que ron ~presen1le Ie si.us verse de 
rare x par sin. V. x, on aura: 

cpx=sin. V.«sin.x+';'sin. V. 2« sin. 2x+isin. V.3'din.3x 

+ i sin. V. 4 «sin.4x+fsin. V. f) «,sin~ 5x + etc. 

Cette serie toujours convei-gente est telle que si ron donne * x une' valeur queleonque comprise entre 0 et «, la somme 
de ses termes sera ~ ~; mais si l' on donne a 'x une valeur 
queleonq~ plus grande que « et moindre que ~ ~ la somme 
des termes sera nulle. ' 

Dans'l'exemple suivant, qui n'est pas moins remarquable, 
les vaieurS de 11 x sont ~gales a sin. z pour toutes lea valeurs 
de x comprises entre 0 et «, et sont nulles pour toutes les 
valeurs de :» comprises entre « et ~. Pour trouver la serie 
qui' satisfait a cette condition, on emploiera l'equation (m). 

Les integrales doivent etre prises depuis x = 0 jusqu'a 
x = ~ ~ -mais il suffira, dans Ie cas dont il s'agit, de prendre 
ces integralea depuis x=o jusqu'a X=«, puisqtle les valenrs 
de 11 x sont supposees nulles, dans Ie reate de 'l'intervalle. 
On en eonclura : 
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{sin.ctSint.2: sin. 2 ct sin. 2.x sin. 3 ct sin. 3.x 
mX=2ct + +. 
T 'I':'-ct' '1':'-2' ct' '1':'- 3' ct' 

sin. 4uin. 4.x etc } 
+ 'I':'-4'ct' + . 

Si l' on supp~sait ct = '1':, tous lea tennes de la sene s' Jvanoui

raient, excepte Ie premier qui deviendrait ~, et qui a pour 
o • 

valeur sin. x, on aurait donc , x = sin. x. 
. 227· 

On peut etendre la meme analyse au cas ou I'ordonnee 
representee par 'x serait celie d'une ligne composee de 
difl'erentes parties, dont les unes seraient des arcs de courbes 
et les autres des lignes droites. Par exemple, si la fonction 
dont 01;1 demande Ie developpement en series de cosin~ 

d'arcs muitiples a pour valeur (;)"- x', dq»uis x=o jus

qu'it x = .;. '1':, et est nulle depuis x = .; ~ jusqu'it x = 1\". 

On emploiera l'equation generale (",), et en efl'ectuant lea 
integrations dans les .limites donnees, on· trouvera que Ie 

terme general Ie (~) · - x' ) cos. i x d x est egal ~ ~ lorsque i 

est impair, it r. lorsque i est double d'un nombre impair, et 

it - r. lorsque i est quadruple. d'un nombre impair. D'un 
.", J-r I I d . autre cote, on trouvera 3 2' pour a va eur u premier terme 

if, x d x. On aura donc Ie developpement suivant : 

~ __ 1_ (~). ! t cos. ~ cos. 3.x cos. 5.2:+ cos. 7.x + tc} ,x- 3 + 3 + .!U + 53 .,.3 e. 
II 2. 2 ~ J. " "J 

COl.2.x 008·4.x· 008.6.x t 
+ :a' -:--:r-+-r -e c. 
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Le second memlJre est represente par un~ ligne composee 
d'arcs paraboliques et de lignes droites. 

228. 
On pourra trouver de la meme maniere Ie developpement 

d'une fonction de x qui exprime l' orcionnee du contour 
d'un trapeze. Supposons que tX soit egale a x depuis x=o 
jusqu'a x~«, que cette fonction soit egale a « depuis x=« 
jusqu'a X=';-ClC, et enlin egale a ,;-x, depuis X=,;-« 
jusqu'it x=,;. Pour la reduire en une serie de sinus d'arcs 
multiples, on se servira de I'equation generale(rn). Le terme 
geoeralff x sin. ix.dx sera compose de trois parties diffe-

rentes, ei ron anra, apres les reductions, ~sin. (j«) pour Ie 

coefficient de sin. ix, lorsque i est un nombre impair; ct 
zero pour ce coefficient, lorsque i est un nombre pair. On 
parvient ainsi 11 l'equation : 

r ( •. I ·'3 . 3 I. 5 . 5 
;';f~=2 SIO.«SIO.X+ 3.81O. «SlD. x+ 5. sm., «sm. x 

+ ;. sin. 7 Gt sin. 7x + etc.) ((Ao) 

Si l' on 8upposait It = ~ 1r, Ie trapeze se confondrait avec Ie 
triangle isoscele, et ron aurait, comme precedemment, pour 
l' equation du contour de ce triangle : 

I Co I. 3 I. 5 I. ) ;';fX=2 8m o x+,3- slD. x+ 5'SIO. x+,.sm'7x+etc. 

serie qui est toujours convergente queUe .que soit la valeur 
de x. En general les suites trigonometriques auxquelles nollS 
sommes parvenus, en developpant les diverses fonctions, 
sont toujours convergentes : mais il ne nous a point paru 
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necessaire de Ie demontrer. ici : car les termes qui COtn

posent ces suites De sont que les coijffieients des terlnes des 
series qui dOnnent les valeurs des temperatures; et ces 
coefficients affectent des. q~ntite8 exponentielles qni decrois-
sent tres-rapidemeut, en 8One' que ces dernie.es series sont 
tres-convergentes. A l'eg~rd de celles ou it n'entre que des 
sinus ou des cosinus d' arcs multiples, il est egalement facile 
de prouver qu'eUes sont cODvergentes, quoiqu'eUes repre
sentent les ordonnees des'lignes discontinues. Cela ne resulte 
pas seulement de ce que les valeurs des termes diminuent 
continuellement; car celte condition ne suffit pas pour etablir. 
la convergence d'une serie. II est necessaire que les valeurs 
auxquelles on parvient, en augmentant continuellement Ie 
nombre des termes, s'approchent de ,plus en' plus d'une 
limite fixe, et ne 's'en ecartent que d'une quantite qui peut 
devenir moindre que toute grandeur donnee : cette limite 
est la valeur de la aerie. Or on demontre rigoureusement 
que les suites dont il s'agit satisfontacettederniere condition. 

, 229· 

N ous reprendrons r equation precedente (/4) dans laquelle 
on peut donner a :x; une valeur quelconque; on considerera 
cette quantite comme· une nouvelle, ordonnee, ce qui 
donnel'a lieu 11 la conStruction suivantc;!. 

Ayant trace sur Ie plan des :x; et y (vO]'. fig. 8) Ie rectangle' 
dont la base 0 ~ est egale 11 la demi-circonference, et dont la 
hauteur est .;., ~, sur Ie milieu m du cote parallele a la base 
on elevera perpebdiculaireQlent au plan du tectangle une 
Iigne egale a .;. ~, et par l' extremite superieure de cette 
ligne, on tirera des droites 'aux quatre angles'du rectangle. 
On fOrmera ainsi une pyramide quadraagu~. 8i ron 
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porte maintenant sur Ie petit cote du rectangle, a partir du 
point 0, une ligne qu~lconque egale a CIt, et que par l' ex
tremite de cette ligne on mene un plan parallele a la base 
o~, et perpendicu1aire au plan du ~ngle, la section com
mune a ce plan et au solide sera Ie trapeze, dont la hauteur 
est egale a CE. L' ordonnee variable .du contour de ce trapeze 
est egal, coiDme DOllS venons de Ie voir, a 
4(. . I. 3 . 3 I. 5 . 5 'i SlD. CIt SlD. x :+ 3" sin. CIt SlD. x + 52 SID. CIt SlD. X 

I •• ) + '}" SID. 7 CIt SIn. 7 x + etc. ; 

Il suit de la qu'en appelant x, y, z, les coordonneea d'un 
point quelconque de la surface superieure de 1a pyramide 
quadrangulaire que nollS avons fo~e, on aura pour l' equa
tion de.la surfa~ du polyedre, eqtre les limites 

~ sin • .xsin.y siil.3.xsin.3y sin.5~sin.5y t 
- w z= " + 3" + 5" + e c. 2 I ' 

Cette serie convergente donnera toujours la valeur de l' or
donnee Z ou de la distance d'un point quelconque de Ia 
f;5urface au plan des x et y. '-

Les suites fonilees de sinus ou de cosinus d'arcs multiples 
soot done propres a repre,enter entre des limites' deter
minees, toutes le/i fonctions possibles ,_ et les ordonnees des 
Jignes ou cles surfaces dont la loi est discontinue. Non seu
lement la possibilite de ces developpementa est demontree, 
:plais il est Cacile de calculer les termes des series; la valeur 
d'qn coefficient quelconque dans l'equation: 

cpx=a. sin . .t:+.a. sin. ax+ ~ ain. 3x+ .... +ai sin.iz+etc; 
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. est ~lle d'une 'int6grale definie, sav~ir : 

· if f~ sib. ;'·x.dx. 

QueUe que puisse etre la fonction f x, ou la forme de fa 
courbe qui Ia represente, l'integrale a une valeur determinee 
qui peut etre introduite dans -Ie calcul. Les valeurs de ces 
integrales definies sont analogues a celie de l'aire totale 
/fx ax comprise entre la cOUl'be et l'axe dans un inter
valle donne, ou. a celles des quantites mecaniques, tell~ 
que les ordonnees du centre de gra:vite de cette aire ou d'un 
soli de quelconque. II est evident que tOlltes ces quantites 
ont des ,valeurs a"ssignables soit que la fi.gure des corps soit 
reguliere, 'soit qu'oD leur donl)e une forme entierement 
arbitraire. 

230~ 

'-Ii ron applique ces principes a la question du motlvement 
des 'cordes vibrantes, on resoudra les difficultt's qU'avait. 
d'abord presentees l'analyse de Daniel Bernoujlli. La ',solu
tion donnee par ce geometre suppose qu'une fonction quel ... 
conque peut .toujourS etre developpee en StSries de sinus ou 
de cosinus d'arcs multiples. Or de toutes lea preuves de 
cette proposition la plus complete est celie qui consiste a 
resoudre en etret une fonction donnee en une tclle .aerie 
dont on determine les coefficients. . ' 

Dans l~s recherches auxquelles on applique les t'qua
tions aux differences partielles, il est souvent facile de 
trouver des solutions dont la somme compose une integrale 
plus generale: mais l'emploi de ces integrales eliigeait que 
ron en determinal \lt~ndue, et <Jue ron put dis~nper' 

32 
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clairement les cas OU eUes representent l'integrale generale 
de ceux ou eUes n'en comprennent qu'une partie. n etait 
necessaire sur-tout d'assigner les valeurs des constantes, et 
c' est dans Ia recherche des coefficients que consiste la diffi
culte de l'application. II est remarquable que ron puisse 
exprimer par des series convergentes, ei, comme 011 Ie verra 
dans la suite, par des integrales definies, les ordonnees des 
lignes et des surfaces qui ne sont point ass~jeties a nne loi 
continue. On voit par-lit qu'il est necessaire d'admettre 
dans l'analyse. des fonttions qw ont des valeurs. egales, 
toutes Ies fois que Ia variable re~oit des valeurs quelconques 
co~prises entre deux limites donnees, tan~is qu'en suhsti
tuant d~ns ces deux fonctioIiS, au lieu de Ia varia6le, QD 

nombre compris dans un autre intervalle Ies resultats des 
deux substitutions ne sont point les memes. Les fonctions 
qui jouissent de cette propriete sont representees par des 
lignes differentes, qui De coincident que dans une portlGn 
determinee de leur cours, et oft'rent une espece singuliere 
d' osculafi on tinie. Ces COflsiderations prennent leur origine 
dans Ie ealcul des- equations aux differences partielles; eUes 
jettent un nouVeau jour sur ce calcul, et serviront a en 
facilitep l'dsage' daBS les theories physiques. 

. 231. 

:Lea deux equations generales qui exprimeot Ie d3veIop
pement d'une fonction quelconque en cosinus ou en sinus 
d'arcs multiples donnent lieu A plusieurs remarques qUi font 
connattre Ie veritable &ens de ces theoremes, et en ~irigent 
l'application. 

Si dans Ia serie 
4+ lJcos. 3}+ ccos.~:x+ tleos. 3x-.-ecos.4x + etc. 
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on rend negative la' valeur de ~, la serie demeure la meme, 
et elle conserve aussi sa .aleur si ron augmente la- "ariable 
d'un multiple quelconque de la circonference 21t. Ainsi 
dans l'~uation 

;~!p x==;ftp~d-x + cos. x ftp xco~. ~r1::t 
+oeoS. A'm f" 3; ~Os&_ •• ~-z: ";"!'Ofil ~xj,-z ~8'-3 ~ dJf + etc. (,) 

. '. :-,.. - • . t,· 
- -. 

la fundi .. f· 81t peribdi._<i-et .. re~8e pM' uae -c611i'be 
. composee d'une multitude d' arcs egaux, dont chaeuD _ cor- _ 
- ~on«1 aur l'aKe de~ abscisse6 a un in~rvalle: egal a .2 ~. De 
~. cls~c~1) de ~es- ar~ . est· comJlOsf.1 de· f:le~ _ ~'~ches 
symetriCJues qui repoD~~ aax deux. moities. ~e l'iD~rv~ 
, l' ega a.2~· , .. 

Supposons donc que l' on trace une ligne d'une forme 
quelcODtpl6 f t III et qni repDode it· lID iatenraDe-,. ~ it, e " 
( 'Voyez fig. 9). S~Ton demande une serie de la forme 

, .. ~ 

. ,) .' i '. . . ',. •...• '. J _ '_ i .• 1 , ' I •• ' I • 

," ~ +. 4 c~. a: + (: cO~ • ..2 oX +.d CO$·,:lx !t- ~tc... '.' 
.I. • ~.. .. I • '.J,) • " .,... .. ..... I 

telle qu'en mettant au:lieti'd~'x'ii~'~~ q~lcbnque x: 
comprise entre 0 et 1;', on trou\re pour la valeur de la serie 
celie de l'ordonnee X\ff.ilrtel'&-:'~oile:-~~dre~~~~-I 
tion: <?ar les coefficients donn~s,par l'equation·Cvj.sont 

~ . 

.. i~fpfX II:..} .. ;! FC~·$3J~j,~v~ff~cas,3i1Jtl~,!~c~. 
~.~: __ ~ive~~~}ntegr~~~].'q~, ~~r.;~ '~~~~~{l~~/~, ,,0 ,;~. :; .i .~\ 
ayant. touJ6:ur~ .des, .valeuts mesurabfes. ~o~m~ ~~le de i al~e 
o.'tp a:';', et 18: serle 'fbrniee pa'r ces coemCients:etant touj~urs; 

32. 
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convergente, il n'y a aueune forme de la ligne "a I ,pour 
laquelle r ordonnee X" ne soit exaetement representee par 
Ie developpement 

a + b cos. x + ceos.2x+deos.3x+ eeos.4x+ ete. 

L'are cpcpa est entierement arbitraire; mais il n'en est pas de 
meme des autres parties de la ligne, elles sont au contraire 
detel'Dlinees : ainlri rare ,Ill qui repond it l'intervalle de 
o it - "Ir, est Ie meme que rare cp a~' et 1'8I"C total Ill, a se 

repete pour les parties consecutives de rue dout Ia lon
gueur est 2 "Ir. 

On }leut faire var:ier dans I'equation ("I) les limites des 
integrales .. Si . dIes etaient prises depuis x = ~ "Ir jusqu'A. 
z· ~ " Ie resultat serait doUble; it Ie serait aussi si les 
limites des integrales etaient 0 et 2 "Ir, au lieu d'etre 0 et 'W. 

i 

Nous designons en general par Ie '. signe f l'integrale qui 
• 4 • 

commence lorsque la variable equivaut it a I et qui est com
plete Iorsque la variable ~Uivaut it b j et nons eairons 
l'equation (n) sous Ia forme suivante: 

• • 
.! 1r, x= .!J, x d x + cos. xfcp x cos. :.cd z 
2 2. • 

o 0 

• • 
+ cos. 2ZJ cpX cos. 2xax+ cos.3x j,zcO&. 3:ed~+etc. ("I) 

o 0 

Au li~ de.»rendre les integrates depuis x=o jusqu'. Z=1r, _ 

. on pourJ'~t lea prendre. depuis :& = 0 jusqu'.A :& =:= 2 '" ou. 
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depuis 1&=-'fI: jusqu'a ~='fI:; maia dans chacun de ces 
deux cas, il Caut ecrire au premier membre 'fI: f tJ: au lieu 
de';''fI:f~ 

232 •. 
Dans r equation qui donne Ie developpement d'une fonction 

quelconque en sinus d'arcs multiples, la serie change de -
signe et conserve la ~eme valeur absolue lorsque la variable 
tJ: devient negative; elle conserve sa val~ur et son signe 
lorsque la variable. est augmentk ou diminuee d'un mul
tiple queleonque de la circonference .2 'fI:. L'arc f f a (~ 
fig. 10), qui repood It l'intervalle de 0 It 'fI: est arbitraire; 
toutes les autres parties de Ia ligne sont determinees. J!arc 
f f -, qui repond It .tervaJ.le de 0 .o_'fI:, a.la meme forme 
que rare donne, fa; mais il est dans une situation opposee. 
L'arc total. f f f f a est repete dans l'internlle ~e wit 3'f1:, 
et dans tous lea intervalles semblables. Nous ecrirous cette 
equation comme il suit: . .. 
i w f z=sin.z f fzsin.:J: tl~ + sin. 2tJ: jtzsin.2zaz 

0, 0 

• 
+ sin. 31fZsin. 3z az + etc. (flo) 

o 

On pourrait changer lea limites des integrales, et ecnre 
s. +. .. f ou f au lieu de f; mais dana chacun de ces deux cas, 

o -. 0 

h faut ecrire au premier membre W f tJ:, au lieu de .;. 'fI: f x~ 
233. 

La fonction 'z, developpee eo cosmus d'arcs multiples, 
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est representee par une ligoe formee de deux arcs egm 
places symetriquelllent de part et d'autre de ralle des y, daM 
l'intervalle de - ~ a + ~ ('Voy. fig. I I); cette condition est 
exprimee ainsi fX=CP (-e). La ligne qui represente la 
fonction ~ x est au oontraire fonnee dans Ie meme inter
valle de deux ares opposes, ce qU"exprime r equation 

~ x = - ~ (- x). 

Uoe f~n cpeloonque. ~ x, representee pap une ligne 
uacee arhitraiTement. daBs fiDaer9alle de ---' ~ it + 'Ir, peat·· 
WIljoors. 8tre pil'ta!ee en deux foiMtioDS telles que f x et ~~. 
Eo. ei'et, d· 1. ligna F' F' '" F F represente la fooction F :r, 
et qae fGa:- ele. par· Ie point- 0 ~'oPdod1ee () In 1 on traoera 
par Ie poiDII- _ It droite de roe 0 m.l'ar(: mffsemblable 
a rare m F B' de Ia coorbe do-ee, et a gauche du meme· 
fae on tracera l'aN m f' f' semblable it r a]pc lit Il F ; ensuite 
on fera passer par Ie point m une ligne ~ ¥ '" 11' qui 
partagera en deux parties egales la differeace de chaque 
ordonnee :x:.F ou ~f'\\a l'ordoimee ooneapollalante z.f Qtl 

x' F'. On }racera aussi la ligne ¥~' 0 ~ ~, dont I' ordonnee 
mesure 10/ difference de l' ordonnee de F' F m F F a celie de 
f'f mff. Cela.pose, l«a.ordonnees de la ligne F'F' m FF 
et de la lignef/, mff etallt designees l'une par F x et la 
seco .... de par f~.,.pD.aura evide~ntJ.'x.~(-x); d~igJl~t'. 
aussi I' ordonnee de cp' cp' m f cp par cp x, et' celie de *' -¥ 0 ~, 
par ~.t:, ~ aur~. 

F x=fx+~x+ etfx=fx-~x=F(-x) 
donc 

f:~:::;:.~F~ -+ ~ F.(:-x) et +.x=~F·x-';F (-x), 

Digitized by Goog Ie 



CHAPITRB III. 
on en conclut 

,x=,(-x) et ;x=-.f!(-x); " 

ce que Ia constrmtiOft' J~Dd tfailletll'S cMdeot 
Ainsi les deux fonctions f x et + x, dont la somme equi

vaut it F x, peuvent etre developpees I'une en cosinus d'arcs 
multiples et l'autre ea sinu. 

Si l' on applique it la premiere fonction l' equation (y), et it 
la seconde I'equation «(10), eD prenant dans rue et I'autre les 
iutegrales depaia X=-1t jusqu.'a. $=_, et ~ I'. ajOWie lei 
deux resultats, on aura 

lea iDtegrala daivent etre 'prises depuia ~==-~. jusqa'a 
z=~. n at remavquer mainteDant que dans rin.egrale 

+ 'If 
. 

jfx cos. x ax on pourrait, sans en chan~r la valeur, 
-'If 

mettre f:ll + + 11: au lieu d. ,t£: car' la foncti<m cos. x e'tant 
composee, it droite et it gauche de rue des x, de deux parties 
semblables, et la fonction + x etant au contraire formee de 

+'If 

deux parties opposees, .l'integrale fix cos.3f.dx e: nulle. II 
-'If 

en se~it de meme si I' on mettait cos. 2X OU cos. 3x et en gene. 
ral cos. ix au lieu de cos. x, i etant un des nombres entiers de-.. 

. + 'If 

puis 0 juSqu'l l'infini. Ainsi ~nt~gralef fX cos iz d x est Ia 
-'If 
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meme que l'integrale 

~ +. I( + :& + +:&} cos. i:&' d Z ou f·F :J: eos. i:& d z ; 
-1t -w 

+-
On rec0l!nattra aussi que l'integralej + z sin. iz dz est egale 

-'Ir 

+. . 
It l'integrale j F x sin. i x d x, parce que l'integrale 

-'If 

+. 
j,x sin. iz 'dz -. 

est nulle. On obtient par-II. l'equation suivante (P), qui ' 
sen a developper une fonetion queleonque en une suite 
fonq,ee de sinus at 4e eosinus d'arc~ multiples; 

+cos.z/Fzcos.zdz+COI. 2Zj"FZcOs. ~zdz+etc. 
«Fz=~fFzdz (P) 

:1 + lin. z JF ~ .in. :e tlz + siD. azJF z aiD. ~ z d z+ etc. 

. 234· 
La fonction F:x:, «pi entre dans eette equation, est repre

sentee par une ligQ~ FFFF, d'une forme ~eleonque. L'arc 
F'F'FF,,4fui repond a l'inte"allede -~a+~,estarbitraire; 
toutes les autres parties d~ la ligne sOllt deterD?in~s, et 
l'are F'F'FF est repete d~Ds tOl1~ I~ in~"alles eonseeutifs 
dont la longueur est .2~. Nous feroDs des applications fre
quen~ de ~ tb~reme, e~ des ,;quation.s .prece4ente~ em) 
et (n). 
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CHAPITRoE III. '25, 
Si ron suppose dans l' equation (p) que la fonction F x 

est representee, dans l'intervalle de -11: a + 11:, par une ligne 
eomposee de deux arcs ,egaux symetriquement places, tous 
les termes qui eontiennent les sinus s'evanouiront, et l'on 
trouvera l'equation (m). Si au contraire la ligne qui repre
sente la fonction donnee F x est formee de deux arcs egaux 
de situation opposee, tons les termes qui ne contiennent 
point les sinus disparaissent, et l'on trouve l'equation (n). 
En assujetissant la fonelion F x a d'autres conditions, on 
trouverait d' autres resultats. ' 

On ecrira dans l'equation generale (p), au lieu de la va-

riable x I la quantite 11: ;" :1: designant une autre variable, 

et 21' la longueur de l'intervalle dans lequel est place rare 

qui represente F x; ~ette Conction sera F (11:;)' ,que nous 

deeigner»ns par/x. Les limites qui etaient X=-1I: et :1:=11: 
deviendront 11: ~ = - W, 11::!.. = 11:; on aura donc, apres la r r 
substitutioq. . 

+r . + ~os. (1I:;)jfx~os:(1t;)d:x:+eos:( 2'fto-;)!fxeos.( !l1l:~)dx+etc. 
r/x=ijfxdx ' (P) 

-7 + sin.' (w;:)jf:x:sin.(W;) dx+ sin. (!lw~)f/xsin. (!l1l:~) dx+ etc. 

toutes les integrales doivent etre prises comme la prenllt-re, 
-de x=-r it x= + r. Si Ton fait la meme substitution dans 
les equatio~s (n) et (m), on aura 
7 

~rfx-ffxd3!·+eos .. (1I::)!/x cos. (11:;) dx+cos. (211:;)!f:x:cos. (211:~)dx+etc. 
o , 

33 (N) 
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r . 

et; 1'fX=s.iD.(~~2ffx.sin'.(1I: ~) dz+ &in. (2-'; :;)jf;x; sin. (~'1':~)dx+ etc. 
o . (M) 

dans Ia premiere equation (P), les integrales pourraient 
etre prises depuis x=o jusqu'a X=21', ei en representant 
par X l'intervalle total 2 1', on aura . 

J I + cos. (2~~)ffX cos. (2'1':i) dx+ cos. ( 2. 2~~)ffx COS.2(2~ ~)ilx+etc~ 
;.Xf'x=; {fx dx . 

. + sin.{ 21':fJffx sin. (21': i)dx+sin.2. (?-1I:i)ffxs~n.2C?~;) dx+etc. 
- (n) 

235. ' -
II resuite de ItOUt .ee qui a .ete .cJ.emontre dans .cetoo section, . 

concernant Ie developpement des fonctions en series trigo
nometriques, que si ron propose une fonction f x, dont la 
valeur est representee daaI U'D interftlle .detemnine, depuis 

. " X It _..J ' dt I' be x = 0 Jusqu a x = ,par OruODnee une 19ue oour 
tnlcee arbitrairement on pourra toujours devel~p,per cette 
fonction en une serie qui ne contiendra que les sinus, ou 
les cosintls., .ou .les .sinus et coeinus des.arca Dlul~ples, ou l~s 
seuls COSiD11S des multiples impairs. On emploiera, pour cQn· 
nattre les termes de ces series.,les equations (M), (N), (P). 

'On ne .. pent 'resoudre entierement lea ql1estioDs fonda
mentales de la tbeorie de la chale~" sans reduire a cette 
forme les fonctions qui representent Tetat initial des te~-. 
peratures. . . 

Ces series trigonometriques, ordonnees selon les cosinU8 
ou lea sinus des multiples dej'arc, appartiennent a I'analyse. 
'eJementaire, comme'les 'serJes dont 'lea termes coniiennent" 
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CH~P'ITB,E III. , 259 
lea puilsmces suceeasi'rea eM Ia' 'fIII'iable~ la ~oetlcients. des 
series trigonometriques sont des aires dcHinies, et eeUll -des 
series de puissance SOBt d_ fooctions donnees par Ja. diife
reottatioDt et dans lesquelles- OD attribue ausai r. Ia variable 
une valeur definie. Nons auriolH a aj~ter pluaieurs remar-: 
ques concernant l'usage et les proprietes des series trigono
metriques; nous nous bomerons it enoncer brleveldeDt eelles 
qui out un rapport pIas dire~t ·l1'ec la theorie dont nous 
nous oceupons. 

1 0 Les serieS ordonnees seIon les cosinus CiMlle$ sinus- des 
arcs multiples sont toujours convergentes, c'est-a-dire qu'en 
d·OIrtlant a. Ia ftPiabie nne valeut- quelconque Don imagi
naire, la somme des termes converge de plus en plus vers 
.une seule limite fixe, qui est la valeur de Ie fonction deve
loppee. 

aO Si ron a r ex-p~DI- de Ia foaction f. qui repODd a 
urie serie donnee 

a + b cOS.:JJ + C ~os. 2 X + d ~()S. 3 x + e cos. 4 x + efc. , 

et celIe diune autre (onction ,:x;, dont 'Ie developpement 
donne "est . - . 

« + ~ cos. x + r cos. 2 x + 3 ~ 3:x: +. cos. 4. x + etc. j 

iJ est facile de trouver en termea reels la somme de la sene 
-__. composee~ a &.+ b A 1- e "t -+ d 3 + e I + etc~~ ~t plus genea:a

lemellt celIe d~ ~ serie 

a « +, ~ ~Olt. ~ + C r cos. ~~ + J 3 cos. 3 :JJ + e • cos. 4 x +- etc. 

que l'on forme, en comparant t.~rme a t~me les ~eux. series, 
. . . 33. 
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dOllnees. Cette remarque s'applique it un nombre quelconque 
de series. 

30 La serie (P) (art. 234) qui donne Ie developpement 
d'une fonction F x en une suite de sinus et de cosinus d'arcs 
multiples, peut' etre mise sous cette forme: 

, f +cos.:r fF Gt cos. Gt d Gt+COS. 2:r fF Gt cos. 2 Gt d Gt+etc. 
~F.x~.!. FGtdGt 

2 + SiD. :r fF Gt tiD. Gt d Gt +siD. 2 :r fF Gt SiD. 2 Gt d e+etc. 

. Gt etant une nouvelle variable qui disparait apres les integra
tions. On a donc 

I . f+ 'If + ('()S. :r cos. Gt + cos. 2 IE 005. 2 e + cos. 3 IE cos. 3 e+etc'l 
~Fx= FGtdGt -

{ 2 + SiD. IE siD. e + siD. 2 IE sin: 2 e + sin. 2 IE sin. 3 e + etc. 
-'If • 

_ + 'If 
ou F X = ~f (~ + cos. z=; + cos. 2;=; ..... COS. 3, .:r-Gt + etc.) 

-'If 

Donc, en design ant par :z cos. ,: ~, la somme de la aerie 

, precedente, pri~e depuis i= I jusqu'a i = ~, on aura 

Fx=;fFe de (1 cos.iZ=; + ~). 

L' expression i + :z cos i';=; represente un~ fonction de z 

et de Gt telle que si on la multiplie par une fonction quel
conque F Gt, et, si apres avoir ecrit d Gt, on integre entre lea 
limites e=-~ et e=~, on aura change la fonction pro
posee F e en une pareille fonction de oX multipliee paJ" la 
demi-circonference~. On verra par la suite queUe est la na-

ture de ees quantites, telles que i + :z cos. i ~, qui jouis

sent de la propriete que ron vient d'enoncer. 
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CHAPITRE III. ;6, 

.'4° 'Si'dans les eqUations '(M)" (N) ,et (P) -( art. ~34) qtii 
etant divisees par r donnent Ie developpement d'une fonc-' 
tion f:x:, on suppose, que l'intervalle r devient lnfrniment 
grand; chaque terme de la serie est· lin ~emetit infiniment. ' 
petit d'une integrale; la somme de la serie est alor~ repre
sentee par une integrale definie. LOrsque les corps ont 'des 
dimensions determinees, les fonctioDs arbitraires qui repre
sentent les temperatures initiales, et qui entrent dans les 
integrates des ·equations .• aull. differences partielles, d~ivent 
etre developpees en series analogues a celle~ de~ equations 
(M), (N), (P); mais . ces memes fonctions prennent la forme , 
des in,tegrales' «Ieinies,.· lorsque les diniensions -des. ,corps 
ne sont point 4eterminees, comme on l' expli qu era dans 
la suite de cet ouvrage, en traitant de la diffusion libre de 
la chaleur. 

SECTION VII. ' , 

Application, a la question, actuelle. 

, 236. 
Nous pouvons maintenant r~~oudre d'une maniere'gene-

./ • .~ t , 

rale la, question de la propagation de la chaleur dans une , 
lame rectangulaire B A C, dont l' extremite A 'est constam-
ment echauffee, pendant que ses deux areres infinies B et C 
sont retenues it I~, tempe~t1:1re~. , ' , 
- Supposons que la temperatUre' initiale de tous les poil'lts 

de 1a table B A C soit nulle, mais que celie de chaque point 
m de l'arefe A soit conservee par une cause exterieure quel-, 
conque, et que cette valeur fixe soit une fonction f:x de la 

I , 
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distance do, point m it I'extrernite 0 de I~arete A, dont la 
10DIQeur totale est 2 r,. soit 'V la temp6nt1H'e eODStante du 
point Mi, dont les eoordonnee. sont:r et x, il s'~ de deter
JPiaer" ~ lfi1 w.oe fokliQll' de y' et x. La valeur 

-mf· 
'V~a e SID. rnx 

. • .',', , . tls'v jJ. 'IJ 
satlsfalt a I equation tl.7l S + 117- = 0; a et rn sont des quan-

tibS' qbeledOqoes.. Si I' on pread ,m == i;, et- cp.e i soit un 

~~~br~ entier, la valeur ae -i1t~ sin.(i~;) deviendra Dulle, 

Ionque 3j2:::f1", (pelle quff soit d'aiUeun la valeur de y. 01\ 
pourra done }Wemlre pour nne valeur plus generale de 'V 

Si ron suppose y nu\~, la 'fllfe1ll" ~ 11 sera d'apres l'hypo
these .!gale a la Conetion connue ,/ x. On aura dODe 

f:x:=a, sin. (~~) + a sin. (l~;) + QJsin.(3~;)+ Q4sin.( 4~~)+etc. 

On determinera fesc6efltcients al Q. til a ... as etc., au moyen 
de I'equatioo (Nt) ,"et en les snf>stiNailt dans la ·valeur de 'V 
00 aura 

~r'V=e -,,~ sin. (~=)~ /f:x: sin. (~=) dx.+ e "'-S1t~ sin. (2~ ~ r ":x: sin. (2W:!)tlX 
~ , . '. r fj 01 , '. , • , • I .' r )J.f ' r 

. 
4" ,; -a,,-( tIC)1 r (tIC) + 8 r 3w; 'J f. an. 3w r a« + etc. 
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237. 
En auppoeant daJ;lS l:~tiQQ p-rece~_\~ =r=l' .. on aura 

la meme solution sous une forme plus simple, savoir: . \ \ "")' I • 

';1rv=e-" sin.xfftrsin.xdx+e-Ysin.~~a·~jfxSin.2xdx 
, '-t:"e -3.r sin. 3x!fxsin.3xdx:- etc. (a) ou 

1r 

- i ~ v =.ft« tl« ( e - .r,sin. x si~. II + e ~ 2.r si~. 2 x sin. 2 « 

o 

'+ e -- 3.r sin. 3 x sin. 3« + etc.) ,; 

« est :nne nouvelle variable qui di&parait ap~ l'intesration. 
Si l' on detennine:la somme -de eette sePia-; -et 'si 'I:on ~n :fait 
la substitution dans la derniere ~quation, on ~ura la -valeur 
de v sous une forme finie. Le double de la serie equivautla 

e-.r (co~. x=-; __ ~ ... +«}:t'_e-2.r CCQs. 2X+~~~S~2:Z*~ 
. I 

+ e -3.r (c~s~ 3x~~-' co~. 3x+ IX) ~ etc. 
,,'~ , •• '.:: .;' 'f ~,! ", . (:'i ;:,1) ~r" 

designant par F (.r -' p ) la somme de la serie infi~ie 

on en lConclura ,f' I' ~ .' I ~ • ~. • .. 1 , 

, . 
~ t., ! 

" ,,;'1. '. 
ft • 

1f'lJ= fF «.d t& (;F (rJ :$,.......".~)-iF(.r~~ +;.») . 
. 0 '.' I ' .. t !'I .. J. J.e # t·· ... 

, , 
,. '. ;1 I ,,' f:fI 'J 'ltn:' # 

• 
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Dna 

e ..... (r+pV 1+ e-2 (r+pV=') +e- 3(r+p V I} +etc. 

fA F(y,p)-.: 
_ e-(r-pV=; +e- 2 (r-pv=i)+.e- 3(r-pV=i')+ete. 

ou 

done 

ou 

-(r+pV=-i) 
=e -

e - (r-p "-I) -

l_e-(r-pV=;) 

-r F( )_ cos.p-e 
y,p - .r -r 

tr -2cos.p+e 

ou deeomposan~ Ie co~flieient en _ deux fractions, 

~'V=(? _e-r ) ijfl.dfl. ( _ I" I ) 

2 ~J e.r _.~s.~_.+e-r .r_-2COS• z+«+' r . 

Cetteequation contient sous la forme finie, et en termes 

, Is I" , al d I" . ds'll d s v Ii 1_' ree , lDregr e e equatIOn d z' + Qy' = 0, app quee a 

la question du mouvement uniforme de la chaleur 4ans un 
80lide . rectangulaire, expose pat SOD extremite it l'action 
constaote d'un seul foyer. 
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II est facile de reconnattre lesrapportS de cette int~grale 
avec l'integrale gemfrale, qui a deux fonctions arbitraires; 
ces fonctions se trouvent detenninees par la nature meme 
de la question, e~ il ne reste d'arbitraire que la fonctionfa., 
consideree entre les limites a. = 0 et a. =~. L'equation (a) 
represente, sous une forme simple, propre aux 'applications 
numeriques, cette meme valeur de 11 reduite en une serie 
convergente. 

Si l' on voulait determiner la quantite de chaleur' que Ie 
aolide contient lorsqu'il est parvenu a: son etat permanent; 
on prendrait l'integrale/ d x / d yl1 depuis ~=o jusqu'a X=1l', 

et depuis y= 0 jusqu'a y= ~; Ie resultat serait proportionnel 

a la quantit:e cherchee. En general il n'y a aucune propriete 
du mouvement uniforme de la chaleur dans une lame reo
tangulaire, qui n.e soit exactement represe~tee par cette ~olu
tion. Nous envisagerons maintenant Ies questions de ce genre 
sous un autre point de vue, et nous de~erminerons Ie mou
\'ement varie de la chaleuc dans les differents corps. 

" 

" I 

. ," '" 

'. 

, . 

. , " 

.. 
: ~ > ,.' 

" : • ", t 

." ' 

• 4' • •• __ .. r; 

34 
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CHAPITRE IV. 
DUllJOUVEIfB~T LINEAIRE ET YARd DE LA CHALEUR . -

. DAJJS UNE AB MILLE. 

SECTION PREMIERE. 

Solution cenerale de la question. 

238. 

L'iQ~A;ION qui exprime Ie mouvement de la .chaleur 
dans une armille a ete rapportee dans I' article 105; eUe est 

. tl91 . K d"v hI . (b) . dt=cndZ--CDS'V·. . . 
II s'agit maintenant d'integrer cette equation, on ecrira seu

lement ~: = K ~~~ - h 'V, la valeur de K representera c~ , 

celie de h sera C"~S' x designe la longueur de rare compris" 

entre un point m de I'anneau et l'origine 0, 'V est Ia tempe
rature que I'on observei'ait en ce point m apres un temps 
donne t. On supposera d'abord 'V = e-'" u, u etant une 

II . d' . 1_ • du K d" u nouve e In etel'Dllnt:e, on en t1rera dt = dz"; or cette 

demiere equation convient au cas ou l'irradiation serait 
Dulle a la surface, puisqu'on Ia deduirait de ·la precedente 

Digitized by Goog Ie 



CHAPITRE IV., 

en y faisant h = 0: on conclut de lit que, les differents 
points de I'anneau se refl'Oidissent successivement, par 
I'action du milieu, 13lJS- Q"e' eette circoUtaoce trouble en 
aucune manim la loi de la distribution de la ,chaleur. 

E I!t!. ., I' , . du K' d' u '. n ~lIet, en lDtegrant equation Iii = d:d" on t"fouv~r3.1t 

lea valeut's de " qui repondent aWl di~ereDts points_ de 
rmnean dans Uft memeill6unt, et l'o~ connakrait quel serait 
l'etat du solide si la chaleur tty propageait saDS' tJu'il y'eut 
aUCUDe deperdition a 1a surface; pOW', eleterminer ~Dsuite 
quel aurait ete retat du solide au meme instant, si cette 
deperdition eut eu lieu, iI suffirait de multj.plier t()\1~es les 
valeurs de uprises pour les divers points, et ponr un tn-eme 
instant, pitt ane meme fraction qui e.es+1.,'. AiDa 'Ie' rerl"Oi
dissement qui s' opere a la surface ne change point la loi de 
la distribution de,la chaleur; it en resulte seulement que Ia: 
temperature de chaque point est moindre qu'elle n'eut de 
sans cette circonstance, et elle diminue pour cette cause 
proportioD~ellement aux, p~~nces suc~ssives de la frac-
tion e-"'. . . . . . .. 

239. " 'I 

La ., 'd"" I' , . du Ke/"u question etant re Ulte a IDtegrer equation at = dZ' 

on chercbera, en premier lieu, lea ~leom ~rticulier68 les 
plus simples que l' OD pmlSc' attrihuer a la V8riab~ tZ; ~ eD 

compos era ensuite une valeur generate, et ron demontrera 
que cette valeur est aussi etendue que l'int~grale qui 
contient une fonction arbitraire en x, ou plutot qutelle est 
cette integrale elle-meme, mise sotU la forme qu' exige fa 
question, en sorte qu'il De peut y avoir aucune solution 
differente. 

34· 
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On remarquera d'abord que l'equation est satisfaite si ron 
donne aula valeur particum~re a em I sin. ", x, m et n, etant 
assujetis,a la condition m=~Kn,·.- On prendra done pour 

une ~aleur' particuliere de ~ la fonction a e - It "," t sin. n 3:. 

Pour' que 'cette valeur de' u convienne a la que~tion, il faut 
qu' elle ne change point lorsque la distance x est augmentee 
de la quaptiM ,2. ft' r, r designant Ie rayon moyen de l'anneau~: 
Done:.2 :;':10 r' doit' etre un multiple i de la 'circonfereace !l ~ ; 

c~ qui', donn~ n, , ~. On peut prendre pour i un' nombre 

entier',quel~onque; on 'Ie supposera toujours positif parce 
qu~, s'il etait negatif, il suffirait de changer dans l~ valeur 

a e -~ ~·1 t sm. n, tc Ie signa du'coefficienta. Cettevaleurparti-
, I:i"t. , 

culi~re a e - -;:0 sin. '; ne pourrait satisfaire a la question 

proposee qu'autant qu'elle representerait l'etat initial, du 

l·d 0 ~ , '. iz . so I e. r en l81sant t = 0, on trouve 1~ = a SID. - : sup-, r 

posons done que Ie, valeurs initiales de u soient ~xp~eeS 
I!t' • i z , 'd' 1 ' ' en ellet par a SID. -, e est-a- Ire que es temperatures pn-

, . r, 

mitives ,des dif'terents points soient proportionnelles aux 
sinus des angles eompris entre les rayons qui- passent par 
ces points' et eelm qui 'pasSe par l'origine, Ie mouvement de 
la' chaleur dans l'iDterietir de l'anneau sera exactement 

. it 
represente par l' equation u = a e - r" sin. ~, et si l' on a 

egard a la deperditioD de ,Ia chaleur par la surface, on 
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-'(h !.) t. ~ '.. trouvera v=ae +,., SlD. -,:. Dans Ie ,cas dont 11 s'agIt, . 
qui est Ie plus si~ple de tous ceux que l' on puisse con-, 
cevoir, les temperatures variables conservent leurs rapports 
primitifs, et celIe d'un point quelconque diminue comme 
les puissances successives d'une fraction qui est la meme 
pour tous les points. 
. On remarquera les' memes proprietes si l' o~ suppose que 

les temperatures initiales sont proportionnelles au sinus du 

double de l'are ~, et eela a lieu en generallorsque les tem

peratures donnees sont representees par a sin. i ;, i eta~t 

un nombre entier quelconque. 

On arrivera aux memes consequences, en prenant pour 

valeur particuliere de u, la quantite a e -Ie n' t cos. ,I, :J::' on 

a aussi 2 n ~ r= 2 i'fl: et n =!.: done l'equation . r 

exprimera Ie mouvement de la' chaleur dans l'in~rieur de 
l'anneau si les temperatures initiales soot representees par 

i~ cos.-· 
r 

Dans tous ces cas, ou les temperatures donnees sont pro
portionnelles aux sinus ou aux eosinus d'un multiple de 

rare:, les rapports etahlis entre ees temperatures subsis

tent eontinuellement pendant la duree infinie du refroidis-
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sement. II en serait de meme si les temperatures initiales 
, . " It'· . iz b iz etalent representees par a Ionctlon a SID. -;: + cos. -;: , 

i ti,tant un no~re entier, a et b des coefficients quelconques • 
• .• ff 240 . 
. IVenons maiotenant au. cas general dans lequel les tempe

ratures initiales n' qnt point les rapports que ron vient de 
supposer, mais sont representees par· u~ fonction queI-

conque F :E. Donnons a cette fonction la forme f (;) en 801te 

qu' on ait F ZJ = f (~) , et concevons que la (onelion f (~) 
est decomposee en une sene de sinus ou de cosinns d'arcs 
multiples affectes. de coefficients convenablei. On posera 
requatio~ 

a sin. (0 ;:)+ til sm.( I ;) + aasin. (2;) + etc. 
,(;)= ... (a> 

. +b.cos. (o~) + bl COS. (I ;) + ba COS. (2;) + etc. 

Lea nombres a. a. a,. .. b. b, b.... sont regardes comme 
connus et calcules d'avance. II est visible que la valeur de 
It sera alors representee par l' equation : . . 

u==b·+ 

. z a,Sln.
r 

b.cos.~ 
r 

Itt 
e ,. 

+ 

. z 
a.SlD.2-. 

r 

b.C06.2~ 
r 

. It t 
e ,. 

+ etc. 

En efTet, 10 cette valeur de It satisfera a I'equation 

du K d'u 
dt= dz>' 
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CHAPITRE IV. 271 

parce qu' elle est la somme de plusieurs valeurs. particu
m~res; 2 0 elle' De changera point lorsqu' on augmentera la 
distance x d'un multiple quelconque de la circonference de 
l'anneau; 30 elle satisfera it retat initial, parce qu'en faisant 
t = 0, on trouvera l'equation (e). Donc toutes les conditions 
de la question seront remplies, et it ~e restera plus qu'A 

I · I· -ht I d mu tip ler par e cette va eur e u. 

241. 

A mesure que Ie temps t augmente, chacun des termes 
qui compose la valeur de u devient de plus en plus petit; Ie 
8yst~me des temperatures tend donc coDtinuellement it se 
confondre avec l' etat regulier et constant dans lequel lit 
difference de la temperature u a la constante hD est re-

it 

presentee par (a sin. ; + h cos. ;) e -;;-. Ainsi les va-

leurs particulieres que nous avons considerees precedem
ment, et dont nous compolons la valeur generale, tirent 
leur origine de la question elle-meme. Chacune d' elles re
pr~nte un etat eIementaire qui peut subsister de Iui-meme 
des .qu· on Ie suppose forme; ces valeurs ont nne relation 
naturelle et necessaire avec les proprietes physiques de la 
chaleur. 

Pour determiner les coefficients aD a. all 0,3. •• h. h. h2 h3 etc. 
on emploiera l'equation (D) art. 234, qui a ete demontree 
dans ia demiere section du chapitre precedent. 

L'abscisse totale designee par X dans cette equation sera 
!& ~ r, x sera l'abscisse variable, et fx representera retat 
initial de ranneau, les integrales' seront prises deplus x=~ 
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272 THEORIE DE LA CHALEUR. 

jusqu'a. X=2 ,. r, on aura done 

cos. (;)fos. (;)fx dx + cos. (2 =,)fos. (2~) fx dx 
,.rfx=;!fxax+ . + etc. 

sin. (~)!sin. (~)fx dx + sin. (2 ~)fsin. (2;)fx dx 

Connaissant ainsi les valeurs de a. at a. a3 • •• b. b, b. b3 , etc. 
on les substituera dans l'equation, et ron aura l'equation 
suivante, qui contient la solution complete de la question 

It t 

sin. (2=r)fsin.(2~) fx dx 
+ 

cos. (2;)fos.( 2~) fxdx 

sin.~ f( sin. ~fx d x) 
. ht(~(, :JI ,.ru=e - ;Jfx dx+ 

cos.;f( cos·;fx dx) 

--e r' 

Toutes les integrales doivent etre prises depuis x = 0 

." L' f (fx.dx). , Jusqu a x = 2,. r. e premIer terme 2,. r ' qUI sert a 

former la valeur de v, est evidemment la temperature 
moyenne initiale, c' est-a.-dire, celle qu' aurait chaqu~ point 
si to ute la chaleur initiale etait cgalement repartie entre 
tous les points. 

242. 
On peut appliquer l'equation preccdente (E), .queUe que 

soit la forme de la fonction donnee f x. N ous considererons 
deux cas particuliers, savoir: 10 celui qui a lieu lorsque 
l'anneau ayant ete cleve par l'action d'un foyer a. des tempe
ratures permanentes, on supprime tout-a.-coup Je foyer; 
~o Ie cas ou la moitie de l'anneau cchauffee cgalement dans 
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CHAPITRE IV .. 

tous sea points serait reunie subitement a l'autre moitie qui 
aurait, dans toutes ses parties, la temperature initiale 0. 

On a vu precedeltlment' (art. 106) que les temperatures 
permanerites de I'anneau sont exprimees par l'equation 

v = a (I.:E + b IX -z? et la quantite (I. a pour valeur· e -=~: '. 
I est Ie contour de la section generatrice, et s la surf~ce de 
cette section. &i I' c;m suppose qu'il "I,ait un ~eul. foyer, il sera 

necessaire que ron ait l'equa~on' *.L~'au point oppose a 
I ;. • , • • 

celui qui est occup6 par Ie .foy6'r. La OOJidition £lail. z_brt. --::~ -0 

sera donc satisfaite en ce point: Regardons, 'pour plus de 

fa cilite dans ie caicul, la fraction '! l coinmee,gaie'l ruhite, 
'- $ . • I •• )! : 

et prenons Ie rayon r de l'anneau pqur Ie rayon ~es~ tables 

trigonometriques, on aura v=aez + be -.:r;~ done retitt ini~ 

ti~l de l'anneau est represente par l'6quation 

- b -1\' ( -1\'+z 1\'-Z) 
11= e e. +.6'.··. 

II ne reste plus qu'a appliquer l' equation generale (E), et 
en designant par M la chaleur moyenne initiale, on aura 

_ -/at M CX cos.z -let COII.2Z -2'let cos.3z -3'let cos·4z -4'let ) 
'V-26 ;-1'+1 e + 2'+1 e - 3'+1 e. '" -4'+1 e -etc. . 

, " . . . 

Cette equation exprime l'etat variable d'un anneau solide, 
qui, ayant ete echaufl'e par un de ses points et eleve a des 
temperatures stationnaires, se refroidit dans l'air apres la 
suppression du foyer. 

35 
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~74 THEORIE DE LA CHALEUR. 

243. 
Pour faire une seeonde application de l'equation gene

rale (E) ncus suppo&erons que la chaleur initiale est telle
ment distribuee, qa'tin moitie de l'anneau comprise depuis 
X=E> jusqu'~ X =n a dans tous ses points la temperature I 

et que l'autre partie a la temperature o. Il s'agit de deter
miner 1'etat de 1'anneau apres un temps ecoule t. 
. La fonction f x qui represente l' etat initial est telle dans 
ce cas que ~a valeur est I to utes les fois que la variable est 
comprise entre 0 et r.. Il en resulte que 1'on doit supposer 
f x = I et ne prendre les integrates que depuis x = 0 

jusqu'a x = n, les autres parties des integrales s!=mt nulles 
d'apres l'hypothese. On obtiendra d'abo~'d l'equation sui
vante qui donne Ie developpement de la fonction proposee 
dont la valeur est I depuis x = 0 jusqu'a x = To et nulle 
depuis ~= n jusqu'a :IJ = 2 7. 

.f' I 2(. I! 3 I. 5 I. ) 
.I X =;+:r. slD.X+ 3SlD. X+SSlD. X+7"slD·7 x + etc. 

Si maintenant on substitue dans l'equation generale les 
valeurs qu' on vient de trouver pour les coefficients con
stants, on aura l'equation 

1 -ht (I . -kt I. 3 -3'kt I. 5 -5'kt ) ;n1J=e 47.+ sm. xe +3SlD. xe +SSlD. xe + etc. 

qui ex prime la 10i suivant laquelle varie la temperature it 
chaque point de l'anneau, et fait connaitre son 'tat apres 
un terme donne, nous nous bornerons aux deux applica
tions precedentes, et nous ajouterons seulement quelques 
observations sur la solution generale exprimee par l'equa
tion (E) 

, 



CHAPIT'Rt lV. 
244. ' 

10 8i ~'on suppose k inflni, l'etAt de l'atlftea~ seta el(prim~ 

ai~s, ~ r'V -:- e. ~~t.~J Ix. ~~ 1 oude~ipmlnt p~~ ¥.lll:' tem-
, . itial -ht U La t ' "&'~_..:I' peratare tndyeMJ8' me....,:::tz e . J.B. emperift.LIIfa q UIl 

point q.lcriDque _vieodra IlibitcnMnt egale • la mmpira
lure moyenne et let ~eatl pointB OODServeroot toujoun 
diia. tmripetatllrell' e,,_,1 ne iqtli at· tuJe aJIlalqutBcB o!ces~ 
Mire de l'irypetlUtse on: l'DB admet libe mnduoibili. ,intinie • 
. "p. Oh .aora·le,~eme,ms1iltatrsi:lB "'Jon .... ale latinftu:e&t' 
infiniment petit. . : . 

30 PGur ,trotlver fa bmlperUuI'8 moytmne .de l'anfteau 
apm .. tdmps t il Caut ptteadne 1'.te81llIef ./.:-'~6: ,dupuis· 
.!1~ I) jwiqu'. ~~ II."~; .6t d.i'fiser ltar',JUt lot. ·.i'ill!~ 
entre ate liliri~ les cllirermtn patti~ de 1a \>W'eUl',t!e[ri, ut 

.upposant ensaite ~::::t~''''''', on t~a':q.e ~ u.nn 
totales des iRtegral~ soot ~ull~ exce~" poJ,lr l~ p~~~ier 
~rme; ,la temperatl,lre moyen~e ,a dOI)c pour valeur, apl'es 
. ..' '. . " ! ~A r ' , .... I. "' ," ~ .: I ~'."! ~ .~r 

l~ temps- ,I, la, quaI)1Iit e.,.e - . . ,¥.: ,Ai~,~ ..J~) tqr;n~f~ 
morenne de ran,neau decr()lt ·de ~ JQ.eme .man~re: T'~,~.~ 
conduc.i~ilite etait infinie., les ~ari:ati0:Ds e~oJ;l:D~ p,ar la ' 
propagU,ion de Ia chaleur daQS ~ selid~ Jl~n~ent.l~in~ 
sur 13. valeur de cette temperature. " d ,:. 'I.' 

Da~~ l~ trqis ~ 'q~e oou,s vel1O~. de ~~~ ~~ ~
pe~~~ decr.ott; proportit)DD~lleqlent .~ iPu,i~nces,j de la 
fr . -4 ..L." ho '1' d ' action 6 ., -lJ.., ce qw _ ~ m9l,e·c &e., tl. or onne. 

~'une ,cour1?~:,lo~arit~miqu~1- l'~sci~~ e~t eg~e .8' f~P~ 
ecoule. Cette 101 est connue depuis long-temps,. m~ls. ~y faut 

. . ·35.~ . . 
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!l76 THEORIE DE LA CHALEUR. 

remarquer qu'elle n'a lieu en general que si les corps ont 
une petite c:Hmension. L'analyse. precedente nollS apprend 
que si Ie diametre ~'un anneau n'est pas tres-petit, Ie refroi. 
dissement d'un point determine ne serait pas d'abord 
assujeti a eette Ioi, il n'en est pas de meme de la tempe
rature moyenne qui dccroit toujours proportionnellement 
aux ordonnees d'une logaritb.mique. Au Feste, il ne faut 
point perdre de vue que Ia se~tion generatrice de l' armille 
est SllPpOSee avoir des dimensions assez petites pour que les 
points de la merne ~ectioo ne different point seosiblement 
de temp~rature. 

40 Si r on voul~it connaitre queUe est la quantite de 
chaleur qui s'eooappe dans un temps donne ~r J"l superficie 
d'une 'portion .dounee de l'amieau, il faudrait employer I'in
tegrale 'h l.f J t f u d x, et prendre cette integrale entre les 
limites qui se rapportent au remps. Par exemple, si 1'00 

choisit 0,.2 ~ pour les limites de x, et 0, ~ pour les li-
, '... 0 

~ite~ 'de t, c'est~a-dire si 1'0n veut deterriliner toute la 
qu~htite : 'de ,chalehr qui ~'~happe de'la superficie entiere 
pendant' tottte' 'la dur~ du refroidis~emeni, on doit trouver 
apres' les' integrations un resultat egal it toute la chaleur 
initiale, 6n '2 ~ r M, M etant Ia temperature moyenoe 
initiale. . . . 

p 50 Si ro~' .feui' , connattre combien iI' s' ec~uIe de chalenr . , 

dans' un tentp~ I HODne , a'travers une section determinee de 

l'anneau,' i~ faudra employer Vinte~le - K S J d t ~:, en 

~ettan~ Jp'~ur:'~ :~ l~' ~a~~~ ~e ,~~e fonction, prise au po~t 
dont il s'p-git. . 
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CHAPITRE IV. 

!a45. 
271 

!i0 La chaleur tend it se distribuer dans l'al).neau, suivant 
une loi qui doit etre remarquee. Plus Ie temps ecouIe aug
mente et plus les termes qui composent la valeur de 'V dans 

. l'equation (E) deviennent p~tits par rapport it ceux qui les 
precedent. II y a donc nne certaine valeur' de t pour laquelle 

- Ie mouvement de la chaleur commence a. etre sensiblement 
represente par I' equation 

At 
( . :1& b Ie)--U = a. + 0,1 SIn. -; + I cos. r e r' • 

Cette meme relation continue it suhsister pendant Ia duree 
infinie du refroidissement. Si dans cet etat on choisit deux 
points de t\nneau, situes aux deux extremites d'un meme 
diametre; en representant par 3;. et 3;. leurs distances· res
pectives it l'origine, par VI et v. leurs temperatures correa
pondantes au temps t; on aura 

At 
( ( .:1&. b :1&.) --) -ht v.= a. + a. sin. r + I COS. -;; e r" It 

Ir, 
( ( .:1& b :.). --:7') -he v.= a. + a. sin. -;+ I COS. 7" ere 

Les sinus des arcs :!C; et :!Cr' ne diflerent que par Ie signe ,et 

il en est de meme des quantit6s cos. ~ et cos.':!!'; donc 
r . T 

ainsi la demi - somme des temperatures des points opposes 

donne une quantite a e - II, t qui' serait en,re la .meme si 
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A78 THEORIE t>£ LA CHALEUR. 
I' on avait choisi deux points siNes au extremites d'un autre 

d·', C ., -A' l' I lametre. ette quantlte a e est, comme on a vu p us 
haut, la valent de la temperature moyenne apres Ie temps t. 
DODc la demi-somme des temperatures des dtux points 
opposes q~eleonques (iecrait continuellement avec la tempe
rature moyenne de ranneau, et en represente lavaleut 
sans erreur sensible, apres que Ie reFroidissement a dure un 
certain temps. Examinons plus particulierement en qaoi 
consiste ce derl;liet ~tat qui est expriure par r equation 

it . ( (. Z .I. Z) --) -At .::zz: \ .,+ 4It8IIL r + Pt tds. -; ., ,2 e 

Si rOlllth~ 4faINad Ie point de l'atmaa ;06 Itqal OIl 

a"'~ 

a l sin. (~) + bl cos. ~ = • ., .u ~ == - U'Q. taDfo (~) 

On vait q'1le la temperature de ee point est a chaque instant 
la temperature moyenne de l'anneau: il en est de meme du 
point diametr~ent oppose: car l'abscisse x de ce dernier 
point satisierait enc()re a I'equation precedente 

! === atc.tang. (-~). r a. 

Designons par X Ia distance a Iaquelle Ie premier cie ces 
points est place, on aura 

bl=-a. 

. X 
SlD. t=' 

X' cos ... ,. 
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CHAPITRE IV. 
et lubstituant eette valeur de hl~ op a 

It, 

e 4· (X X) - -) -ht 1I:z:p: 4. + 0 I X Sift. r T'"ft' r ct, ,.' • 
cos.-

r 

Si ron prend maintenant pour origine des abscisses Ie point 
qui repondait a l'ahscisse X, _ ~ l'QU deJignEt par " 11. 
nouvelle ~scisse :x: - X, on aura 

It, 
-ht( b."-) 11 = e t.Z. + sIn. r e r" • 

A l'origine ou l'abscisse u est 0 et au point oppose, la tem
perature 11 est toujours egale i. la temperature moyenne; 
ees deux points divisent la circonference de l'anneau en 
deWl paJ:ties dont l' etat 'est pareil, mais de signe oppose; 
chaque point de rune de ces parties a oDe temperature qui 
excooe la tempetature moyenne et la quantite de cet ex~ 
est proportionnelle au sinus de la distance it I' origine~ 
Chaque point de l'autre partie a une temperature moindre 
que la temperature moyenne et la difference est la m~e 
que I' exces dans Ie point oppose. Cette distribution syme
trique de la chaleur subsiste pendant toute la duree du 
refroidissement. II s'etablit aux deux extr.mntes de la moitie 
khauffee, deux flux de chaleur diriges vera la moitie froide 
et dont l' eifet est de rapprocher continuellement l'une et 

l'autre moitie de l'armille de la temperature moyenne. 
246. 

On remarquera maintenant que dans I'equation generale 
qui donne la vale~r de 11 chacon des termes est de la forme 

'. A: I 

( a i sin. i ~ + hi cos. i~) e -" ";i' , 

Digitized by Goog Ie 



!A80 THEORIE DE LA CHALEUR. 

on pourra dQnc tirer, par rapport a chaque terme, des 
consequences analogues aux precedentes. En effet, desi
goant par X la distance pour laquelle Ie coefficient 

• .Z b . Z a i 51n. , - + i cos. , -r ,. 

ul I,,· b .X est n ,on aura equation i = - ai tang. , r' et cette 

substitution donne, pour la valeur du coeffiCient, 

. .cz-X) a ,SIn. , r ' 

a emnt une constante. II suit de Ia qu'en prenant }lour 
l'origine des coordonnees Ie point dont l'abscisse ebut X, 
et desigoant par u Ia nouvelle abscisse x-X, on aura pour 
exprimer Ies changements de cette partie de Ia v~eur de 'V 

It 
I to· -ht . . u --a lonction a,e sIn. - e r' •. 

r 

Si cette meme partie de la valeur de 'V subsistait seule 
en sorte que les coefficients de toutes lea autres fuuent nuIs, 
r etat de l'anneau serait represente par la fonction 

I. ". I t -"t -, -. C. It) a e e r' SIn., ,. r 

et la temperature de chaque .point serait propo~ionnelle au 
sinus du multiple i de Ia distance de ce point a l'origine. 
Cet etat est analogue a celui que nous avons decrit prere
demment, it en difThre en ce que Ie nombre des points qui 
ont unemetne temperature toujours egale a la temperature 
moyenne de l'anneau n'est pas seulement!A, mais en general 
egal it !A i. Chacun de ces points ou nreuds separe deux 
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CHAPITIlE IV. 
portions contigues de l'anneau qui sont dans un etat sem
blable, mais de signe oppose. La circonference se trouve 
ainsi divisee en plusieurs parties egales dont r etat est alter
nativement positif ou negatif. Le flux de la chaleur est Ie 
plus grand possible dans les noouds, il se dirige toujours 
vers la portion qui est dans l' etat negatif, et il est nul dans 
Ie point qui est it egale distance de deux noouds consecutifs. 
Les rapports qui existent alors entre les temperatures se 
conservent pendant toute la duree du refroidissement, et 
ces temperatures varient ensemble tres-rapidement propor
tionnellement aux puissances successives de la fraction 

I. .0 It 
-II. -.e e ,.1. 

Si l' on donne successivement it i les valeurs 0, I, 2, 3, 4, etc. 
on connaltra tous les etats reguliers et eIementaires que la 
chaleur peut affecter pendant qu' elle se propage dans un 
anneau solide. Lorsqu'un de ces modes simples est une fois 
etabli, il se conserve de lui-meme; et les rapports qui existaient 
entre les temp~ratures ne changent point; mais quels que 
soient ces rapports primitifs et de -quelque maniere que 
l'anneau ait ete echauffe; Ie mouvement «;Ie la chaleur se 
decompose de lui-meme en plusieurs mouvements simples, 
pareHs it ceux que nous venons de decrire, et qui s'accom
plissent tous a-Ia-fois sa!lS se troubler. Dans chacun de ces 
ctats la temperature est proportionnelle au sinus d'un cer
tain multiple de la distance it un point fixe. La somme de 
toutes ces temperatures partielles , prises pour un seul point 
dans un meme instant, est la temperature actuelle de ce 
point. Or, les parties qui composent celte somme decrois-

36 
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282 THEORIE DE LA CHALEUR. 

sent beaucoup plus rapidement les unes que les autres. II 
en resulte que ces etats eIementaires de l' anneau qui corres
pondent aux differentes valeurs de i, et dont la superposition 
determine Ie mouvement total de la chaleur, disparais.sent en 
quelque sorte les uns apres les autres. lIs cessent bieutot 
d'avoir une influence sensible sur la valeur de la tempera
ture, et laissent subsister seul Ie premier d' entre eux pour 
lequel la valeur de i est la moindre de toutes. On se formera 
de cette maniere une idee exacte de la loi suivant laquelle 
la chaleur se distrihue dans une armille, et se dissipe par sa 
surface. L'etat de l'armille devient de plus en plus syme
trique; it ne tarde point a se confondre avec celui vers 
lequel il a une ten dance ilaturelle, et qui consiste en ce que 
les temperatures des differents points doivent etre propor
tionnels aux sinus d'un meme multiple de l'arc qui mesure 
la distance a l'origine.La disposition initiale n'apporte 
aucun changement aces resultats. 

SECTION II. 

De la communication de la chaleur entre des masses 
disjointes. 

24,. 
N ous avons maintenant a faire remarquer la conformite 

de l'analyse precedente avec celie que ron doit employer 
pour determiner les lois de la propagation de la chaleur 
entre des masses disjointes; nons amverons ainsi a une 
seconde solution de la question du mouvement de la chaleur 
dans une armille. La comparaison de deux resultats fera 
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connaitre les veritables fondements de la methode que nous 
avons suivie, pour integrer les equations de la propagation 
de la chaleur dans les corps continus. N ous examinerons en 
premier'lieu un cas extremement simple, qui est celui de la 
communication de la chaleur entre deux masses egales. 

Supposons que deux masses cubiqaes m et 11, d'egale 
dimension et de memematiere soientinegalement echauffees; 
que leurs temperatures respectives soient a et b, et qu'elles 
80ient d'une conducibilite infinie. Si ron mettait ces deux 
corps en contact, la temperature deviendrait subitement 
egale dans l'une et l'autre a la temperature moyenne';' (a+b). 
Supposons que les deux masses soient separees par un tres
petit intervaUe, qu'une ~ranche infiniment petite du premier 
corps sJen detache pour se joindre au second, et qll'eUe 
retourne au premier immediatement apres Ie contact. En 
continuant ainsi de se porter alternativement, et dans des 
temps egaux et infiniment petits, de rune des masses it 
.l'autre, la tranche interposee fait passer successivement la 
chaleur du corps Ie plus echauffe dans celui qui rest moins; 
il s'agit de determiner queUe serait, apres un temps donne, 
·la temperature de cbaque corps, s'ils De perdaient par leur 
surface aucune partie de l~ chaleur qu.'ils contiennent. On 
De suppose point que la. transmission de la chaleur dans les 
corps soli des continus s'opere d'une mani(~re semblable it 
celie que ron vient de decrire: on veut seulement deter
~ner par Ie calcul Ie resultat. d'une telle hypothese. 

Chacune des deux masses jouissant d'une conducibilite 
parfaite, la quantite de chaleur contenue dans Ia tranche 
in6niment petite, s'ajoute subitement a celie du corps avec 
lequel eIle est en contact; et il en resulte une temperatqre 

- 36. 
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284 THEORIE DE LA CHALEUR. 

commune egale au quotient de la somme des quantites de 
chaleur par la somme des masses. Soit 6) Ia masse de Ia 
tranche infiniment petite qui se separe du corps Ie plus 
echaufl'e dont la temperature est a; soient « et ~ Ies tem
peratures variables qui correspondent au temps t I et qui 
ont pour valeurs initiales a et b. Lorsque la tranche (r) se 
separe de Ia masse m qui devient m - 6), elle a comme cette 
masse la temperature «, et des qu'elle touche Ie second 
corps affecte de Ia temperature ~,elle prend en-meme temps 

que lui une temperature egale a m ~ + a 6). La tranche w rem+6) 
tenant cette demiere temperature, retoume au premier 
corps dont la masse est m - 6) et la temperature «. On trou
vera donc pour la temperature apres Ie se~ond contact 

II (m-6») + (m~+«6») 6) IIm+ ~6) . 
m+w ou - . 

--------------------- m+6) . ·m 

Les temperatures variables II et ~ deviennent, apres l'in

stant d t I « + (II - ~) .! et ~ + (II - ~) fit; on trouve m m 

ces valeurs en supprimant les puissances superieures de CaJ. 

On a ainsi d 11=- (II-~).! et d~= (II-~)~; Ia masse m m 

qui avait Ia temperature initiale ~ a re~u, dans un instant, 
une quantite de chaleur egale a m d ~ ou (II - ~) 6), laquelle 
a ete perdue dans Ie meme temps par la premiere masse. 
On voit par-lit que Ia quantite de chaleur qui passe en' un 
iustant du corps plus echauffe dans celui qui rest moins, 
est, toutes choses d'ailleurs egales, proporti(fnnelle it la 
difference actuelle des temperatures de ces deux corps. Le 
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CHAPITRE IV. !l85 
temps etan~ divise en iotervalles egaux, la quantite infi~i
ment petite (at pourra etre remplacee par k d t, k etant Ie 
nombre des unites de masse dont la somme contient fI) au
tant de fois que I'unite de temps contient 1 t, en sorte que 

I• K lOb' "1' . on at; = dt' n 0 bent alnSl es equations 
K K 

d«=- (<<-~) iii dt et de d~ =(<<-~) Tn dt. 

248. 
Si l' on attribuait une plus grande valeur au volume t) qui 

sert, pour ainsi dire, a puiser la chaleur de l'un des corps 
pour la porter a I'autre, Ia transmission serait plus prompte; 
il faudrait, pour exprimer cette condition augmenter dans 
la meme raison la valeur de K qui entre dans les equations. 
On pourrait aussi conserver la valeur de fI) et sup,poser que 
cette tranche accomplit dans un temps donne un plus grand 
nombre d' oscillations, ce qui serait encore indique par une 
pIUs grande valeur de K. Ainsi ce coefficient represente' 'en 
quelque sorte la vitesse de la tra~smission, ou la facili~ 
avec Iaquelle la chaleur passe d~ run descorp~ dans r autre, 
c'eat-it-dire leur conducihilite reciproque. , . , . 

249' I I 

En, ajoutant les deux equations precqIentes, on 'a 
d « + d ~ = 0, et si ron 'retranche l'~e des equations d~ 

l'autre, on a dtlC-d~ + 2 (<<-~)! dt'-o, et, faittani 
, m . , K' ,I . 

«- ~ =y, dy + ~ iii. Y d t= o. Integrant et determinant 

la cQnstante par Ja condition que la. v~leur initiale soit 
, K ' 

a - b, on a,. = ( a - b) e -.2 iii t .• La dlffe~ence y des tem-
, : • ' • • • J 
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~86 THEORIE DE LA CHALEUR • . 
peratlires diminue donc comme l'ordonnee d'une loga-
ritbmique, ou coinme les puissances successives de la frac

K. 

tion e - 2;;. On a ,pour les valeurs de « et ~ 

K )[ 
I I --2-t I I _S_l 

«=- (a+b)--(a-b) e III, ~=- (a+b)+ - (a-b) e III 
2 2 2 2 

~5o. 

On suppose, dans Ie cas qui precede, que la masse infi.
niment petite (r), au moyen de laquelle s'opere la transmis
sion, est toujours la meme partie de l'unite de masse, ou, 
ce qui est la meme chose, que Ie coefficient K qui mesure 
la conducibilite reciproque est une quantite con stante. Pour 
rendre la recherche dont il s'agit plus generale" il faudrait 
considerer Ie coefficient K comme une fonction de deux 
temperatures actuelles « et ~ On aurait alors les deux 

~tions J, «'= ~ (<<- ~)! d't, et d ~ = (<<-~) ~ d t, 

dans lesquelles K serait 'egal it la fonction de «'et ~, que 
nous designons par, (<<,13). II 'sera facile de 'connaitre la loi 
que suivent les temperatures variables 'r£ et ~ lorsqu'elles 
approchent extremement de leur dernier etat. Soit y une 
nouvelle indJ~~inee egale a Ia difference entre « et la 
aerniere valeut" qui est .; ( Q, '+ b):oo c.' Soit 'z nne seconde 
indetel'mille,e egale a ~a difference c-·~. O~ subetituera -ail 
.ieu de «, et ~ I~urs val~urs C -.y et 'C-Zj et, comme il 
s'agit d~ trouver les valeurs. de yet de 1Z, lo~squ'on les sup
poSe . tr~s-petites', on 'ne doit retenir dans les resultats des 
substitutions. que la prem~ere puissance de y et de z. On 
trouvera done les deux' equations ' , 
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CHAPITRE Ill. 
K. . , K. . 

-d:r=-(z-y)iii' (c-y, c-z)dt et~dz=m{z-.r) V(c-y, c...-z) dt, 

eo developpant les quaBtltes qui SODt ~()~S I.e signe f et 

omettant let puissaQCes superiewes. <k:r e.t ~ ZJ. Oa trQur. 

vera dy=(z-y).!. V.dt et.dz=-(z-.r).!. f.dt.'La quan .. 
, m "", 

tite f etant con stante , il st ensuit que les equations' preee.: 
dentes donneront pour la valeur de la difference z -y, un 
result~t semblable a celui que l' on a trouve plus haut pour 
la valeur de at - ~. 

On en conclut que si Ie coefficient K, que ron avait 
d'abord suppose constant, etait represente par une fonction 
quelron.que des temperatUres· "afiables, I~ derniers, chan .. 
gements qu'eprouvent res temperatures, pendant un temps 
infini, seraient eneore assujeties a 1a meme 'Ioi que si la 
conducibilite reciproque @tait constante. 11 s'agit actuelle
ment de determiner lea lois de la pl'opagati0& de la chaleur 
dans UB nombre indtHini de masses egalea qui ent act)J.elle
ment des· temperatures differentes.· 

251. . . 
On. suppose que des UUiSses prismatiques en Rombre 1J let': 

dont chacune est egale a m, so~t rangees sur une meme ligne 
droite, et affectees de temperatures differentes 0" b, c, d, etc .. ; 
que des tranches infiniment petiteJ; qui ont cbac,une la masse 
(r) se separent de ces dlfferents corps excepte du derni~r, et 
8e pOrtent en meme temps du preinier au 5ee0nd, du a800nd 
au troWeJlle, dll troisime aU quatrie., ainai de suite; 
qu'aussirot apres Ie CQlltact ces tneJ;Des tr~hei retoument 
aux masses dont elles s' etaient separees; ee double ~ouve
ment ayant lieu autant de fois qu'il y a d'instants infiniment 
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petits d t,· on demande a queUe loi sont assujetis les chan
gements de temperature. 

Soient «, ~, r, ~ .... (;) les valeurs variables qui correspon
dent au meme temps t, et qui ont succede aux :valeurs 
initiales a, b, c, d, ',etc. Lorsque les tranches ,6) se seront 

separees des n=I premieres masses, et mises en contact 
avec les masses voisines, it est aise de voir que les tempe
,ratures seront devenues 

«(m-6» @(m-6»+«6» r(m-6»)+ ~6» ~ (m-6») +)'6» .... ;m+~6» 
m-6) , m 'm m 111+ .. 

Lorsque les tranches 6» seront revenues a leurs premieres 
places, on trouvera les valeurs des nouvelles temperatures 
en suivant la meme regie ,qui consiste a diviser la somme 
des quantites de chaleur par la somme des masses, et rOD 

aura pour les valeurs de «, {i-, r, ~, et~. apres Finstant at 

Ie coefficient de .! est la difference de deux differences con-
m ' 

secutives prises dans la suite IX, ~,r ... ~,;. QUant au premier 

et au dernier coefficient de : ils peuvent etre consideres 

aussi comme des differences' du second ordre. 11 suffit de 
supposer que Ie terme « est precede d'un terme ega! a «, et 
'que Ie terme (;i est luivi d'un terme egal it (;i. On aura done, 
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en $ubstituant, comme precoo.emment lc cl t it 6), les equa
tions suivantes : 

d«= ~ dt(C~-«)-C«-«») 

d~ . ,: dt(Cy-~)-(~-«») 

d ~ ~ ! d t (C ~-y )-C y- ~») 
: 
d6)=! dt (C«4-«4)-C6)-' ~») 

252. 

Pour integrer ces equations, on fera, suivant la methode 
connue, 

-
etant des quantites constantes qu'il faudra determiner. Lea 
substitutions etant fai~s, on aura les equations suivalntes : 

, k • 
a. k=iiiCa.-a.) 

a. k =~ (CaJ-a,)-(a.-al ») 

a~ k =! (Ca4-a3)-(aJ-a,») 
: . 
~.k =! (Ca.+I-a.)-(a.-a._ I ») 

Si l' on regarde a l comme une quantite connue, on trouvera 
l'expression de ,a. en a. etk 1 puis celle de a J en a l et h,. 

37 

. ' 
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n en est de meme de toutes les autres indeterminees 44 4 s, etc. 
La premiere et la derniere equations peuvent etre ecrites 
sous cette forme 

et 

en retenant ces deux conditions 40=4. et 4.=4.+., la 
valeur de a 2 contiendra la premiere puissance de h, la valeur 
de a 3 contiendra la seconde puissance de h, ainsi de suite 
jusqu'a 4.+ 1 qui contiendra la puissance n .... • de h. Cela 
pose, 4.+~ devant etre egal a 4., on aura, pour deter
miner h, une equation du n i.- degre, et 4 demeurera inde
termine. 

II suit de Ia que l' on pourra trouver pour h un nombre n 
de valeurs, et que d'apres la nature des equations lineaues 
la valeur generaJ.e de tJ sera composee d'un nomhre n de 
termes, en sorte aue les quantites ex,· ~, y, etc. seront deter
minees au moyen des equations 

ht , h't " hilt 
~=aae +a2 e +aa e + etc. 

ht , h't h·t 
1=a3 e +a1 e +a3" e + etc. 
· · · ht , h't • h·t 
fIl=a. e + a. e +4. e + etc. 

, 

les valeurs h h' h" , etc. sont eJl Dombre II et e~es aux " 
racines de l'equation algebrique du "I •. dep en h, qui 
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a, comine on Ie verra plus bas, toutes s.es racines neUe&. 
Les coefficients de la premiere equation a r a r ' a r • a."', etc. 
sont arbitraires; quant aux c3efficients des lignes inferieures, 
ils sont determines par un nombre n de sysremf'S d' equa
tions semblables aut' equations precedentea. Il s'agit main
tenant de former ces equations. 

253. 

Ecri vant la lettre q au lieu de ";;, OD aura lea equations 
suivantes : 

a.=4. 
a.=a. 
a.=4. (q+ 2) -4. 
43=a. (q+2) -a • 

. 
ar+-. =4. (q + 2) - 4. 

On 'Voit que ces quantites appartienneni a une serie 
recurrente dont l' echelle de relation a lea deux termes 
( q + 2) et - I. On pourra donc exprimer Ie t.erme general 
a .. par l' equatio~ a. = A sin. m u + B sin. m - I u, en deter
minant convenablement les quantites A, B et u. On trouvera 
d' abord A et B, en supp~sant m egal a 0 et ensuite egal a 
I, ce qui donne a. = B sin. u, et 4. = A sin. u, et parconse-

quent a.=a.sin.mu-~ sin. m-lit. En substituant 
lin." 

en suite les valeurs de a. a._. a .. - 2 , etc. dans l'equation 
generale a .. =a .. _. ( q + 2) - a.-.; OD trouvera . 

sin.mu=(fJ + ~)sin.(m-"l)u-siD(m-2)u, 
37-
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en comparant ceUe equation it celle-ci 

sin.mu=2cos.usin.m,-1 u-sin.m-2u, 

qui exprime une propriete connue de sinus d'arcs croissants 
en progression arithmetique, on en conclut q + 2 = cos. U, 

ou q = - 2 sin. verso u,· it ne reste plus qu'it determiner 
la valeur de l' arc u. 

La valeur generale de am etant 

a (. . ) -.-'- sm. mu - sm. m -I u 
SID. U 

on aura, pour satisfaire a la condition aD+ 1 = aD' l'equation 

sin. n + 1 U - sin. u = sin. n u - sin. n - I U, 

d' ou' l' on tire sin. n u = 0, ou u = i !, 'r. etant la demi~cir-
11. 

conference et i un nombre entier quelconque, tel que 
0, I, 2, 3, 4 .... n-I ; on en peut deduire les n va leurs de 

q ou h:. Ainsi toutes les racines de l'equation en h, qui 

donnent les valeurs de h h' h,u N" sont reelles negatives et 
fournies par les equations : 

h=-2! sin. V (o~) 
. 

v' Ie. V ( 'r.) 
n. = - 2 iii SID. 1 ii 

(11.-1) Ie. c- r.) 11. = - 2 m sm. V n-I ii 

Supposons donc qu'on ait divise la demi-drconference r. 
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en un nombre n de parties egales, et que ron prenrie pour 
former rare u un nombre entier i de ees parties, i etant 
moindre que n, on satisfera aux equations differentielles 

, en ehoisissant pour a une quantite queleonque, et faisant 

•• lr • V 
( SIO.U-SIO.OU) -2 -tsm. It 

ex =a, . e m 
- sln.U 

( sin. 2u-sin. I 14) -2 ~ t sin. Vu 
~=a. . e III 

510." 

( sin. 3u-sin. 2") -2 ~ tsiD. V 14 
y=4 . e III 
, 1 sin." 

. 
( sin. n U - sin. ii=I ") - 2 ~ t sin. V U 

6) = a , . e m 
SlD." 

Comme it Y a un nombre n d' arcs di~erents 'que ron 
d . ~ ~ ~ --~ 

Peut pren re pour u, savolr 0 -, 1-, .2- ... n-I -. II Y a n n n n 

aussi un nombre n de systemes de valeurs . particulieres 
pOUT ex, ~, y, ~, etc. et les valeurs generales de ees variables 
sont les sommes des valeurs p~rticulieres. • 

. .254. 
'On voit d' abord que si l' arc u est nul, les quantites qui 

multiplient a , dans les val~urs de ~, ~, y, ~,etc. devie~nent 
, 1 'I' ., sin.u-sin.ou I toutes ega es a uOlte, car . a pour va eur' I 

SlD.U 

lorsque l'arc u' est nul; et il en est de meme des quantites 
qui se trouvent dans les equations suivantes. On conclut de 
lit qu'il doit entrer dans les valeurs generales de ex, ~,y, ~ ... 6) 

des termes constants. 

• 
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De plus, en ajoutant toutes les valeurs particulieres. cor-· 
respondantes de CIt, ~'T' •. etc., on aura . . 

• ,f • V 
+~+ +~ etc.=a sl~.nu.e-2mtsID. u; 

II ... T • • • • SID. U 

equation dont Ie second membre se reduit a 0 toutes les 
fois que l'are u n'est pas nul; mais dans ce cas on trouvera 

I al d sin. n U 0 d ' , I n pour a v eur e" . n a onc en genera 
SlD.U 

Ii + ~ + T + ~ + ... etc. = n a. ,. 

or I~s valeurs initiales des variables etant a, b, c, d. . . etc., 
iI est necessaire que ron ait n a. = a + b + c + d + etc.; il 
en resulte que Ie tenne constant qui doit entrer dans chacune 
des valeurs generales de . 

. «, ~, T, ~ •. " fIi est ~ C a + b + c + d + etc. ) , 

c'est-a-dire, la temperature moyenne entre toutes les tempe
ratures initiales. 

Quant aux va~urs generales de «, ~''Y' •• 6», eUes sont ex
primees par les equations 8uiTantes : 

. I C" b ) (SiD.U-SiD.OU) -2~tsiD.V.U «=- a+ +c+etc. +a. " e III n MD." 

• ,-. , let' V ' 
b SID. U - SID. O. U - 2 - SID. • U + " e m 

• 81D. rt! 

• It· " Ie· V " sm.u -5ID.0.U -!a -tam. .U + tc + c. . e In e . 
ItD.U 
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~=.!.(a+ b+c+etc.)+a. (Sin. 2 ~-sin'")e -2 ~ tsin. V" 
N SID." 

• , ., Ir. V ' 
+ b ( SID. 2" -SID.") -2-tsm. " • . , e m 

SID." 

( sin. 2"" - sin. "" ) :- 2 !. t sin. V"· + c. . w e m 
Sln." + etc. 

"_.!.( + b + + - t' ) + (sin. 3" -sin.") -2!.t sin. V" 0- a, c e c. a. . e m 
n SlD." , 

b sin. 3"' -sin. 2"' - 2!tsin. V"" + • ., e m 
Sln. " 

sin. 3 II" - sin. 3 "" Ir t . 'V ~ 
+ C' • II e - 2 - SlD. " + etc. • sm." m 

•. Ir . V 
I ( l. _oft) SID.N"-SID.n-I." -2-tSID. " 41)=- a+u+c+ ... ",- +cz, . e m 
n . SlD." 

• , • -, Ir.' V' 
b SID.NII -SID.n-I." -2-tam. 14 + . ., e m 

SlD. " 

• ., .-., It· V " 'ID.n" -SID.n-I.U -s-ttul. '" + C. 'if e m + etc. 
JlD.. ' 

• 

. Pour determiner les constantes a, h. c. d,. .. etc., il faut 
considerer l' etat initial du systeme. En effet, Iorsque Ie 
temps est nul les va leurs de IX', ~, "t, ~ •.. etc., doivent etre 
egales a a, b, c, d etc.; on aura donc n equations semblables 
pour determiner les n CODstantes. Les quantites 

sin. u-sin. 0 u, sin . .2u-sin. u" ain. 3 u--sin. 2U, • •• 

sin. llu-sin. '/,-I.U, 
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peuvent etre indiquees de cette maniere, . 
A sin. 0 u, A sin. u, A sin. 2U, Asin. 3u, Asin4u ... Asin.n=I u,· 

les equations propres a determiner les constantes sont, en 
representant par c la temperature moyenne initiale, 

a=c+a, + b, + CI + etc. 

b Asin. U b A sin. ,,' A sin. ,," 
= c + a , . + I • , + c, sin. ,," + etc. 

SlD." sm." 

A sin. 2 " b A sin. 2 ",' A sin. 2 ". 
C =c + a,. + I • , + c, . II + etc. 

5111.-" 5lD. " SID. " 

d A sin. 3" b A sin. 3,,' A sin. 3 ". 
=c + a.. +.. , + c.. + etc. 

5lD. " SlD. U 5lD. U 

etc. 

Les quantites a. b, c, d. et c etant determinees par ces 
equations, on connait entiereD;lent lea valeurs des variables 
., ~, 'I, ~ ... ft). 

On peut efl'ectuer en general l' elimination des inconnues 
daQs ces equations, et determiner les valeurs des quantites 
a, bl c. d, etc., meme lorsque Ie nombre -des equations est 
infini;onemploiera ce procede d'eliminationdans.les a~cles 
suivants. 

'256. 
En examinant les equations qui donnent le~ valeurs ge

nerales des variables at, ~, r. .. ft), on voit que Ie temps 
veriant 11 augmenier lea termes qui se succedent dans la 
valeur de chaque variable decroissent tres-inegalement: car 
les valeurs de u, u', u", u"', etc. etant 

ft) CD 3 ft) 4 ft) • 1,-,2.-, .-, .-,etc., 
II. 'n n. n 
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·CHAPITRE IV. 
les exposanta sin. V u, sin. V,u', sin.·V a", sin. V u"', etc. devien
nent de plus'en plus gran~. Si l' on suppose que Ie temps test 
iilfini , Ie premier terme de chaque valeur subsiste seuI, et 
Ia temperature de cbacune des masses devient ~gale a la 

temperature moyenne ~ (a;:' b + c + . .. etc.). Lorsque Ie 

temps t augmente continuellement cbacun des termes de la 
valeur d'une des variables, di~inue proportionnellement 
aux puissances successives d'une fraction qui est, pour Ie 

, ' lr 
d ' -2- sin. V u I' ., secon terme em. 'PQur e trOlsleme terme .••.. 
lr • V ' 

- 2 -sin. u • • d . LId d fi em, aIDSI e sUIte. a p us gran e e ces rac-
tions ~nt celIe qui repond a I~ moindre des valeurs de a, 
il s'ensuit que, pour connattl,'e la loi que suiveot les der
niers chali~lIlents :d~ ie~~r8ture, on ,ne ~~it considerer 
que les deux prewers termes : car tous l~s', autreS devien
D~nt incomparablement plus petits a mesu~ que Ie temps t 
augmente. Les dernieres varia~ons .d~ te~~~~ur~ «, ~, r, ~ , 
etc;:., sont do~c e~pJjm~ PO: les ~~a~~~~ su~v~~t~ ~ . 

, ' • '; I I 'I .! t ~ • • ll. • I ') I , : I • J • 

. •. '. .' . k' 
I( ; b d' tc)' .: (Qu.u-sin.b.u) .-2' ..... tsin. ViU a=- a+ + c+ ,e . -f,oa. . ' e m 
n. .', ,In. U . , 

_-ie +b '+d t) (sin.2u-sin.,,), -2!,tsin.V.u 
to --,- a +r c , e c. + a~ , e m .n. ' , " ,. r Sin.". , " ,'. I' 

. . 
., :.;' .... ' .... ' " .. ,. . 
_~( +b~ -Ld t) (Sin.3u-sin.2U) --:"2- t sin. V." r - Q .,-- C--,,- ,e C~ +Q. . , e, m-

n. StD. U • '. , 

etc. 

257, 
Si ron divise la detni-circonferenee en un nombre n. de 

~ . .. . 

parties egales, et qu'ayant abaisse lea sinus, on prenne lea 
38 
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differences entre deux sinus oonsecutifs; ~e8 n differences 
It 0 V o 11 ,om . d' - 2 - t sm. u seront propol'tlolUle es au cae Clents. e e .'1' .. ~ ~ 

aux seconda termes des valeurs de ., ~t r .. o w. C' ~t pourquoi 
les dernieres va leurs de IX, ~, 'Y' •• 6» sont telles que les dim~
rences en.tre ces temperatures finales et la temperature 

moyenne initiate; ( a + b +" c + etc.) sont toujours propor

tiOllnelI~8 ~ux differences des sil)qs cpnsecutifs. De quelque 
maniere que les masses aient d'abord ete echauffees, la dis
tribution de la chaleur s' opere 11 ta firi suivant une 10i con
stante. Si ron mesurait les temperatures daus'les derniers 
i~s~nts,.oil eUes d~.fTerent peu de la tempe~ture moyenne, 
o~ ~bs~~y~rait que' )a j :~ifr¢~ence en~re. la ~mperature d'une 
m~se quel~.onque ~t 'ce~t~. t,emperature inoyenne, decroit 
continuelIeme~t .com~~· les Puissa~ces·. successives de la 
meme fract~~~; e~~.e~:c~mparant entre' en~ l«:s te~peratures 
des .differe~.tes.ml:lsses pri~es pou,r un meme insta~t,on ver
rait' que .c~s':.difT~rences eritre, l~s i:empera.tures. actuelles ~t 
la temper~ture riioyenne, 'sont proportionnelles au diffe
reBC~ des. sinua. <!oo&ecutifs, la demi-circonfe~ence etant 
divisee ~n un nombre " de 'pa~ties egales. I' i ,. I -

258. 
Si l'on suppose qu.e ks"rttasses' qui ~"col1llhUnlqneDt la 

chaleur lont en Ilomm.. infini, on trouve pour l'arc l/, une . - , . ,. , \ .. 
valeur infiniment petite; alors' les diil'6rUlcti des' sinus ean-
secutifs, prises dans Ie cercle, sont proportionnell~s aux 

. d da sin. mu-sin. "'-I.U 
cosmus es arcs correspon , Dts: car sin. u 

equivaut ~ rCo'S:; nt ~, 'lorsqu~ rare u' ~st"iilfini~eitt ' petit. 
: .. '1: j . I • '." l •• I • I' J. .,. ,: # r ' t~' " • 

I:; 

• 

~igitized by Goog Ie 



CHAPITRE IV.' . , ~. 
Dans ~e cas, les' quantites dont ·les temperatures prises au 
meme instant, diftereot de Ia temperature moyenne 'it la
cpeUe elias doiveot toue parvenir, 8()nt F9portionnelles 
a,lIX COaiDlIS qui correapondent aux differents points de la 
circonfereoce divisee en une infinite de parties egales. Si let 
masses qui se transmettent la chaleur sont aituees a distances 
egales lea unes des autre& sur Ie perimetre de la demi-(:ir
confe,rence w, Ie cosin1l8 de rare it l'eJitremi...e dJJquel une 
masee. quelconque est placee, est la mesure' de la quantit~ 
dont Ia temperature de celte masse differe enOOl'e de la tem",: 

. perature moyenne. Ain&i Ie corps pLK:e au milieu de tous les 
autres est celui qui parvient Ie plus promptementa ·cette 
temperature moyenne; ceux qui lie tr~Q,-eDt ~tues d'ull 
.erne cOle dO' milieu ont toUt ~Iie ~em,e~atYl'e excNeme, 
et qui snrpaase d'autant plus Ia·temperatu~e moyeDDe, qu'ila 
soot plus eloignes du milieu;. lea corps qui sont places de 

- l'autre cote, ont tous une temperature moindre que la teur 
perature moyenne, et ils s'en ecartent autant que ceux. du 
cOte oppose, maift dans UB &ellS eootraire .. EDlin ce& di.tle
renee!, soit positives, toil negatives,. decroiasent toutes ea 
meme temp", et proportiODlleUement aux puissances sacce&
siTeS de Ia meme fraction; en sortie qu'elles ne ce&SeDt pas 
d' etre representees au merne instant ~r les valeurs des 
cosinus d'une meme demi - drconferellce. Telle est en ge-.. . . 
neral,et si ron en excepte lea- cas singuIiers,Ia loi a laquelle 
sont assujeties les dernieres .temperatures. L'etat in~tial du 
systeme n~ change point ces resultats. N ous allons presen
tem.ent traiter une troisieme question du me~ ,enre que 
les precedentes, et ~nt la solution, nou.s fournira 'plll5it!urs 
remarques utiles. . 

38. 
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300 THEORIE DE LA CHALEUR . 

. 259' 
On suppose un nombre n de masses prismatiques egales, 

placees it des distances egales sur la circonference d'un cer
cleo Tous ces corps qui jouissent d'une conducibilite par
raite, ont actuellement des temperatures connues, diff';" 
rentes pour chacun d' eux; ils ne laissent echapper it leur 
surface aucune partie de la chaleur qu'ils contiennent; one 
tranche infiniment mince se separe de la premiere masse 
pour se reunir a la seconde, qui est placee vers la droite; 
dans Ie meme temps une tranche parelele' se separe de 'Ia 
seconde m8:sse en se portant de gauche a droite, et se joint 
a la troisieme; il en 'est de meme de toutes les autres masses, 
de chacune desquelles nne tranche infiniment mince se separe 
au meme instant, et se joint a la masse snivante. Enfin, lea 
memes tranches reviennent immediatement apres, et se reu
n~sent aux corps dont elles avaient ete detachees. On sup
pose que la chaleur se propage entre les masses au moyen 
de ces mouvements altematifs, qui s'accomplissent deux fois 
pendant chaque instant d'une egale duree; il s'agit de trouver 
suivant quelle loi les temperatures varient, c'est-a-dire que, 
les valeurs initiales des temperatures etant donnees,' il faut 
connaitre apres un temps quelconque la nouvelle temperature 
de chacune des masses. 

On designera par a. a. ~ ... a i ••• a. les temperatures ini
tiales dont les valeurs sont arbitraires, et par «. «. «3 .... «; ... «. 

les valeurs de ces memes temperatures apres Ie temps ecouIe 
t. Il est visible que chacune des quantites « est une fonction 
du temps t et de toutes les valeurs initiales a. a. a3 • •• a.: ce 
sont ces fonctions qu'il "agit de detenniner. 

Digitized by Goog Ie 



CHAPITRE IV. 

~60. 

301 

On representera par 6» la masse infiniment petite de la 
tranche qui se porte d'un corps A l' autre. On remarquera en 
premier lieu que lorsque les tranches ont ete separees des 
masaes do~t elles faisaient partie, et mises respectivement 
en contact avec les masses placees vera la droite, les quan
lites de chaleur contenue dans les differents corps sont 

(1n-6l) IX. +6» «., (~) IX. +6» IX., (m-..) 1X3 +6» «a •••• , (111-6»)«.+6»«,._. 

en divisant chacune de ces quantites de chaleur par la 
masse m, on aura pour les nouvelles valeurs des tempera
tures 

IX +.~ (<<.-IX.), IX. + ~ (IX,-IX.), el3 + ~ (1X.-1X3) m m m 

\ 

c' est-A-dire qu~, poul trouver Ie nouvel etat de la tempera
ture apres Ie premier contact, iI faut ajouter A la valeur 

qu'elle avait auparavant Ie produit de : par l'exces de la 

temperature du corps dont la tranche s'est separee sur celIe 
du corps auquel s'est jointe. On trouvera, par la meJ)le 
regie, que les temperatures, apres Ie second contact, sont 

IX. + ~ (el. - IX,) + ~ (IX. - IX.) m m 
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302 THEORIE DE LA CHALEUR. 

Le temps etant divise en instants egaux, on designera 
par dt la duree de eet instant, et si rOD suppose que It 
soit contenu dans un nomhre Ie d'unites de maase autant de 
fois que d t est contenu dans l'unite de temps, on aura 
(II -:- i d t. En appelant d « •••• d «. •.• d t%3. ~ • d t%; • •• d «. lea 
accroissements infiniment petits que ~ivent pendent riD
stant d t lea temperatures "I' «2'" «;, II., on aura lea equations 
diflerentielles suivantes : 

Ie 
dft.,=- dt (a.-2«, + «a) m 

Ie 
d «, =-;;; d t (<<,J.- 2 «. + «3) 

261. 

Pour resoudre ces equations, on supposera en premier 
lieu, suivant la methode connue 

I&t 
«,=b, e 

It, 
«.=b. e 

I&t 
«3=b3 e 

• I&t 
«,,=b. e . 
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CHAPITRE IV. 303 
Lea quantit6s b l b. bl •••• b. sont des constantes indeter

minees, ainsi que l'exposant h. II est facile de voir que ees 
~aleurs de Q I a. ~ ..• a. satisfont aux equations differentielles, 
ai, I' on a lea conditions suivantes: 

It 
b.h=-;n (b.-!& bl + b.) 

Ie 
b.h=-;n (b.-!&b. + b,) 

· · 
• Ie 

b"_1 h=- (b,._.-2b,,_, + b.) m 

Ie 
b.h=1ii. (b,._.-.2b. + b,.+.), 

• hm I d ., , SOlt q = T ' on aura, en commen~nt par a ermere equa-
tion, 

b.=b. (q + 2 )-bll_. 

b!l===b. (q + 2)-b. 

b,=b. (q + 2)-b. 
· · ., · 

b.===b"~'I('f + sa)-b":... •. ,, 

n en resulte que'l'on,peut prend~ pour b.b2,bl ••• bi ••• b., 
les 11, sinus consecutifs . que l' on obtient en di~isatit la cir
eonference entiere 2 ~ en un nombre 11, de paities eglles. 

, ,'. ,,' , ~ 

~ eifet, en, appelant u rare. ~ ,;'~ le~ quantites. ','.,' 

4, • "., ; '. , I • • 

SlD: QU, SlD. I U, SlD.2U, sin. 3u ..... sin. rI-- I'n:' 

, 
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304 THEORIE DE LA CHALEUR. 

qui sont en nombre n appartiennent, comme on Ie sait, it 
une serie recurrente dont l'6chelle de relation a deux termes, 
savoir: 2 cos. U et - I; en 80rte que l'on a toujours la con
dition sin. i U=2 COS.U. sin. (i- I) u.-sin. (i-2) u. On 
prendra donc pour bt , .b., b3"" b, ....• b. les quantites 

sin. 0 u, sin. I u, sin.2 u ... sin. n- I U et l'on aura en
suite q + 2=2 COS.U ou q=-sin. V. (u) ou 

b = - 2 sin. V ( 2 ~). On a mis precedemment la lettre q au 

lieu de k; en sorte que la valeur de I" est 2': sin. V (2,:'I~) , 
en substituant dans les equations ces valeurs 4e bi et de h, 
on aura 

• 
It • V 'Ir 

• -2 - tUD. .2-
tlt=S1n.o.u.e m " 

Ir 'V'K' • - 2 - t SID. .2 _ tI. = sin. I.u.e m " 

Ir .v'K' 
• -2- tSlD. .2-

tis = sin. 2.u.e m " 

lr 'V'K' • - 2- t51D. .2-. 
Gt,.=SlD.n-I.U.e m " . 

262. 
Ces dernieres equations ne fournissent qu'une solution 

tres-particuliere de la question proposee: car si l' on sup
pose t=<>, on aura, pour les valeurs initiales de tI., Gt", tis ... Gt,., 

les. quantites sin. 0 u, sin. I u, sin. 2 u ... sin.",-::::::j U qui t:D 

general different des valeurs donnees at' a., as ••• a.: mais 
la solution precedente merite d'etre remarquee parce qu'elle 
exprimea .. c~mme ~n Ie verra par l~ suite, une circoDS~ce 

• 
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CHJ\PITRE IV. 305 
qui appartient a tollS' les cas possibles, et represente les 
~mieres variatio~~!i, des" temp~t:at~res. 01) voit ,par cette 
solution ,que, si les ~emperatures initiales a. as a" .... (f. 
etaient proportionnelles aux sinuS 

• 'R'. 'R'. 'R'. 1r 
Stn.o.1l-, SID. 1.1l-, sm.2.2- •••• 81n."'-I .. 2-, 
"" " ." " 

elles demeureraient continuellement proportionnelles . a ces 
memes sinus, et l' on aur:ait les equations 

-, 
. -ht et 

•• =4 • .,. 

-ht 
~=a2e , 

-k:~ -
·l=~e 

I' 

h Ie·v· =1l-81D .. ~-m II 
. - . 

~'est po~quoi si lea masses qui . sont pJ:a$s a distances 
eSaIes sur la ~,irconfereDCC:: 'du cercJe,:,a:va~t f:I~s ·tempe~ 
rat:ur~s. initiales pl'oportionnelles aux . pe~endiculail:'es 
abaissees sur Ie diameire qui, p~e par Ie p~mier point; 
les temperatures varieraient avec Ie temps eQ demeurant 
proportionnelles aces perpendiculaires , et ces tempera
tures diminneraient toutes'li-Ia-fois comme les termes d'une 
w,eme progression geometrique ,dont 'Ia raifKlra eat,la ,fraction 
, Ir. V 11: " , . -~ -&In .. ~_. 
em" 263. ~; ~ . . , : I 

Pour former la soluti~n g~nerale,. on r~m~'rq\1~ra' :en pre';' 
mier \ lieu que''}' ~n pdurrait jirendre po~~' b" .~2 ~ "3' : ... b. 
lea ", c08inus correspotrdrmtS aui: pointS, de· division de'la 

. ' 39 
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306 THEORIE DE LA CHALEUR. 

circonference partagee en un nombre n de parties egales. 

Ces quantites cos. on, C!0S. I U, cos. 2 U ... cos. n=I U dans 

lesquelles U designe I' art. 2 ; forment aussi une serie recur

rente dont l' echelle de relation a les deux termes 2 cos. U et 
- I, c' est pourquoi l' on pourrait prendre pour aatisfaire aox 
equations differentielles, les equations suivantes: 

. I; 
-2-Uin. V.u 

Ge. = cos. 0 • U 6 m 

I; • V 
-2 - t Slit. .11 

~=cos. I.U6 m 

It • V -2-tsm. .11 
Gel = cos. la U • 6 '" 

I; • V 
-2-tSID. .U Gt,,=cos.n- I U.6 ". 

. 
Independamment des deux solutions precooentes, on 

pourrait choisir pour les valeurs de bl b, b3 •••• b.les quantites 

lin.o.2u, sin. I .2U, sin.~.~u, sin.3.su. .. ain.n=-i.2" 

ou celles-ci, 
......-.-. 

cos. o.~ U, cos. 1.2 U, cos. A.2 U, COS. 3.2U .•. cos.n.-- I .211. 

En efft.t, chicane de ees ~ est 1'eC1Il'rellte et fbrrnh cIe 
n termes; rechelle de relation a les deux termes 2 coa. 2 II et 

- I ; et, si I'on continuait la serie au-dell de n termes, on 
en trouverait 11, autres, qui seraient. respeetivemeot epux 
aux~ prec~den~. En gt'neral,~i.l'on desjpeparu.u,~ ..• u .... u. 
1__ .. "" ,2~ 2~ 3 21r (: )2~ 
IU& area o. t1 ii' I • -;; , 2-;;, • n' .... no-I -;;- etc" OR pourra 
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CHAPITIlE IT. 
preDdr~ pour lea ",ideu ... de b .. 6, ..... It. los n .. mites 

sin.o.u;, sin.l.u;, sin.2u .. , sin.3.u; ... sin.n-l.u i 

ou celles - ci , 

cos. O .. N j , roSe 1 • U t , cos. 2 U.·, cos. 3. u ..... cos. n - I • U; 

Ia valeur de It correspondante a chacune de ces series est 

d ' I" . It k. w . onnee par equation = - 2 iii SID. l'. U j • 

On peut donner a i n valeurs diWerentes, depuis i = t jus
qu'a, i = n. En substituant ces valeufS de bl bs b3 • •• b. dans 
les equations de r art. !A6 I ; on aura, pour satisraire ilux equa
tions dilTerentielles de rart. 260, I~s result.a~ suivants : 

Ii • V • - 2- talD. . II. 
CI=SID. O.U j e III '. OU 

Ir • V 
• - 2 - t SlD. • II. 

~~Sln. I .Nl II III 

Ir . '. 
• - 2 - t siD. V. II . 

Cl=SID. 2.Uj e,n • 

Ii • V • -.-.. - ~ - tam. • II 
c.=5In.n-1 U; e III • 

a64. 

Ir • V 
- 2 - talD. • II. 

C, tM:: COS. O. U; I] III • 

, Ii 
- 2 - t .iD. V. II ,:=coa. I.l,t, em' 

• • -2 - nm. V. u. 
cJ=COS. 2 .U; e III • 

1 ' I • ' 

• . I.' 
-,- -2- esiD. V.u .. 

.. ~oo.n-I'"ie III 

On satisferait egalement aux equations de l'art. 260 en 
compo.sant lea vale1ll'S de chacune des variables I¥. c. 'Gtl' •• Gt,. 

de la somme ~e\'plusieur~ valeurs particulieres que ron au
rait trouvees paut- cette .. meme variable, ~t L'on tpeu.t aussi 
multiplier par, des co_efficients constants quelconques, chacun 
des termes qui entrent dms Iii ".Ieut ~erale d'nne '-des va-

3g. 
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riables.ll811it de Is qu'en designant par A,B, ~B. ~B, .•• A..Bft 
des coiHlicients quelconques, on pourra prendre, pour 
exprimer la valeur ge~er31e d'une des variables, par exemple, 
de a .. +. l'equation 

_. Ir 

(A . B ) -2- t.sin, V.u. 
!' m + I = . Sin. m u. + I cos. m u. e m 

Ir • V 
(A . B ) -2 -t.s1n. .u. 

+ .SlD.m~+ 2COS"~"2 e m 

Ir '. 
("., B ) - 2- t.8lD. V.u,. ... + aa sin. mu. + • cos. mu. em.. 

Les quantites A. ~ A, ... A., B, B. B, B. qui entrent dans 
cette equation, sont arbitraires, et les arcs ". u. ~. . .. u. 
sont donnes par les equations 

2n' 2n' 2n' . - 2n' 
U. = o. -, u. = I . -, Ua =.2. - .... ". =",- I . -. 'n ~ n _ n 

Les valeurs des variables generales «. «. «3' • • «n 80nt done 
e!,primees par les equations.suivantes : 

lr • V 
( A . B ) - 2 - t 510. • u. 

«. = . SID. o. u. + . COS. 0.". e m 

Ir • V 
( A' B ) - 2 - t alD. • U. + ~sln.· 0.". + • COS. o.u. e m 

Ir • V 
(A . B ) - 2 -tSlD. .U. 

+ 3 SlD. O. Ua + 3 COS.· O. U3 e Tn + etc. 

Ir • V . (A . B ') -2-.t.lO . . ", «. == . sin •. 1. U. + J COS. I.". em. . .. 
. lr ' 

(A . B ) -2- tain. V.u • .. + .' SIn. I. U. + • cos. 1. u. e III' 

. Ir • V 
( • ) ""-2- t51n • • U, t :-+- A3 sm. IoU, + B,cos. LUI em, +e c . 

• 
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CHAPITRE IV.' 
Ir • 

B '. ) -2 -+Sld. V.U, 
ClC3 = (AI sin. 2. U. ,+ • SID. ~. U. e, In 

Ir' • 
(A . B ) "--2-,+SlD.V.U. + 2 sin. 2,U2 + • cos. !l.u. e' m 

. Ir • 
(A . B') '-2:"'+SlD,V'UJ + 3 sm. 2 ,U3 + 3 COS. 2'U.3 e m + etc. 

Ir • 
(A . -- B ) - - +IlD. V,". «. = . sin. ,,- I . U. + . cos. n - I • U. e m 

(A . -' - B -') -2 !..+sin.V." + • sm. n- I . U. + • cos. n - I • U. em' , 
Ir ." 

'+ (A3 sin. n=I . U 3 -+ B. cos. n=I . u3 ) e - :1 m + alD. v.~ + etc. 

265. 
Si l' on suppose Ie temps nul, les valeurs «, ct. «3 «. doivent 

se confondre avec les valeurs initiales a. a2 a3 • •• a.. On 
tire de lit un nombre n d' equations qui doivent servir it de
terminer les coefficients A. B. A. B. A3 B3• On reconnaitra 
facilement que Ie nomb~e des inconnues est toujours egal it 
celui des equations. En efl'et, Ie nombre des termes qui en
trent dans la valeur de cbacune des variables', depend du 
nombre des quantites difl'erentes sin. V u. sin. V u. sin. V U3' •• 

etc., qu' on trouve en divisant Ia circonference 2 ~ en un 
nombre n de parties egales. Or, Ie nombre des quantites 

, , 

. V ~ . V ~ . V ~ b sm. .0.2 -,. SIn. .I.~ -, sm. .2.2 -. • . •• etc., est eau-
n ' II ' II ' 

coup moindre que n, si ron ne compte que 'celles' qui 
sont differentes. En designant Ie 'nombl'e n par' ~i+ I, 
s'il est impair, et par 2 i, s'il est pair, i + I designera: tou
jours Ie nombre des I sinus verses diffhent8.' LYun . autre 
cote lorsque dans la, suit~ des, qpalltitefi .. , ,,' , 

. '~ ; .' ;, ~ ''* . : " .' 'If ' : 
sm. V.O.2 -, SlD. V.I.2 -, S1O. V.2.2 -, etc. 

n II II 
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O .. d'· . 21r, l' , n parvlen ra a un SlDUS vene, SID. V.l.. n ega a I un des 

, .!..J • V' 2~ Les d d ,. . preceuents sm. .l. . n . eux termes e8 equations qUi 

contiendl'ont ce meme sinus verse, n'en formeront qu'un 
seui; Ies deux arcs differents "A et "At qui aur_ont Ie meme 

sinus 'Yerse, auront aussi Ie JDeme cosinus, et lea sinus ne 
difThreront que par Ie signe. II est aise de voir que ces arcs 
"A et "At qui ont Ie hl~me sinus \'et'se, lent tels que Ie 

C?06inu8 d'un multiple quelconque de "A est egal au c06inus 

d'un meme multiple de "At et que Ie sinus d'un midtiple 

quekonque de "A De differe que pal' Ie .igne du linus du 

nlultiple de til.:' II suit de 11 que' Iorsqu'on reUtlit en un 

seul Ies deux termes correspoodants de chacune des equa
tions ~ les deux indeterminees A~ et Alt qui entrent dans lea 

~nl., mot remplacees par .ne seale indetermiDee. sa .. 
'Yoir : A) ..... A,.,. Quant au deut _et~6es B,. et Blo, t 

ene's sot1t 'aussi" templacks par nne seule, qui est B). + 19).,,: 

il en resuite que Ie nombre des indeterminees est egat dims 
tous les' cas, au Ilombre des equations; car 'l~ noptbre des 
te'rthes t*st toujours i -+ r.1l taut ajoutet que riBdetetmi~ 
A . disparait ~'elle-meme dana tOns les premie1'8 btrmtW, 
paree CfI1!ulle moltiptie Ie sinu8 d'UD arc nul. De, pa., I~ 
4fD6 'Ie D~re n est.pair,.il. se ttouve a la fin de <:haque 
equation un terme dans Ie4tueI UDe: des ind~nees dja... 
parait d'elle-meme, pai'oe.qu'elle y,mtl1tiplie \la ....-•. DIJl.i1 

ainsi Ie Dombre des. iDcoDlltUes 'Lui eDtr~t da~ les equa-
. '. .! .') • .' ~ 

• 
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CHAPITRE IV. 311 
tions est egal it 2 ( i + I ) - 2, lorsque Ie nombre n est pair; 
par consequent le nombre de. inconnues est Ie meDle dans 
tous les cas que Ie Dombre des equations. 
, '266. ' 

L'analyse precedente DOUS foumit, pour exprimer les va
leurs generales des tempel'8t1lrea GI. ~ CIs. ~. .., lea equations 

1r • V 2. eA . 2 ~ B 2~) - 2 - t SID. .0. -«'=, I ~lD. 0.0. Ii"" + ICOS.O.o.. e In " 11. 

, 1r • V 2~ (A . 2~ B 2#) -11- tllD. .1~-+ 2 SID. O. I • n + 2 cos. O. I • n e m 11 

(A ' . ''K'' B ' 2!,\ -2 !"tsm. V.2.!! + 3 sm. 0.2. n + lCOS. 0.2. n) e m 11 

.... etc. -

.. CA' . " '~". B . 2<e) "-.! t.m.·" .o.!! .. = !S:lD. I.o"~,+ .co~.,I.o'n ~:m 11 

. , . lr .. s • . (A' '"a1t'B 2"')' ...... :l-t .• il1.V.I-+. 2 s~~. ~ . I ~ I a + 2 cos. I. I, ~ I; e . m., . ~ . . ~ . . : - .. 

( • . ~ft' B' . "2_) · ..... 2t.,.m~ y.a!! 
-f:". Al-~II). I • 2. -;- + 3 cos. I .2. 'Ii e ~. :' . .11 

+ etc •. ': 
• t'" • ,'J 

, , . 

lr • V s. eA . 2~ B 2~) - 2- t sm. .0.-«,= I81D.2.O.-+ ICO".2.0.- em')I n. ," ~ 

( ,; .. Ir.-s. 
( 

,t.: 21t" .~!\ -~ ..... t.iD.V.i.'-
+ A2 sm • .s.,. n + B2 C9eJ. 2.9. 7i" j e . m, .. 11, 

; (' A :. ,'''. 2'1( -d":'~!\ ;.....2~t.iD;V~~.~ 
+, iS~.2.2'*-I:,D.1Co.s.~.2.-;;)e m .,11,_ 

+ Me. ' ,I .. : . ;, : '~~) 

.. 
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312 THEORIE' DE LA CHALEUR. 

( 
Ir. 1I1f 

A . - 2Tr B -- 2Tr) -2-+SlD.Y.O.-
GC = .SID.n-I.O. n-+ .cos.n~l.O'n ern II 

( 
. Ir . 1I1f 

A . - 2Tr B - 2Tr) -2-+SlD.Y.I.-+ .SIO.lt-I.I. n-+ .cas.n-I.I." e rn II 

.t. • - 2Tr B - 2Tr -Q-+SlD. Y.2.-( ')' Ir . 1I1f + ~slO.n-I.sIo'n+ scos.n-I.2'-n e 'III II 

, 
+ etc .. 

• I • 't·. 

Pour former ces equations, iI Caui contiriuer' dans chacune 
Ia- suite des termes qui contiennent 

" . 
. ". 2Tr. V 2Tr • V 3 2Tr 
._-.!· ... tun. v.o.-, sin .. 1.-, sin .... _, e~. 
. . ",. ". ..n 

jusqu'it ce qu'on ait epuise tons les sinus verses differents,et 
omettre tous . les termes subsequents, en commen~t par 
celw110u it e~trerait tin ~inus verse egal it l'un des p~ 
dents. Le nombre des equations est n. ,Si n est un nombre 
pa~r egalt.a, 2' b; Ie, nombre des terme&de chaque equ~tion 
est i + I,' si ie no~bre n des equations est 'uo' nom},re im
pair represcnte par ~. i + I, Ie no~bre des termes est encore 

., '~ I : .\ • I ... _ I ) 

egal it i + I. Enfin, parmi' Ies' quantites AI B. A. B. elc. qui 
entrent dans ces equations, il y en a qui doivent ebe omises 
et 'disparaissent d'elles-memes, comme multipliant des sinus 
n~.() i ". , " '. ':. . f' • • 

"",a \ . . I .... 6'. I '. 1\ .;~ I \ __ ..: ~ 
\ ~. . 2 7.' ," . / 

~Our, dtitCJ'~ner ~. quantites . AI ~ ..A. B. ~ Bs etc~, qui 
e~trent dans 'Ies equations precedentes,·it raut . considerer 
l'etat.initipl qui :est cOl,lnu : on supp'o~. t=o,et r~~ ecrira 
a~\lieu' de GC. It. 1t3 etc. ~ les' qtiandres!donDk~ lz. a. a; ~c, 'qui 
~.t les valew-s initiales des temperatures. On a,M~ 4onc, 

Digitized by Goog Ie 



CHAPITRE IV. 
I 

pour determiner AI B. A. B. A) B3 etc., les equations sui-
Tantes : 

A · ,2~ A . 2~ A' 2~ a, = ,SID. 0.0. - + ssm. o. I . - + 3 SID. 0 .2. - + etc. n n n 

B 2~ B 2~ B 2~ + I cos. 0 .0. - + • cos. I . I . - + l COS. 0.2. - + etc. n n n 

A . 2~.& 2~ A' 2~ 
g,. = I sIn. I .0. - + on. COS. O. I . - + 3 SID. I .2. - + etc. . n n n 

B 2~ B' 2~ 2~ + . cos. I .0. - + • SlD. 1 • I • - + B3 cos. I . 2. - + etc. . n n . n 

A • 2~ A' 2~. A ., 2~ 
.3 = .Sln. 2.0.- + .SlD.2.1. - + 3Sm. 2.2.- + etc. n n ,. n . . 

B 2~ B 2~ B 2~ 
.... I COS. 2.0.- + .COS.2.1.- + ,JCOS.2.2.- + etc. - n n n 

• - 2~ • - 2~ A' --
It. =AISID.n-l.o.- + A. SlD.n-I.I.--+ 3 SID. n-I n n 

+ etc. 
-- 2~ 2~. --' +B.cos.n-I.o.-+ B.cos.n-1. I. - + B)slD.n-1 n n 

(m) + etc. 

268. 
Dans ces equations, dont Ie nombre est n, les. quantites 

i~connues sont AI B. A. B"A) B3 ••• etc., il s'agit d' effectuer 
les eliminations et de trouver les valeurs de ces indeter
minees. On remarquera d'abord que la meme indeterminee 
a un multiplicateur different dans chaque equation, et que 
la suite de ces multiplicateurs compose une serie recurrente .. 
En effet, cette suite est celle des sinus croissants en pro
gression arithmetique, ou celle des cosinus des memes arcs? 
eUe peut etre representee par 

40 
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314 THEORIE DE LA CHALEUR. 

sin. 0 u ... sin. I u ... sin. 2 u ... sin. 3 u ... sin. n=i. u, 

ou par cos. 0 u ... cos. 1 U ••• cos. 2 U ••• cos. 3 u ... cos. n=;. u. 

L'arc U est egal a i (~"Tr) si l'indeterminee dont il s'agit 

est Ai + I OU B i + I' Ce~a pose pour determiner l'inconnue 

Ai + I au moyen d~s equations precedentes, il faut.comparer 

a la suite des equations la serie des multiplicateurs sin. 0 u ... 

sin. 1 u ... sin. 2 u ... sin. 3 u ... sin. 1I,-I.U, et multiplier 
chaque equation par Ie terme correspond ant de la serie. Si 
ron prend la ~omme des equations ainsi multipliees, on 
eliminera toutes les inconnues, excepte celie qu'il s'agit de 
determiner. II en sera de meme si 1'0n veut trouver la valeur 
de B i + I ; it faudra multiplier chaque equation par Ie multi-

plicateur de B i+ I d!lDS cette meme equation, et prendre 

ensuite la soDime de toutes les equations. II s'agit de demon
trer qu' en operant de celte maniere, on Cera dispardttre en 
effet des equations toutes les inconnues, excepte une seule. 
Pour cela il suffit de Caire'voir 1° que si l'on multiplie terme 
a terme les deux suites, 

sin.o.u, sin.l.u, sin.2.u, sin.3.u, sin.4.u ... sin.n-I.u 

sin. O.'V, sin. 1.1', lin. 2.'11, sill. 3.1/, sin. 4.1J. .. SID. "'- I . '" 

la somme tIes produits 

sin. 0 U sin. 0'11 + siD.1.u.sin. 1.'»-+ am. 2u.sin. 2'V + etc. 

sera nulle, excepte lorsque les arcs U et 'V, seront les m~es, 
chacun de ces arcs etant d'ailleurs 'suppose un multiple d'une 
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partie de la cireonferen~ egale it 2",Tr; 2° que si ron mul .. 

tiplie terme it terme Ies deux series, 

cos. 0 U, cos. I U, cos. 2 U, cos. 3 u, cos. 4 u, cos. 5 u ... ~c. 
cos. 011, cos. I 11, cOs. 211, cos. 3 11, cos. 4 v, cos. 5 v ... etc. 

la somme des prodUits sera' nulle, excepte Ie cas ou U est 
.~ egal it v; 30 que si l' on multiplie tlemte it terme les deux 

suites, 

sin.ou, SlD. I u, sin. 2U, sin. 3u, sill. 4u ... etc. 

cos. 0 'V, cos. I 'V, ~OS. 211, COS. 311, COl. 411. •• etc. 

la somme des produits' sera toujours nulle. 

269' 
On d " l' llTr I' eSlgnera par q are v' par p. q are u, et par v q 

l'are v, p. et y etant d~ nombres entiers positifs moindrt's 
que n. Le produit de deux terDles correspondants des deux 
premieres senes sera represente par 

•• •• I. I. 
SID. J p. q ~ Sln. J v q 011 2 cos. J fA-V q -;, (!os. J ~ + v q 

la lettr"e j designant un ~erme quelconque de la suite, o ... 
I ••• 2 ••• 2 ••• 3 ... i . .. n- ( ; or il est facile de prouver 
que si l' on donne a j ses n valeurS su~cessives; depuis 0 

jusqu'a n- I , la somme 

I I I '-
;,008.0(£-'1 q+ ;,ooS.I.(£-YfJ + ;COS.2P.-vq 

i -- :t-~ +- cos. 3p.-vq+ .. ·. +-cos.(n--I.p.-v.q) 
11 2. '. . 

40. 
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316 THEORIE DE LA CHALEUR. 

aura une valeur nulle,et qu'il en sera de meme de la suite, 

1 --I --1--
; cos. 0 I' +v q + ; cos. 1 • I' + v q + i cos. 0 I' + " q 

I - I C--) + 2" cos. 31' + " q . .. + ; cos. n- I . P. + " . q . 

En effet, en representant I'arc fIo-v:q par _, qui est par 

, I· I d 21r I· consequent un mu bp e en' on aura a sUite recurrente 

cos. 0 «, cos. I «, cos. !.h... cos. i=I«, dont la somme est 
nulle. Pour Ie Caire voir, on, represent era cette somme par 
$, et les deux telmes de I'echelle de relation etant 2 cos. /It 

et - I, on multiplier. successivement les deux membres 
de l' equation 

s= cos. 0« + cos. 2« + cos. 3«. .. + cos. ~ « 

par - 2 ,cos.« et par + I , puis ajoutant les trois equations, 
on connaitra que les termes intermooiaires se detruisent 
d'eux-memes d'apres la nature de la serie recurrente. 

Si l' on remarque maintenant que n« etant un multiple 

de la circonCereoce entiere, les quantites cos. ;=( «' ... L 

cos. n - 2 «. .. cos. n - 3 «. .. etc. sont respectivement les 
memes que celles que ron designerait par cos. (-«) ... 
cos. (-2«) ... cos. (-3 «) ... on en conclura 2S-2SCOS. «=0; 
ainsi la somme cherchee $ doit en general etre nul1e~ 
On trouvera de meme que la somme des termes dus au de-. . 
veloppement d~ i cos. (j p. + ., q) est n~le. n Caut excepter 

Ie cas ou l' arc represente par « serait nul, on aurait alon 
I-COS.«=I; c'est-it-dire, que les arcs u et'V seraient les 
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memes. Dans ce cas, Ie terme ; cos.j (1-+" q donne encore 

un developpement dont la somme est nulle,:, ~is la quan

tite ; cos. j (A. - v' q foumit des, termes egaux d?~t chacun 

a pour valeur;; donc la somme des' produits terme a 
d d ·, , . I 

terme es eux premieres senes est i n. 

On trouvera de la meme maniere la valeur de la somme 
des produits terme a terme d~ deux secondes senes, OU 

I (cos. j (A. q . cos. j v q ); en effet, on sub~tituera a. , ....... . 
cos.j(A.q.cos.j vq la quantite; cos.j(A.-v . q + i cos.j(A. +vq 

et 1'00 en conclura comme dans Ie cas precedent, que 

I .--
I -; cos. J (A.. + v q 

est nulle, est que I ; cos. j (A. -, q est nulle, e~cepte ,Ie caa 

ou (A. = v. It suit de lit que la somme des produits 'terme a 
terme des deux secondes series ou I cos. j (A. q . cos. i v q est 
toujours nulle, lorsque les arcs u et 'lJ sont d,ifferenJ;8, ,et 

egale a; 11, lorsque ,u='lJ. II ne faut plus que dis~inguer les 

cas ou les arcs (A.q et vq sont tous les deux nuIs, alors ona 
o pour la v~~eur ,de. 1. (sin. j (A. q . sif:1. j v q), qui designe la 

_ somme des deux produits terme a terme des deux premieres 
series. II n' en est pas de meme de la somme'l (cos.) (A. q .cosj v q), 
prise dans Ie cas ou (A. q et '# q sont nuls; cette somme des 
produits terme a ter~e des deux secondes series est ~vi
detnmeDt egale a n. Quant a la somme des produits terme 
it terme des deux series 

Digitized by Goog Ie 



318 THEORIR DB LA CHALEUR. 

sin. ou, sin. u, sin. ~U, sin. 3u, sin . . 4u ... sin. n-I .Il 

cos.ou, COS.U, oo6.2U, cos.3u, c()s.4u ... cos.n=I.u 

elle est nulle, dans tous les cas, ce qu'il est Ficile de re
coooaitre par l' analyse pr8cedente. 

270 • 

La comparaison de ces series foumit donc lea conse
quences suivantes. Si ron partage la circonference 2", en un 
nombre n de parties egales, que l' on prenne un arc u com
pose d'un nombre entier I'- de ces parties, et que I' on marque 

les extremites des- arcs u, 2 u, 3 u, 4 u. .. 11. - 'Ilt, il re
sulte des proprietes connues des quantites trigonometriques 
que les quantites 

sin. 0 u, sin. u, sin. 2U, sin. 3 u . .. sin. ;;:=I.u, 

ou celles-ci ,COl. 0 U, cos .. 1 U, CO&. 2 U, cos. 3 u ... cos. n=r 21 

forment une ~rie req~rre~te periodique, composee de n 
termes; ai.I'on 'compare une de ce& .de~ series correspon-

dante8 a un are u ou ". ~ a une serie cOITespondante a un 
n 

autre ~'V ou 'Y. 2n'" etqu'onmultiplieterme a termefes deux 

deux series comparees; la somme des produits sera nulle 
lorsque les arcs U et 1.1 seront . different'S .. Si les arcs u et 11 

IOnt egaux, la somme des produits est egale a ; n lorsque 

l' on compare deux series de sinus, ou lorsque ron compare 
deux series de COslDUS; !Dais cette somme est Dulle, si l' on 
compare 1IIle aerie de sinus a une aerie de cosinUs. Si l' on 
suppose ouls les arcs u et 'V, il est maDifeste que la somme 
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'CHAPITftE IV. 319 
·des prodait. ~rlP«t a. ~ est. 'llulle~ t&Qtes Ia; lois que 
rune des deux.'sbies 'est form.ee de sinus, et lorsqu'elles Ie 
sont to utes les deux, mais la somme des produits est n, si 
Ies deux, series composees sont formees de cosinus. En ge
neral, la somme ~es produits ter~e it terme est _egale ~ 0 ou 

- .! ~ ou n,. au re~te, les formules cOnIines conduiraient direc-
2 

tement aux memes resultats. On:les presente ici comme des 
consequences evidentes des theoremes eIementaires de la 
trigonometrie. 

27 1• 

Il est aise d' etrectuer au moyen de ces remarques I' e1imi
nation des inconnues dans lee 8qua1iions precedentes. L'inde
terminee' AI disparatt d'elle-meme comme ayant des coeffi
cients nuls ; pour trouver B. on mnlt,ipliera lei deux .membres 
de chaque equation par Ie coefficient de BI dans cette merne 
equation, et ,ron ajoutera toutea lea equations aiosi mul
tipliees, on trouvera a. + a. + as + .... a.=B .. 

Pour determiner A. on multipliera les deux membres de 
chaque equatioo par Ie CQ~fficient de ~ dans cette eqaation 

et eD desipant rare 7 par lJ, on aura, apHll aToir ajoute 

Ies equations 

SI sin. o.q +0-. sin. I. 9+S3 sin. 2.Q + on a.sin. n=-1.9'-; II . ~. 
On aura pareiDemeftt pour detemnDeP B. 

, ' ~' I 

. a.,C08.0 q+a.cos. I.Q+4aoos. 39+ .... Q.ros .. 1J~ 14-=; ~B.. 

En general, 'on trouvera chaque indeterminee en multi
pliant les ,deux me":lJ?re~ de ,cha~e ~tion par Ie co~ffi-

. I '. I J 

... 
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320 THEORIE DE LA CHALEUR. 

cient de l'indeterminee· dans cette meme equation, et en 
ajoutant les produits. On parvient ainsi aux resultats suivants: 

nB.=-a. +a. + etc. =Sa; 

J A . 2'1'C' • -n .=a. sin. 0.- +a.sln. 
~ n 

2'1'C' • 2'1'C' S' (. ) 2T. 
1.- +a3 SlD. 2. -+etc. = a,.SlD. ~-I 1.-

n n n 

I 2'1'C' 
- n B. = a. cos. o. - + a. cos. 
2 n 

2'1'C' 2'1'C' S C·) 2'f 1.- +a3cos. 2. -+etc. = aicos. ~-I 1.-n II n 

I A . 3 2'1'C' • 2'1'C' • 2'1'C' S (.) 21C -n 3=a.Sln.o .. -+a.SlD. 1.2.-+~SID.2.2.-+etc. = a,. cos. ~-I 2.-
2 II' II II n 

I B 3 2'1'C' 3 2'1'C' 3 2'1'C' S C·' ) 2r. - n 3=a. cos. o .. -, + a. cos. I .. - + a3 cos. 2 .. -+etc. = aicos. ~-I 2.-
2 n n n n. 

J A . 3 2'1'C' • 3 2'1'C' • 3 2'1'C' S' C' )3 21r - n 4=a, sin. o. . - + a. sin. I. . - + a 1 SID. 2. . -+etc. = a .. sIn. ~-I .-
2 n "n n 

J B . 3 2 'I'C' 3 :lI 'I'C' 2'1'C' )3 2 1: -n 4=a.cos.o .. - +a.cos.l .. - +a3 cos.2.3. -+etc. =Saicos.(i-I '-11 
~ n n n 

+ etc. 

II faut, pour trouver Ie developpement indique par Ie signe 
8, donner it i ses n va leurs successives I. .. 2 ... 3 ... 4. .. etc. 
et prendre la somme, on aura en general 

Si ron donne au nombI:e entier j toutes les valeurs suc
cessives I... 2 ... 3 ... 4 ... etc. qu'il peut avoir, ces deux for
mules fourniront les equations,et si ron developpe Ie tenne 
sous Ie signe S, en donnant it i ses n va leurs I ... ~ ... 3 ... 4 ... etc. 
on aura les valeurs des inconnues A. B. A. B. A3 B3 A" B4 ... etc., 
et les equations (m) art. 267 seron~ entierement resolues. 
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272 • 

n Caut maiDtenant substituer lea valeurs conBues des 
coefficients A. B~ A. B. As Bs. .• etc., dans les equations (p:), 
art. 266, et ron trouvera lea valeurs suiVante8 : ' 

•• =N. + 
I .iD. V.q. 

N.I + N l.ia.V.q. 
.1 +etc. 

. I.ia. V.f.. 10. V'f • 
•• =1'. + (M.8ID·f. +N.co •. f.). + (M.slD·f.+N.COI.f.)' +etc. 

• I .ia. V'f.. l.iD. V.f. 
~J=N.+(If.'1D.2f.+N.C08.2f.)e +(M..m.2 f.+N.COI.2f~)' +esc. 

• . -. - _. _ ' Ilia. Vof. '. __ ':-- Ilia. T. 
«/=N.+(M.sm~-'f.+N. COS'J-If.)' +(M.sm·J-'f.+N•cos:/-1 f.)' . 
i +~ 

, . - - lliD. V.f. . - _ l.ia.V.q 
a. N.+(M.SlD.1&-lf.+N.co •. 1&-lf.)1 +(M.sIDJl-tf.+N.C01.1&-llj.). 

dans ces equations 

.f 
-2- 2~ 

a=e In, q.=I. n , 

'N 2S -:--.=; a,c08.I-Iq. 

N' 2 ~ 

. =;S a" cos. I-I q. 

N · 28 --
s':""; 4/COB. i- I f. 

etc. 

, + etc. 

. 

3 2~ q.= .-, ete. 
" 

M 2 _C! .-:---
, .=~a"slD.J-Iq. 

. 
M 28 . -.- . s==; a,Sln.-I-I'q. 

( 

etc. 

\ 41 
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32fa THEORIE DE LA" CHALEUR. 

!l73. 
Les equations que t' on vient de rapporter, renfennent la 

5Olutioh complete de la question proposee; eUe est repre
sentee par cette equation: g~erale' 

, Ir • V 2. 
IS (2. O;-'2*S . -. - 2~ 2 .--~1tS -. - 2~) -2- tSlD .. 1.-

«j=- a,"+ -Sln.j-I- a;sm.~I.- + -COS.J-I - a;aos.'-I.- e 111 n n n n n n n n 

" fr • V 2. 

( 2. -. - 2~s . -:--. l~ 2 ..-- 21rS -:--- "2C) -2-tSl8 •• 2.-+ -sm.}-J.!l.- aiSm.1,-I . .2.-+-COS.}-1.2.- aiCOS.'-I . .2.-' e 111 n n n n n n n 

+ etc. (e) 

dans laquelle il n'entre que des quantites connues, s~voir: 
~I' •• a.... a3 • •• a4••• a. ~ qui sont les temperatures ini
tiales 7 K mesure de la conducibilite, m valeur de la masse, 
11, nombre de8 masses khauCfees , et ., Ie temps ckotile. 

II resulte de toute l'analyse precedente que si plusieurs 
corps egaux en nombre 11" sont ranges circ11lairement, et 
qu'ayant re~u des temperatures initiales quelconques, ils 
viennent a SC' -communiquer ta chaleur comme on l'a 1n1p
pose; la masse de chaque corps etant designee par m, Ie 
temps par t, et par k un coefficient ('onstant, Ia temperature 
variable de chacune des masses qui doit etr.e une fonction 
des quantit~ -t ~ m et k, et de toutes les temperatures ini-. " 

tiales, est donnee par I'equation generale (.). II faut d'abord 
mettre au lieu de j Ie numero qui indique la place du corps 
dont OD veut connattre ta 'temp&ature, !;avo'U-: i pour Ie 
premier corps,.2 pour Ie second, etc. ; eosuite il restera Ia 
lettre i qui -entH 1IGUS Ie signe S,!Oft nORDId a i &e8 11, va
leurs successives I... .2... 3... 4.. . etc., et l' 00 prendra 
la somme de tous lea termes. Quant au oombre des termes 
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qui entreDt dana eette equation, il doit y ep avoir autant 
que l'~Q trou.ve de amus venes. differents, lorsque la suite 

des arcs est 0 a~ .... ['~ ... 3 ~ etc. _ c'est-a-dire, nne Ie 
" " ". "1. , I 

nolllhre n, etant egal it ~ l. + [ ou it 2). !?e~on -qu'il est im-
pair ou pai~, Ie Dombre des termes qui .e~itrent dans r equa
tion generale ~st toujours ). + I. . 

274. . 
Pour donner un exemple de l' arplica~n <t~ c~tte formule, 

D,?,!S supposerons q~e I~ prepliere masse' est la seule que 
ron ait d'abQrd echauffee, en sorte qu~ les te~peratures ini
tiales a.. . . aa' . . a,. . . . . ~ ~oieDt toutes Dulles, ~~cepte la 
premiere, il est visible que la quanti~e de chaleur contenue 
dans la premiere D)..~sse.se d~s~ri~~er~ s~cce~i~ement entre 
toutes les autres. Or, la loi de cette communication d~ la 
chaleur sera exprimee p~r l' ~~:~ti~n ~~van~e: 

lr ..•• ~ .• 
I 2 -r--- 2W - 2 -tSID. V.I.-

II, = _n.. + - a. cos.) - I -e III n 
",It" " " . 

, 0 • lr •. V & .. 
2 . -.-- 2W -2' tSID •• 2.-

, + - a. CCIIS.) -I ~, -, '" '. . 
" " 

----.: Ir t" V.~'" . 2 • 32# -2' Bto •• ".-+ - a. cos.) - I. - e '" n + etc. II." , 11 

Si la secoDde masse etait seule echauffee ~t que It'S. tem .. 
peratures a •. .. a3 • •• tl4 • ~ '. tJ. ftissent Dulles ,'on aurait' 

, . 
, . .. .,' '/r". 2r. 

I 2 (. --;-- 2W • 2W -. -2W 2W) -2-tSl0. V. 1._ c;=-a.+-Q • .8ln.J-.t.-.SlD.-+CO~.l-J-.COIl..- e '" n • n II -r II ",..,. ,. , .. , 11.' • 

. . . , . I 
,2 (. -. - 2W. 2W ~ 2W' 2W) -2--·tsio V 2!! + -as sln.}-I.2.-·Sln.2.-+COI.'J-1.2.-.C08.~._ 6'j '. 111 "'" 
n ", n ." ". n 

..... 
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324 THEORIE DE LA CHALEUR. 

et si l' on supposait que toutes les temperatures initiales 
fussent nulles, excepte a. et a., on trouverait pour la va
leur de a j la somme <l~s valeurs trouvees dans cha<"'UIle des 
deux hypothese$ pre~edentes. En general, il est facile de 
conclure de l'equation generale (e) art. 273 que PQur trouver 
la loi suivant laquelle les quantites initiales d~ chaleur se 
repartissent entre les masses, on peut considerer separe
ment les cas ou les temperatures initiales seraient nulles, 
excepte une seule. On supposera que la quantite de chaleur 
contenue dans une ~es masses se communique a toutes lei 
autres, en regardant ces dernieres comme affectees'de tem
peratures Dulles, et ayant fait cette hypothese pour chacune 
des masses en particulier a raison de fa chaleur initiale 
qu' eUe a r~e, on conn~tra qu.elle est, apres uri temps donne, 
la temperature de chacun des corps en ajoutant toutes les 
temperatures que ce meme corps a du recevoir dans chacune 
des hypotheses precedentes. ' 

2']5. 
Si dans l'equati~n genera Ie (~) qui donne la valeur de IIJ , 

on suppose que Ie . temps a nne valeur infin!e, on trouvera 

'XJ = ~ Sa .. , eo sorte que chacune des masses aura acquis 
n , , 

la temperature moyenne; resultat qui est evident par lui-
meme. "" ' : 

A me8\lre que Ia, v~~ur dQ, temps augment~, Ie premier 

terme ~ S (a .. ) devient de plus en plus grand par rapport 
II. . ._ 

au suivant, on a 1a somme des suivaots. Ii en est de meme 
du second pat.' rapport aux termes qui Ie suivent; et, lors
que Ie temps a acquia nne valeur conaid6rable, Ia valeur de 
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CHAPITRE IV. 325 
&J est representee sans erreur sensible par l'equation suivante: 

IS 2(. -2~S . -.-2~ 
/Z;=- ai+- Sln'J-I-. aiSln.t-I-, n n n n 

Ir • v:a. 
~ 2~S '-. - 2~) -2-tSlD •• -+ COS.J- 1.- tl.i cos. t- I. - emil. 

- n n 

·En designant par' a et b les coefficients de sin. (j - I 2,,'It) 

d (~ 2~) la fr' - 2~ tsiD. v.~ " et e cos. }- I -;;: ,et action e. m n par .. on 

aura tI.;= - Sa, + asin.j-I - + bCOS.j-I - .. '. Les t ( -2~ --2~) . 
, ," n . n ' 

quantites a. et b sont constantes, ,c' est-a-dire, independantes 
du temps et de la lettre j qui indique Ie rang de la masse 
dont la temperature variable est tl.j' Ces quantites sont les . 
memes pout' toutes les, masses. La difference de la tempera-

ture variable tl.j Ii la temperature finale! S ai decroit donc n _ 

pour chacune des masses, proportionnellement aUK puiSr 
sances successives de la fraction... Chacun des corps tend 

de plus en plus it acquerir la temperature finale'~ S (ai ), et 

la difference entre cette demiere "limite et fa temperature 
variable du meme corps finit toujours par decroitre comme 
lespuissances successives d'une fraction. Cette fraction est 
la meme, qu~l que soit Ie corps dont on considere les chan': 
~einents de temperature, I~ coefficient de .. t ou a sin. Uj+ 

bcos. Ujl en oesignant par Uj l'arc.(j-':'I) 2~ peut etre mis 

sons cette forme A sin. (uj + B) en prenant A·et B, tels que 
l' on ait a = A cos. B et b =.A sin. B. Si l' on voulait deter
miner Ie coefficient de .. ' qui se· rapporte au corps sui-
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326 THEORIE DE LA CHALEUR. 

vants : dont la tem~ture est Gt,+ ... Gt,+ ...•. + 3 • •• n 
. J I J 2 J 

I:. d .. 1. r 2~ 2'K.. d . , , Ian ralt aJouter a UJ arc - OU 2. -' , alDSl e swte ; c est-a-
PI " 

dire t que l' on a les equations 

Gtj-~Sai=A.sin. (B + uJ)", + etc. 

Gt. -~Sa .. =A.sin. (B+ Uj+ 2. 2~),.. + etc. 
J+2 " " 

.j+s-~Sai=A.sin. (B+ uj+3. 2,,~) fIj' + etc. 

etc. 

276. 
On voit, par ces equations, que les demieres differences 

entre les temperatures a~tnelles et les temperatures finales, 
sont representees par les equations precedentes, en ne con-

. servant que Ie premier terme du second membre de chaque 
equation. ees dernieres differences varient done selon la loi 
suivante: si I'on ne considere qu'un seul corps,la difference 
variable dont il s'agit, e'est-a-dire, l'exces de la temperature 
actuelle du corps sur la telIJperature finale et commune, 
diminue comme les puissances successives d'une fraction, Ie 
temps augmentant par parties egales; et, si l' o~ compare pour 
un meme- instant la temperature '.de tous les corps, la diffe.
rence dorit il s'agit varie proportionnellement aox sinus ' 
successifs de la circonference divisee en parties egales. La 
tempera~ure d'un me-me corps, pris a divers instants 8Ucces

sifs egaux, est representee par les ordonnees d'uoe logari~ 

Digitized by Goog Ie 



. / 

CHAPITBB IV. 
mique, dont rue _t divise' en 'parties egales, et la tempe
rature de chacun de ees corps, prise au meme instant pour 
tous, est representee par les oroonnees du cercle dont la 
circonference est divisee en parties egales. II e.t facile de 

. voir, -comme on l'a remarque plus haut, que si les tempera
tures initia1es sont telles, que les differences de ces tempera
tures .. Ia tem.perature moyenne on finale soient proportion
nelles aux sinus sucoessUs des arcs multiples, ces differences 
diminueront toutes a-la-fois sans cesser d'etre proportion
Delles aax memes sinus. Cett.e loi qui regnerait eotre 'les' 
temperatures initiales ne 8erait point troubIee par l' action 
reciproque des corps, et se conserverait jusqu'a ce qu'ils 
eussent tons acqWs one teJllpera~e commune. 4 diffe.
renee dimmuerait pour chaque corps oomme les intiasances 
successives d'une meme &action. Telle est la loi ta plus sim
ple a laquelle puiase etre 8Ssujetie la communication de la 
chaleur entre une suite de muses egales. Lorsque cd;te Ioi 
est etablie entre lea temperatures initialea, elle I~ conserve 
d'-elle-meme, et lonqu' elle De regne point eatre lea tetDJ»t'ra
tures initiaiea, c' est.a·dil'e lonque les cliffereacu de ees tem .. 
peraturea it la temperature moyenne ne sont p~s proportion
nelles ':lux sinus successifs des arcs multiples, la loi ·dont 
il s'agit tend toujours a s'etablir, et Ie systeme des tempe
ratures variables finit. bientot paT se confondre sensiblement 
avec celui qui depend des ordonnees du cerde et de celle~ 
de la 10garithmique'. 

Puisque les deroieres' differences entre r exces de la tem
perature d'un corps sur la temperature moyenne, sont pro
portionnefles aux sinU8 de rarc '8 l'e~tremite dtiquelle corps 
est place, it s'eosuit que si 'ron designe deux corps places 
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328 THEORIE DE LA CHALEUR .. 

aux extremites du meme diametre ~ la temperature du pre
mier surpassera la temperature moyenne et con stante autant 
que cette temperature constante surpassera celle du' second 
corps. C' est pourquoi, si l' on prend it chaque instant la 
somme destemperamres 'de deux masses dont la situation 
est opposee, on trouvera une somme constante et cette 
80mme aura la memevaleur pour deuX masses quelconques 
placees aux extremites d'uo meme diametre.' 

277· 
Les fonnules qui representent les temperatures variables 

des·masses disjointes s'appliquent facilement it la propaga
tion de la chaleur dans lea corps continus. Pour ,en donner 
un exemple remarquable, nons determinerons Ie mouve
ment de la chaleur dans une armille, au J;Iloyen de l'equa
tion generale qui, a ete rapportee precedemment. 

On supposera que Ie Dombre n des masses croit successi
vement, et qu'en meme temps la longueur de chaque masSe 
decroit dans Ie meme rapport, afin que la longueur du 
systeme ait une valeur con stante egale it 2 'Ir. Ainsi Ie nombre . 
n 'des masses sera successivement 2 ou 4, ou 8 ou 16, ,1 

l'infirii ,et .chacune des ma.~ses sera 'Ir . ou ~ ou i ou i, et~. 11 

est necessaire de supposer aussi que Ia facilite avec laq!lelle 
la c~aIeur se transmet, augmente dans Ie meme rapport que 
Ie nombre des masses m,· ainsi la quantite que represente 
K Iorsqu'il n'y a que deux masses, devient double Iorsqu'il 
y ena quatre, quadruple s'il yen a huit, ainsi de suite. En 
~J.esignan~ Pflr g cette quantite on voit que Ie nombre K 
devra etre, successivement remplace par g, 2g, 4g, etc. Si 
l' on passe ~~nteoant it la supposition du corps continu, 
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on ecrira au lieu de m, valeur de chaque masse infiniment 
petite,l'e1ement dXj au lieu du nombre 11, des masses on 

2 "" li d k ","" G mettra d z' au eu ,e on mettra G i' ou 'dz· 

'Quant aux temperatures initiales a., a., a~, aj, all' eUes 
dependent de la valeur de ra~c x,' e,t, en considerant ces 
temperatures comme les etats successifs d'une meme variable, 
la valeur generale aj represente nne fonction arbitraire, de x. . . \ . 
L'indice i sera alors' remplace par' d:. A regard des' quan- . -

tites IX" ~, IXl' ces temperatures· soot dea variables ~qui 
dependent des deux quantites x et t. En designa~t par 'V 

cette variable on aura 11=, (x, t). L'indicej qui marque 
, dz 

la place que run des corps occupe' sera remplace par ?-

Ainsi pour appliquer l'analyse prec~ent~ ~u cas' on l'on 
aurait nne infinite de tra'nches, formant UI{ corps cpntinrl: 
dont la forme serait celle d'une armille, il faudra ~ubstiluer_ 
aux quantites 11" m, Ie, ai' i, «j, j celles qui leur corres-

d . 2~ d ""II z ( z' '~ 
pon ent, saVOlr: dz' x, h'/x, dz' f \x, t)'dz·On lera 

-ces substitutions dans requation (a) art. 273' et rOD ~crira 

; d x· au lieu de 8in~ V d x'~ et i 'et j ~u'lieu de i- I e~ j:':':':' ~. 
, , 

Le premier ter~e ; S ai devient Ii valeur de l'integrale 

~f f x d x prise depuis. x ·0 j~qu'a ~ = 2' ""; la qpantite 
. ..' ... 

sin. (j - I) 2,,"" devient ~~. i Jx ou·sin.,.:z:,· la Yllle\l~,,4e 

cos. (j - I) d2 "" est cos. x,· celie de ~f(ai sin. (i~ I) ~ est 
z " " iff:X; sin. x ~x, l'i~~~le ~nt prise depuiS .:1:=0 jus-

4~ 

L 
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330 THEORIR DE tA CHALEUR. 

qu'a x = 2 ~, et celIe de ~ S ai cos. (i - I 2 n~) est 

. il(fx cos. x dx), 

l'integrale etant prise entre les memes limites, on obtient 
par ces substitutions r equation 

f (x, t) =11=...!.. Sfxdx+ ~ (sin. xS ~xsin. xdx+cos.xSJxcos.xdx) e -g'ltt 
2~ ~ 'J' 

+~(lin.2:J:Sf ... sin.~.dz+cos. :axSfzcos. 2xdx)e -2'g~t 

+ etc. 

et repreaentabt par K la quantite Ktr, OD aara 

~11=;jfxdx+(8in.xlf:J:.sin.:J:dx+cos.xflxcos.xtlz)e-kt 
( . ./'. . d . I". d ) - 2' Ie t +\SlD.2ZJ fZSlD.2Z Z+COS.2XJ ,XCOS.2Z :r: e 

+ etc. 
. .278• 

Cette solution est la meme que celle qui a ete rapponee 
dans la section precedente, page 272; elle donne lieu a 
diverses remarques. 1° 11 ne &erait pas necessaire de recourir 
a I'analyse des equations aox differences partieUes pour 
obtenir requation generale qpi exprime Ie mouvement de 
la chaleur dans une armille. On pourrait resoudre Ia ques
tion pout un nombre determine ~l corps, et supposer ensuile 
c:e nombre. infini. Cette methode de caleul a une clart6 qui 
lui est propre, et qui dirige les premieres recherches. II est 
facile erlluite. de prsser • ane methode plus concise dout 
la marche Be trouve naturtUement indiquee. On voit d'abord 
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· . CHAPITRE Ill. 
que 1a distinction des valeurs partim1liera qui •. aatis(aisant 
a I' eq..atiCHl au differences parti#lles. composent Ja valeur 
geoerale, derive de .la regie conDoe pour l'~~OD ~ 
eq-tion~ diff.ftmieUet lineaire6 .oopt ms c~ffic~lJ~ SQQ~I 
constants. Cette distinction est d'Wleur& fondee t ~m~ ~ 
I'a vu plus haut, sur Ies conditions physiques de Ia question; 
2° Pour passer du cas des masses 'disjointes 11 celui d'Q,D 
corps continu, noDS aVOl¥ allppoae que Ie coefficient K aug~ 
mentait prop.Q~ionnellement au no~bre n des mas~. Ce 
cbangement continuel du no~bre K es~ 'une suite de c~ que 
nODS avons demontre precedemment~'savoir que Ia quantite 
de chaleur qui s' ecoule entre deux tranches d'un m~me 

priNPe est propGrtionD~I.e a Ia v.a~1Jl",qe ~;,,J:d~s.~aJl~l'a~ •. 
scisse qui repond. a la' section, et 'V'1a ·tempe..ttme .. Au ·te." 
si ron ne supposait 'point que Ie coefficient K aagmeote. 
proportiolUlellement all DOm.b~e des masses, et que ron 
rednt une valeur· constante pour ce coefficient; on trouve
rait, en faisan.t n infini, UD resultat ·contraire it celui qu'on 
o~ d8lJ!i '" oCOl'pi tCOIltillUJ,. 4 ditIqsipn de I, ~~~Ieur 
.~. iuill~ept len~. ~t. fie.;qu. ~q.\~re.qu~ Jl~ .1llas8e 
... ~ tkhau.tlee, la tempetature .d'un point »e. .su1->irai~ 

.ucun tlMa •• nt &eDiible., pendan~ JUl tqJnp~;4.~fe~lfli~~, 
c:e.p e.st oppose ~~.faits. r,r~~s les CQis qWi!~<>".q .. ~:r~Ao~~~ 
it la consid~r..atiQO d'<\IJl'! ~~C; iRfini. dt; clH~~ )~~J>~~ 
qui se transmettent la chalf?~t!t et que ron veut passer a11 
~ iIei eqrpt cODtinus; it filnt anrU'l\ler. a.,. c~~.t;fi.~~~P~ 1\., qui 
iPM'IUl'e J.a .. ~ Qe .~~ tl'a~i,uiOf};~:uo~. valeur p'i~pqr'~o~
nelle au Dombre des masses 'infinimtcp~ pe~ quj'/C;o~~ 
sent Ie corps donne, . 

42. 
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30 Si 'dans 'la demiere equation que DOUS venons d' ob
tenir pour exprimer la vaJeur de 11 ou t (.x, t), OD suppose 
t= 0; il 'sera necessaire que l'equation represente l'etat 
initial';' on aura done par eette voie l'eqriation (p) que DOUS 

ayons obtenue precedemment, page 256, savoir: ' 

Ainsi ce theOl'erne qui donne, entre des limites assignees, 
Ie developpement d'une fonetion arbitraire en series de 
sinus ou de eosinus d' arcs multiples se doouit des regles 
e1ementaires du calenI. On trouve ici l'origine du procooe 
que nous avons employe pour faire disparaltre par des inte
grations su~esaivea ~ les coefficients, e1cept.e un seul 
daDS l'equatiOD ' ' 

+ 4. sin.:Jt:+ 4. lin. 2:11: + 4J sin. 3 :II: + etc. 
,.x":'-a 

+b, cos.....:+b. eo .. 2:11:+b,COs.~:Jt:+'etc. 

ees integrations' correspondent aux e1iminations: des diverses 
ine6nnues dans les 'equations (m) p. 313 et 320, et I' on' recon
nai~ c1airement par cette comparaison des deux methodes 
que l'equatio~ (B) page'334, a Ii~u pour toutes les valenrs de 
:x ~ompris~~ 'tntre' ~ e~ 2 "'" sans que l'on soit foruie' a l'ap~ 
~',.. "I l~ .' r,,,, 
9,uer 'aux valturs ~~ :r qui excedent' ees limites.· 
u . "". {' 1'1'·( . I· • 

1> , ,. J ,. • • , • 279: I • , I, , • • • , 

:' !~. f~n~ii6ri', t (oX, 't) qui ~atisfait it la question, et dont la 
valeur le~t determineepar l'equation (E) page 330 pent ftre 

" '''''to t.·, '. . p, ..' 
exprimee' tommt it SUlt I;. " , 
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aw,(z .. t) fd«/«+(2sin.zfd«/«sin.«+2coS.zfd«f«cos.«)e-1et 

+ (2 sin. 2 zfd«/« sin. 2«+2C08.2:r:fd «/«c08.!h.)e _2" let 

+ (2 sin. 3:r:fd «f«sin.3«+2cOs.3:r:fdif«cos. 3«)e _3"ke 

+ etc. 

OU21r,(:r: .. t)==fd«/« (I +(2sin.zsin.«+2coS.Zcos.2)e-1et 

( .' • ) -2"lct + 2SID.2Z8lD.2«+2COS.2:r:COS.2« e 

( '. 3 . 3 . 3 . 3) _3°/cl + 2SlO. ZSln. «+2oos. ZCOS. «e 

+ etc.) 

:fd«/« (I + 2 I cos. i(<<-z) e ......... /c t) 

Le signe 1 afl'ecte Ie nombre i et indique que la 80mme doit 

etre prise de ~ = I a i = ~. On peut aussi comprendre Ie 

premier terme I sons ce signe 1, et ron a 

-.!. . 
n Caut alors donner it i toutes ses valeurs en nombres en~ 

tiers depuis - ~ jusqu'a + ~; c'est ce que ron a indique 

en ecrivant les limites - ~ et + .;. aupres du signe ), rune. 
de ces valeurs de i est o. Telle est l'expression ~ plus 
concise de la solution. Pour developper Ie second membre 
de l'equation, on supposera i=o et enluite i~1 ,2, 3,4, etc. 
et ron doublera chaque resultat excepte Ie premier qui _ 
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334 THEORIE DE LA CHALEUR. 

rq,ond a i = o. Lorsque t est nul il est ':lecessaire que la 
fonction , (x, t) represente I' etat initial dans lequel les tem
peratures sont egales a/3:, on aura done l'equation identique 

.. +~ 

/3:= 2~fdfl./fl.I c~s. i(fI.-x) (B) 
o -0" 

On a joint aux signes f et J lea indices des Iimitea entre 
leaquelles l'integrale et la somme'doivent etre prises. Ce 
theoreme a lieu' generalement queUe que soit la forme de la 
Conction /.a: dana l'intervalle de ~ == 0 a ~ = 2 ~; il est Ie 
meme que celui qui est exprime par les equations qui don
nent Ie developpement de F x, page 260, et nous verrons 
dans la su.i.re que l' on peut demontrer immediatement la 
verite de l'equation (B), independamment des considera
bollS precedentes. 

280. 
nest facile de reconnattre que la question n'aclmet 

aucune solution difteFente de mile que donne I'equation (E) 
page 330. En efl'et la fonction ,(x, t) satisfait entierement 
a la question, et d'apres la natUre de l'equation differen-
°11 d?J lcd"?J ~. • • d tie e de = dza' aucune autre lonction ne peut Joulr e 

cette ~e propriete. Pour s' en oonvamel'e it faut cOn.
~ que Ie pNmie&- er,at du soUcie etant rep.resente par 

una eqaatioa do$luee '1).=/3:, la fluxioD' ~~ est ~n~e, 
puisquteUe eqmvautak~:. Ainsi en designant par 11. 011 

11. T- It ~~" J t ]a temperature au comm~nc~ment, ,du secGn4 

instaRt, OR dedsa -la valeur de ~ .. l'etat initial et d. 
l' equation differentielle. On connaltra donc de la meme 
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CHAPITRE IV. 335 
maniere les valeurs 'V, 'V4 'V, ... 'V. de la temperatwe d'uB 
point quelconque du IOlide au commencement de chaque 
instant. Or la fonction f(Z" t) satisfait a. I'etat initial, puisque 
ron a l' (.x, 0) =f/l). De plus elle satisfait aussi it I'equation 
ditferentielle; par consequent emnt differentiee eUe don-

• d-v. Jvs a'll) I ~ I II neraIt pour de' tit' at' etc. es m~lIIes va eurs que ce ... 

qui resulteraient de l'appIication successive de cette equation" 
differentielle (a). Donc si dans la fonction cp (.1', t) on donne 
succe~iveDlent it tIes valeurs 0, 6), 2 6), 3 6), 46), etc. 0) de .. 
signant l' element du temps; on trouvera les memes valeurs 
'V, 'Va 'V) 'VH etc. que ron aurait deduites de l'emt initial et 

d I, Ii' . II d I" . a'lJ ,. tl"v D e app cation continue e e equation Tt = If. 'ilZ'" onc 

toute fonctien + (z" t) qui satisfait a I'equation differentielle 
et it l' etat initial se confond necessairement avec la fonction 
'(/I)" t): car ces fonctions donneront rUDe et l'autre une 
meme fonction de /I), si ron y suppose successivement 
t = 0, 6), 26), 36) . . .. ..., etc. 

On voit par lit qu'il ne peut y avoir qu'une seule solution 
de la question, et que si ron decouvre d'une maniere quel
eonque une fonction ~ (/I), t) qui satisfasse it l'equation diffe. 
rentielle et it retat initi~, ~on est assure qu'elle est la meme 
que la precedente "donn~ par r equation (E). 

281. 
Cette meme remarque s'appIique it toutes les recherches 

qui ont pour objet Ie mouvement varie de Ja chaleur; ell~ 
suit evidemment de la forme meme de l'equation generale. 

C'est par la meme raison que -l'integraIe de I'equation 
i -v 7. tl" 'lJ. ., I ~ • b" 
d t = If. de- ne peut conteDlr qu une seu e IODction ar Itralre 

en x. En effet, lonqu'une valeur de 'Vest dbnnee en fonc-
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tion de 6: pour une certaine valeur du temps t, it est evident 
que toutes les autres valeurs de v qui correspondent a un 
temps quelconque sont determinees. On peut donc choisir 
arbitrairement la fonction de x, qui correspond a un certain 
etat, et la fonction de deux variables x et t se trouve alors 
determinee. II n'en est pas de meme de l'equation 
~~ . 

d"v ~v 
dx" + d.J'= 0 

que nons avons employee dans Ie chapitre precedent, et qui 
convient au mouvement constant de Ia chaleur; son inte
grale contient deux fonctions arbitraires en x et y: mais on 
peut ramener cette recherche a celie du mouvement varie, 
en considerant l:etat final et permanent comme derive de 
ceux qui Ie precMent, et par consequent de l'etat initial qui 
est donne. 

L'integrale que nous avons donnee 

I fd f -i'kt . ( ) 2"i ex ex I e ~os. , ,\ex-X 

contient nne fonction arbitrail'e fx, et eUe a la meme 
etendue que l'integrale generale, qui ne contient aussi 
qu'une fonction· arbitraire en x: ou plutot elle est cette inte
grale elle-meme mise sous la forme qui convient a la question. 
En effet l'equation VI = f x representant retat initial, et 
v = tp (x, t), representant l' etat variable qui lui succede; 
on voit que d'apres la forme meme du soli de echauffe la 
valeur de v ne doit point changer lorsqu' on eCl'it, au lieu 
de x, x +- i. 2 ~, i etant un nombre en tier positif quel-

I con que. La fonction 

If -i·lct. _ 2i dexfexle cos., (ex-x) 
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remplit cette condition; elle represente aussi l' etat initial 
I~rsqu' on suppose t = 0; car on a alors 

fx= 21~f drt.frt.lcos.i(rt.-x) 

equation qui a ete demontree precedemment, pages 260 et 333 
et qu'il est d'aiUeurs facile de verifier. Entin, la meme fonc-
, ,~." I" . d'lr; '11 a'll KtI'v Q II b~n sabslalt a equatIon luerenbe e d t = d ,r' ue e 

que soit la valeur duo temps t, la temperature 'Vest" donnee 
par une serie tres..convergente, et les different8 termes repre
sentent tous leS mouvements partiels qui se composent pour 
former Ie mouvement total. A mesure que Ie temps. augmente, 
les etats partielsde l'ordre Ie plus eleve s'alterent rapidement, 
et ne couservent aucune influence appreciable; ensorte que 
Ie· nombre des valeurs que ron doit donner a l'exposant·i 
diminue de plus en plus. Apres uo certain temps Ie systeme 
des temperatures est represente sensiblement par les termes 
que l' on trouve en donnant a i les valeurs 0, ± I et ± 2 ou 
seulement 0 et ± I, ou enfin par Ie premier de ces termes 

qui est 2 ~f d rt. f fA; il Y a donc une reiation manifeste entre 

la forme de la solution et la marche du phenomtme physique 
que ron a soumis a l'analyse. 

" 282, 

Pour parvenir a cette solution on a considere d' abord 
lea valeurs simples de la fonction 'V qui satisfont a I' equa
tion ditTerentielle; on a forme .suite nne valeur qui 
con~ent"avec I'etat initial, et qui a par consequent toute la 
genera lite que la· question comporte. On pourrait suivre une 
marche differente et deduire la meme solution d'uoe autre 

43 
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338 THEORIE D~ LA CHALEUR. 

expression de l'integrale; car cette solution etartt une fois 
connue, on en transforme aisement les resultats. Si ron 
suppose que Ie diametre de la section moyenne de l'anneau 
devient de plus en plus grand a l'infiui, la fonction tp (x, t) 
re~oit, comme on Ie verra par la suite, une forme differente, 
et se con fond avec I'integrale qui contient une seule fooction 
arbitraire sons Ie signe d'integrale llefinie. On pourrait anssi 
appliquer cette demiere integra Ie a la qUestion actuelle; 
mais.,si rOB se bamait it cette application, on n~aaraitqu'une 
connaissance tres-imparfaite du phenomene: car les valeUl'S 
des tempel'atures De seraient pas exprimees par des 
series convergentes, et ron ne distinguerait point les 
etats qui. se succedent a meaGre que Ie temps augmente. n 
faudrait donc attribuer a la fonction quireprese.te l'etat 
initial la forine periodique que Ia question suppose; mais, 
en modiflant ainsi cette integrale, on n'aurait point .'autre 
resultat que celui-ci 

f (x, t) =...!...fd fl.ffl. 1 e -i"lee cos. i (.-~). 
2'1r 

• 
On passe aisement de cette derniere equation a l'integrale 

dont il s'agit, comme nous rayons prouve dans Ie Memoire 
qui a precede cet ouvrage. II n'est pas moins facile d'obte't»r 
l'equation en partant de l'integrale elle-meme. Ces transfor
mations . rendent de plus en plus manifeste I'accord des 
resultats du calcul; mais elles n'ajoutent rien .8. la throne, 
et ne .constituent Dua-ment une analyse differente. 

On examinera dans un des chapitres suivants les ditre
. rentes formes que peut rec~oir l'integrale de l' eqllation 

• 
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~: ::m K. ~:., les papports qu' elles ont entre elles, et les eas 

011 elles doivent etre employees. 
Pour former celie qui e~prime Ie mouvement de la chaleur 

dans une armille, il etait necessaire de resoudre une fonction 
arbitraire en une serie de sinus et cosinus d'arcs multiples; 
1es nombres qui affectent la variable sous les signes sinus et 
casinus sont les nombres naturels I, 2, 3, 4, etc. Dans la 
question suivante, on reduit encore'la fon<-'tion arbitraire 
en une serie de sinus; mais les coefficients de la variable 
sous Ie signe sin1l~ De soot plus lea Dombres I, 2, 3, 4, etc. 
ces coeffici~t8 satisfont it une equation determinee dont 
toutes les racines . sont irratioonelles et eo Dombre infini. -

Ii 

• 

\ 

" 

',' 
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340 THEORIE DE LA' CHALEUR. 

CHAPITRE V. 

DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UNE 
. , -

SPH ERE SOLIDE • 

• 

SECTION. PREMIERE. 

Selutio", gerufrale. 

283. 

L A -question de Ia propagation de Ia chaleur a ete expo&ee 
dans Ie chapitre n, section .2, article 117 (page III); elle 

. ,., I" . dv K (d"V 2 dv) CODSJste a mtegrer equation d t = d:r:" +; die en sorte 

que l'integrale satisfasse, lorsque ~ = X, a la condition 
dv 1. - Kd'· I- K I.d'· I h + £I, 11 = 0, eSJgne e rapport CD et £I, eslgne e rap-

port ~ des deux conducibilites; 'Vest la temperat~ que 

I' on observerait apres Ie temps ecouIe t dans une couche 
sph~rique dont Ie rayon est :J:,. X est Ie rayon de la sphere; 
'Vest une fonction de :J: et t qui equivaut a F:J: Iorsqu'on 
suppose t = o. La fonction F:J: est donnee, elle represente 
I'etat initial et arbitraire du solide. 

Si l' on fait y = 'V :J:, Y etant une nouvelle indeterminee, 

'I ub·" d". 'IT tI"". " ""I fa on aura, apres es s stltutions, dt = A d:r:": aIDSl 1 ut 
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,. ~ 'CHAPIT'RE V:" . 341 
integrer cette derniere equation, et l'~n prendra ensuite 

.'V = ~. On cherchera' en pre~er lieu queUes sont les valeurs 

les plus simples qQe, r QD puisse. ~ttrih\1e.r a y. ,. ensuite on 
\ en formera une valeur generale qui sat~fera en m~me tel1~ps 
a requation diffe..entielle, a celle de la surface ~t a l'emt 
initial. II sera facile de reconnattre que .Iorsque ces trois 
conditions" sont re~lies'~ la solution est complete:' etque 
ron' ne PQ~r.ait en tro~ver aUCUDe autre. ' 

. • !l84. 
. -' .,:,. me'" . . 

Soit y = e ~.~ u etant u, fonction de z, on~ aura 

m u =. K ~;.. On voit d'abord que 1a valeur de, ~~venant 
•• • I, I J .: 

infinie, celle de ~. doit etre' nulle ~ans t~us les poin~; puis.-
que 'l~ cdtps' est entieremerit refroidi. On. ~~ pe~t' don,c 
prendre pour m qu'nne quantite negative.:: Or . K a' Ul\e 

valeur numerique positive; 'on ~n conelut .que la valeur, de 
If, depend des 'arcs' de cerc~,. ce qui' restilte , de 'y~ nat1;1re 
'. ' :: ", , : :._ .' .' - '~-.", • ' .• J • ._ 

~qpDue: 4e.,l'eqw.~o~.m~:-;t\. d.i!· Soit, U 9jA,~:-n.~ 

+:: :I, sin. ,n ~". ~n ~~~ ce~~, c~n~~on m :;;c ~ :K. n~ AiDSi 
ron pent exprimer .une. valeur particum~re de 'V par l'~qua-

-in'" 

~on 'V=~ .. (A~os. n~+B sin. nz), It 6$t un n~bre 
~. :.t: ." .... '.' •• ( .. j • 

P,O$itif que)c~nque ,;. ~t :It.:;e.t B: sopt des. co~~n~es., 00 
re~~~~;~;a~Rr~( ~~)a..Forist~n~ A, aO~f. etre.~~lle;. c~ 
lao valeur de 'V qui exprime la temperature ,du centre, lors
qu'on' fait z, ' 0 De peut pas we infinie, donc Ie te~e 
A co'!. ,3;. doit we ·oirti,s. " '. . . ,. ~. , 

. De plus Ie ~o~b~e n ~ pent pas ~~ 'pris arbi~~ment. 
• ··~;·1... . I), . -- . :...:: .. ; J I..'.' '.,."1 J • 

~.' \ . .'\ 
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En' etret si' dans l'equatiOD determinee * + h 1J= 0 on sub

&tit~ 'la: ,v.leur" d~' v., ,OIi, tronvera ' . ; : . ' 

H'" ~/::' .:')n..~, boIJ. rtl:"'{It~~r) 8iR';~.tt!=i&~'::': ,', 

.' :Co~m,e 1'~C{uatib~i'4Jli'a~o~r: tit~,-'a 'Ift ',kWrta~~,- cin y: 
supposera' x =~: rayon de la' spbl!re ," ce qui ,dolln~r~ 

~ ,.' ,,,,' .. " ' I" J , h A.' "'.'. ',', ," ,c,.,,· 

taag. *X r""'"':'"' I 7' ~ x. SOl~). Ie, ~q~f~. ~ ~ h 4- et. fAX:;;;: ~ \ 
on aura -·-=)..'ll:tlmt.tiO;fF01M'F~t1n are'~qui;;difts~ 

tang.., . '. ' 
par sa tailgen~ don~e un qtio't:l~nt connu )., et l' on pren.~ra 

~ = ~.': ,test vi~ible .~'il ,f a un~ i.n~riite '4e ~14 a~cs, qui 
-.;. '.' :'1;, } "\ :. h . , 'I' "',: oJ ! ',,' l ~ . ' " ' . 

~,~~.!a;~~:le~~~.r~g~~~~: ~x:~~~p~!~~. ~~~~~~.~~~'r·:s~rt~~ qu~ r ' .. . d . .M'·'& It y i.nfi ' , 
~~qlJaq.pq.i ~:f~1':I~RH tiig::n X;. ''7'. l,-~'l . "1'-:.,a -:~, .. ~1~ 
..1_ • , II '-
UAP,l'a~~qs ~ ~fw ' ,"" :.~" ". 'l'. ,;' 'P : .. ',,"rr .. 'i"," ' 
'. " 285, ,,' .,' 

..... ~ I '. J' • ,. ... ,., ". <r. • •• • ;: ~ , !' .. ! r • • • 

, .. ,~~ r c~s~:~~i~~s. S~)D,t ,t~e~~p.rop-r~~) a;..f,;r~, .fp,~,a,ttre, I.~ 
nature de, cette equ!ltiQfl'~ Soit u = ta~g. 1 (~o/. fig: I~), 
Nquatil\n dr.a.n~ Iign~ dOBt Yare 'I 'esf l"al)s~i~s~~ ~t!ti rbi-don": 

he~!'~~~~~ ~-.i\l'e~!tii~n:~~~~e dr~it~'d,<fnt_ i\~~'~ Nest-
- , . I •• oJ: ", ,.J • ..' 

gnent aussi lea coordonnees. Si on elimine ~ avec ces deux 

equ~ti()hal;'oh 'a ~ta proprls6e'~ '~;tilhg:' ~.l Lineolulue .; e!t 
dbhc';l~~}jsdrgs~: '~u','p~int 'd'irttersebti6ri d';; la' cq1i~he: et: de 1, 
arrb~(ft'1~He ffgh~ conrb~ e~t'~Mrt~~~&; 8~H~ ihftjilfe,tr~~cs; 
toutes les otd,oon~es cor.espoiihantes'aui 'absci'sses} ~!, :~ ~, 
~~, ~~; etc. soot inflnies,-et' to~tes! cene~) :q~' ,repond~nt 
aux points ,0" ,;,. 2 ~, 3,;, 4,;, etc. sont' )~tl1ies:' f6U~ ,tracer 

:. ; .; ,", . t ~! \ .. ~ r I' ... I '\ • i ~... . r, .! . 

la droite dont l'equation est u-':' j~l-hX' on forme' Ie 
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~~m 0 t w 1, )c::~ pO'rt"tit la quantlf:e 'it ~ ,ae .. ~ 'et\ It, on 
joint le point II, avec "~rigine o. U cour~e dont fequation , 
est u=tahg. a a pour tangtnte'a I'origine ~oKune Iigne qui 
divise I'angle droit;enJd~tii: partid~Jegale~ ~'pa-rce que Ii: der
rii~ raisoh de raft a sa tangen~ est'I~'OO ctm~J:ut de la qbe 
s~ ). ou 1- II, X est une quantite moindre que ~'unite; la droite 
'Tn () 111, passe a l'origloe au-dessus de 1~ 'courbe non et qil1fil y 
a un point d'intersecdon de cette droite avec'Ia premiere 
branche: Jl est egalement mden~ que ,Ia meme droite'coupe 
touteS les branches 1l1teneures n' -,n ; , n '2 ;rf", etc .. Dbnc !"t-

, " 

I' equation _a_' ==;). a un nombre' infini de r~ciIies' r6elles. 
taDg.~ . " ' 

La ,premiere est cOlI)p~ise entre 0 ~t !, 1a seconde entre ~ 
a ' , , , 

et .3 ,i, -, .trois~lIle .e$.e :~"/~t 5 ;''' ainsj, de. 8Jli~ Ces J nil-

anes approchent enreil1einent' de leurs limites; ~mut$ 
torsque 'leur rmg est tres6oflvance. . 

286. ..,. : " ;, 
Si rOD vetit' calcalei- la Talenr d'une de ces' racines, par . " 

ne.mpte :. de ta pretiiiet-e, on" pent employer la regie sui;" 
'ftnoo: 'on ecnra le$. ~~u.x ~atiOns ~ = arc. t~~ ,tt I '~ 

II. = i '. arc. ta'ng. II. ~esignant ia Io~gueur d~ it.~rc do~t 1a 
, ' ... 

tang~te est II.. Eosuite prenant un nombre .qqt:lcolKjue 
pour u~ on ~n cOllClura" au ~oyen d~ la p~ere eq1l4~ 
tian, ·Ia valeur de;.; ~p. substituera. c~tte ·v~~p,t' .. ~ans t 1!t. 
seconde equation, et l' on en deduira nne autre valeur de u; 
on substituera eette &eOODde val~~r .. It da¥, Ia FE'mi!ere 
equatiOJl; on en deduira la valeur de a qui,. au moyen de 
Ia seconde ecpatioD, fera cOQDattr.e Ul)e troieieme valew 
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344 THEORIE DE LA CHALEUR. 

de ~ En la substituant dans la premiere equation on aura 
une no~velle valeur de!. On continuera aiusi deodetenniner 
u p~r la seconde equatiou, et e par la premiere. Cette ope
t;a~0!l 4ol}.ne~a d~~ val~urs de plus ep plus approchees de 
l'in~nue a, la con~~r~ction suivanteo ~nd cette 0 conver
gence manifeste. . . 

En effet, si Ie point u correspond ('Voy; fig. 13) a la 
valeur arbitraire que l'on-attribue a l'ordonnee U; et si ron 
~ubstitue cettevaleurd~ns la premiere equatione=arc. ~g. u, 
ole poi':lto ~ .correspondra a l'.ab.scisse qu~ l' on aura calcuIee, 
au moyen de cette equatio~. Si ,I' on substitue cette 

°abscisse ,! dans la seconde eq~ation u = i, on trouvera une 

ordonnee u' qui correspond au point u'. Substituant u'dans 
-la preIhiere equation, OQ trou~ta une abscisse " qui repond 
~u point .'; ensuite cette abcisse etaD;t subs~tuee dans la 
seconde equation fera connattre une ordonnee u· qui, etant 
substituee dans la premiere, fera connaitre une troisieme 
~cisse ,", ainsi qe suite a I'infini. C'est-a-dire jUe, pour 
r~presefltet: l' emploj conti~el et alternatif. des deux equa
tions pre~~~~tes, il faut' ~r Ie point u m~ner l'h~rizontale 
jusqu'a ~~ ~ourbe, pat: Ie point d'intersection I meoer la 
verticale jusqu'a 1a droite, par Ie point d'intersection u' 

mener I'horizontale jusqu'a la courbe, p~r Ie point d'inter
section' e' mener ola verticale jusqu'a la droite, ainsi de suite 
id'infidi;en '&waiSsant de plus en pltlS vets Ie point chercbe. 

;, I' 287' 0 

La figure precedente (13) represente Ie cas OU l'ordonnee 
prise arbitrairement pour u est plus grande que «!elle qui 
rep<md au point d'intersection. Si ron choisit au contraire . 

I 
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CHAPITRE IV. 345 
pour la valeur initiale de u, une quantite plus petite, et 
que ron emploie de la meme maniere les deux equations 

• a. d' 'd I a = arc. tang.u, u=;:, on pal'Vlen rlllt encore a es va eurs 

de plus en plus approchees de l'incoonue. La figure (14) fait 
coonaitre que dans ce cas on s' eleve continuellement vers Ie 
point d'iotersection en passant par les points u a U' e' u" elt, etc. 
qui terminent' des droites horizontales et vertieales. On 
obtient,. en partant d'une valeur de u'trop petite; des quan~ 
tites a a' ~" a'" a"Y, etc. qui convergent vers l'inconDue et sont 

. plus petites qu'elles; et l'on obtient, en partant d'une valeur 
de u trop grande, des quantites qui convergent aussi vers 
l'inconnue, et dont chacune est plus grande·qu'eUe. On 
connait done des limites de plus en plus Ilesllerrees, et en~e 
lesquelles la grandeur cherchee sera toujours ,comprise. 
Vune et l'autre approximation sont repre.sentees par la 
formule 

a:::;:. ', •• arc. ~ng.(i a~c. tang.(i arc. tang. (i' arc. tang. i) )) 
. . 

LOrsqu'on aura effectue quelques-unes des operations indi
quees, les resultats successifs differeront moins et l' on sera 
parv~nu a une valeur approcbeP. de e. . 

~88. 
On pourrait se proposer d'appliquer les ,deux' equations 

a = arc. tang. u, et u . i dans un ordre different, en leur 

donnant eette forme u ~ tang. a et a = A u. 00 p~ndrait 
'pour a lIDe valeur arbitraire, et, en ~ substituaot dans ~~ 
premiere ~~tion, on trouverait la valeur de u, qui etant 
.substituee dans Iii seconde equation, donnenOt une secoode 

44 
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valeur de e; on emploierait ensuite cette nouvelle valeur de 
e de la mem.e maniere qu' on a employe la premiere. Mais il 
est facile de reconnaitre, par les constructions, qu'en sui- • 
vant Ie cours de ces operations, on s'e1oigne de plus en 
plus du point d'intersection,' au lieu de s'en approcher, 
comme dans Ie cas precedent. Les valeurs successives de I 

que I' on obtiendrait diminueraient continuellement jusqu'a 
zero, ou augmenteraient sans limite. On passerait successi
vement de elt en Ii', de u" en a', de a' en u', de u' en a, ainsi 
de suite a I'infini. 

La regIe que I'on vient d'exposer pouvant s'appliquer au 

ealeul de chacune des racines de l' equation --.!.- = 1-h X 
tang •• 

qui ont d'ailleurs des limites donnees, on doit regarder 
toutes ees racines comme des nombres connus. Au reste il 
etait seulement necessaire de se convaincre que l'equation 
a une infinite de racines reelles. On a rapporte ici ce pro
cede d'approximation parce "lu'il est fonde sur une construc
tion remarquable, qu' on pe~t employer utilement dans 
plusieurs cas, et qu'il fait connaJtre sur-Ie-champ 1a nature 
et les limites des racines; mais I'application qu'on ferait 
de ce procede a I'equation dont·j} s'agit serait. beaucoup 
trop lente; il serait facile de recourir dans la pratique a une 
·autre methode d'approximatiou.· . 

. 289-
. On connatt maintenant une forme particuliere que l' on 
peut €lonner ~ la fonction 'V, et qui ·satisfait a deux condi
tions de' la' question. Cette solution est"representee par 
l' ... . joJlI , .... , \ : . . 

It,. A.e- ain. nz . -jll', .in. n.r Le 
. equatlOD.lI == .j z' OU IV =? 4 ~. "n'a' '! . 

, , , 
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coefticient a est un nombre quelconque, et Ie nombre n est 

tel que l' on a "x X = I - h X. II en resulte que ~i les 
tang." 

temperatures initiales des differentes couches etaient pro-

portionnelles au quotient Si:;Z, elles diminueraient toutes 

a-Ia-fois, en conservant entre elles pendant toute la du~ee 
du refroidissement les r~pports qui avaient ete etablis; et la 
temperature de chaq~e point s'abaisse,rait comme l'ordonnce 
d'une logarithmique dont l' abscisse designerait Ie temps 
eeouIe. Supposons done que, rare e etant divise en parties 
egal~, et pris pour abscisse, on eH~ve en chaque point de 
division une ordonnee egale au rapport du sinus a rare. Le 
sy-steme de toutes ces ordonnees sera celui· des tempera
tures initiales, qu'it faut attribuer aux differentes couches, 
depuis Ie centre jusqu'a la surface, Ie rayon total X etant 
divi~e en parties egales. L'arc e dont la longueur represente
'rait dans cette construction Ie rayon X ne doit pas etre 
pris arbitrairement; il est neeessaire que cet arc ait avec 
sa tangente un rapport donne. Comme it y a une infinite 
d'arcs qui satisfont it cette condition, on formerait ainsi 
une infinite de systemes des temperatures initiales, qui 

. peuvent subsister d'eux-memes dans la sphere, sans que' 
les rapports des temperatures changent pendant la duree 
du refroidissement. 

290 • 

II ne reste plus qu'it fonper UD etat initial quelconque, 
au moyen d'UD certain nombre ou d'une infinite d' etats 
partiels, dont chaeUD represente ,m de ces systemes de 
tem~rature que nons avons consideree preoodemritent, et 

, 44. 
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dans le~quels l' ordonnee varie avec la distance 3:, propor
tionneUement au quotient du sinus par l'a~. Le mouvement 
general de la chaleur. dans I'interieur de ,Ia sphere, sera alors 
decompose en autant de mouvements particuliers doni: 
chacun s'accomplira librement comme s'il etait seul. ~ 

Designant par n l n. 11,3 11,4 11,5, etc. les quantites qui satis-

font a l' equation ta';: x = 1 -h X, et que l' on suppose 

rangees par ordre, en commen~t par la plus petite; on 
formera l' equation generale . 

Si ron fait t= 0, on aura pour exprimer l'etat iaitial des 
temperatures 

3:v=a1 sin. n.x+a.sin. n.x+a3 sin. ~z+a4sin.n.x+etc. 

La qu~stion consiste a determiner, quel que soit l' etat 
initial, les coefficients a. a. a3 aH etc. Supposons donc que 
ron connaisse les valeurs de v depuis x=o jusqu'a x=X, 
et representons ce systeme de valeurs par F x; on aUra. 

F ~= .!. (a. sin.n.x+a. sin. n. x+a3 sin. n3x+a4sin.n4x + etc.) (e) 
;;c 

291• 

Pour. determiner Ie coefficient a., on multipliera les deux 
nombres de l'equation par x sin. 11,3: d x, et ron integrera 
depuis x=o jusqu'a x=X. L'int6gralefsin. mx sin. nxdx' 

. prise entre ces limites, est , ' 

m' I ",_ (-m;sin.nXcos.mX+ nSin.mXcos.nX). 
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Si m et n sont des nombres choisis parmi les racmes 

n l n. n3 n4, et qui satisfont a l' equation ta .n X 'x - i -' h X, 
ng.n . 

on aura 

mX nX X· X . X --=x = X oumcos.m sID.n -nSlD.m COS.nx=O. 
tang.m tang. n 

On voit par-la, que la valeur totale de I'integrale est nulle; 
mais il y a un seul cas on cette integrale ne s' evanouit pas, 

c'est lorsque m = n. Elle devient alors ~, et, par I'applica-

tion des regles connues, elle se reduit a; x- 41n sin.2nX. 

n resulte de III que pour avoir la valeur du coefficient aI' 
dans l' equation (e), il faut ecrire 

2 (xsin.n,x.dxFx=a. (X __ l_ sin. 2n.X). 'J' . 2n, 

~ signefindiquant que ron prend l'integt:ale depuis x=o 
jusqu'll x = X~ On aura pareillement .' 2/ x sin. naX dx Fx=a. (X- 2:~ sin. 2naX} 

On determinera de meme tous les coefficients suivan~s. II 
est aise de voir que I'integrale definie 2f x . sin. nx dx F x 
a toujours une valeur determinee, queUe que puisse etre la 
fonction arbitraire F x. Si cette fonction F x est representee 
par l' ordonnee variable d'une ligne qa' on aurait tracee 
~ne maniere quelconque, la fonction x F :J;. sin. n 3J, cor
respo~dra aussi a l' ordonnee d'une seconde ligne que ron 
construirait facilement au moyen de la premiere. L'aire 
terminec par cette derniere ligne entre les abscisses :e = 0, 
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x = X fera connaitre Ie coefficient a;, i etant l'indice du 
rang de la racine TI. , 

La fonction arbitraire F x entre dans chaque coefficient 
sous Ie signe de l'integration, et donne a la valeur de 11 

toute la generalite que.la question exige, on parvient ainsi 
it l'equation suivante 

sin.n,.x/.xsin.n,.x F .x.d.x Ie' sin.n • .x/.x sin.n • .x F .xd.x Ie 
.xv - nit - n:t -= X I. X e + X'' X e + etc. 2 --sln.2n, --slD.2n. 

2~ 2, 

Telle est la forme que l'on doit donner it l'integrale generale 
d I,,. . dv K d"v 2 dv , II ' 

e equabon dt = d.x' + .r d.x' pour que e represente 

Ie mouvement de Ia chaleur dans la sphere solide. En effet 
toutes les conditions de la question seront remplies: 10 l' equa
tion aox differences partielles sera satisfaite; 2 0 la quantite 
de chaleur qui s'ecoule a la surface conviendra a-Ia-f9is ~ 
l'action mutuelle des dernieres couches et it l'action de l'air 

I e' , -d' l' ' . d v h ' sur a surlace; c est-a Ire que equabon d.x + 11 ~ 0 ..,a 
laquelle cbacune des parties de la valeur de 11 satisfait 
IQrsque x = X, aura .lieu aussi Iorsqu'on prendra pour 11 

Ia somme de toutes ces parties; 30 la solution donnee con
viendra a .. l'etat initiallorsqu'on supposera Ie temps nul. 

292 • 

Le . d I" . n X hX s racmes TI. TlJ Tl3 Tlu etc. e equabon X 1-tang.n 

sont tres-inegales; d'ou ron conclut que si la valeur • 
temps ecouIe t est considerable, cbaque terme de la 'valeur 
de 11 est extremement petit par rapport a celw qui Ie pre
cede. A mesure que Ie temps du refroidissement augmeDte, 
les dernieres parties de la valeur de 11 cessent d' avoir aucune 
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influence sensible; et ces etats partiels et eiementaires ,qui 
composent d'abord Ie mouvement general, afin qu'il puisse 
comprendre I' etat initial, disparaissent preMfU' entierentent , 
excepte un seul. Dans ce demier etat, les temperatures des 
diiTerentes couches decroissent depuis Ie centre Jusqu'a la 
surface, de meme que dans Ie cercle lea rappom· du sinus 
a rare decroissent a mesure que cet arc augmente. Cette loi 
regie naturellement la distribution de, la chaleur dlUS. UIlct 
sphere solide. Lorsqu' elle commence a subsist~r., elle s~ 
.conserve pendant toute la duree du refroidissement. QueUe 
que soit la fflnction F:x qui rep~sente l' etat initial, la loi 
dont il s'agit tend de plus en plus a s'etablir; et lorsque Ie 
refroidissement a dure quelque temps, on pent supposer 
qu' elle existe sans errear sensible. 

293. . 
N ous appliquerons la solution generale au cas ou la sphere 

ayant ete long-temps plongee dans un llquide, a acquis dans 
tous ses points une meme temperatW'e. Dans ce cas, la 
fonction F x est I, et la determination des coefficients se 
reduit a integrer :» sin. n x d:x, depuis x:;::: 0 jusqu'a 

X . +~"-I ain.",X-nXco •. nX D la 
:J: = ,cette In~&Q e est • . onc va-n 
leur d'un coefficient quelconque es~ exprimee ainsi 

2 ain.nX-nXcos.nX 0,=-. . 
n nX-ain.nXco .. "X' 

Ie rang du coefficient ~ detennine par celui de la racine n, 
l'equation 'qui' donne ces . "aleurs de n est ' ;, 

nXC08. nX _ I.X 
. \ X -I -, •. lID.n 

.. 
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d 2 'X on trouvera one a = _. x x x' 
, . . " " cos.ecn -cos.n 

II est aise maintenllnt de former Ia valeur generale; elle 
est .donnee par l' equation .. 
. . -kn:t . -kn:t . 
'lJZ e SID.n,Z e SlD.n.z tc -= + +e . 2X" n, (n, X cosec. n, X - cos. n, X) n (n. X cosec. n. X -cos. n. X) 

En '~e&ignant par It I. '3 44' etc. lea racines de l' equation 

~ .. ' I - h X, et les supposaot rangees par ordre en 
tang .• t • . • 

commen~antpar la plus petite; rempla~ant n, X,n: X,n3 X, etc. 
par II I. 13, etc:, et mettaot au lieu de K et h leurs valeurs 
K k • I .. d • c. D et K' on aura P01:1r e!l.pnmer es varIatIons. es tempe-

Tatures pendant Ie refroidissement d'one sphere solide qui 
avait ete uniformement echaufT6e, l' equation 

K I: I. z -C.DX·t . z 
2k SID. ,,~ e sm ... X 

l1=-X ~ +--K. z ,z 
• ' ,4, ~ , ,II cosec. I, -.. cos. I I. X 

--.!.. I: t I e C.D X. 

-----+etc. 
l,cosec.I.-cOS.I • 

SECTION II. 

Remarques diverses, sur cette solution • 

~94. 
Nons exposerons quelques-unes des consequences que 

ron peut deduire de la solution precedente. IS~ ron ~p'pose 
que Ie coefficient h qui mesure la faeilite av~e laquelle la 
chaleur passe dans fair, a uoe n-e,s-petite.valeur, ou que Ie 
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CHAPITRE IV. 353 
rayon X de la sphere est tres.-petit,. la moindre valeur de e 

sera extremement voisine de zero~ en sorte que l'equation 

. • (I-~ e~) 
e " X _..!..l.' 1. 2 "X ;--= I - It Be n:u.wt a = I - T' OU, en ng.. • __ I_ a, 

2.3 

I · , . d 3 'x D' omettant es pUIssances supeneures e e, a" = . K • un 

autre cote la quantite -.'- - cos. e devient, dans la meme 
SID. I 

• . (i) . SID. 1-

b h' 2" X Q . '1 'd' 1. ypot ese, -K-' uant au terme z I. se re wt a 
IX 

I. En faisant ces substitutions dans l'equation generale, 
3 A •. ' . • . 

---t 
on aura 11 = e C.D. x + etc. On peut remarquer que lea 
termes suivants decroissent tres-rapidement en comparaison 
do premier, parce que la seconde racine n. est' beaucoup 
plus grande que zero; en 80rte que si les quantites 4 ou X 
ont une petite valeur, on doit prendre, pour exprimer les 

Ut 

variations des temperatures, l'equation '11= e-C:O:X. Ainsi 
les differentes enveloppes Ipberiques dont Ie solide est 
compose conservent une temperature commune pendant 
toute la dur6e du refroidissement. Cette temperature diminue 
comme l'ordonnee d'une logarithmique, Ie temps etant pris 
pour abscisse; la temperature initiale qui est I Ie red.uit 

. ;31, , 
apres Ie temps tit e - C.D.X. Pour que la temperature:initiale 

devienne la fraction ~, il faut que la valeur de t soit 31" • ~Dm. 
Ainsi, pour des spheres' de meme matiere qui ont des dia-

45 
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met1'es' dUferents·, le~ teitiprs" qu"ell~ mettebtl it p~., .. 
moille ou une mettle partie diherminee de' leur ch1lleul" 
actuelle, lorsque la con411cihilite exterieure est extremement 
petite, sont pr.oportionnels a leurs! diametre8. II en eM- de 
meme des spheres solides dont Ie rayon est tres-petit; et 
l'on trouver.ait encore. Ie meme.resultat en attribuant a la 
conducibilite interieure K une tre"s-grande valeur. n a lieu 

en generallbrsque IS: quantite ": est noes -petite. 0n peut: 
• 

regarder Ie rap,port ~ comme tres-petit, lorsque Ie corps 

qui se refroidit est forme d'un liquide continuellement agite 
que renferme un vase spherique d'une petite epaisseur. 
Cette hypothese est en quelque sorte la meme que celle 
d~une·. conducibilitti parraitt;: donc ·Ia temperature de£rolt. 

" . I 1 . ., I' ,. - 3 C'ii"X t'. s:l1lvant &- 01 expnmee p~r equation v = e . . 
. 295. . 

On voit par ce qui precede que dans une sphere solide 
qui se refroidit depuis long-temps, les temperatures'decrois
sent depuis Ie centre jusqu'lt la surface oomme Ie quotient. 
du sinus 'par l'arer decroil' depuia rorigine oil il est I jusqu'a l 

l'~e d'unl at'C donne. a, 10 rayon t de. cheque coueh&· 
etant represeote par' la longueur variable de eel· arc. Si ,lao 
sphere< a-. UDe petit diametl'e, ou si la condueibilite' propre 
eat' beaueeup plus grande, que· la' coooaeibilite esteneare, 
les temperatures des couches s1:1ccessives d,ifterent tres-peu 
entre em~s, parce que rare total' e' qui represente l~ rayon X 
de lao sp~;a\ ttes.peu,d~etendoe. Alors la1 variatioD ' de lal 
tem~rature. v· ooDllIMUle. a toUA, lea points est donnee pu'. 

Digitized by Goog Ie 



. CK'-'l"TR£ lV .. 
3 It., 

l'eqqatioD 1).r;=-e - .C,~J. .. AliJ)$i.,.. ~p*ntnt les _. 
respectifs que deux petites, .e.re8 emploient it perdre la 
.tli~ pu I~ p~e al¥iMi.e. ~Qr 4lalmtr actMeIle, on 
,doit ~,ll)\l~"". 4'\t' «tl IGWlpa 'fiP.t IPJWfDI1ioanelf.aM. _a-
metres. . \ ' 

2g6. ' 
At 

Le resultat exprime I~ J;equation"V::;:: e -3c.n.x ne con-
vient qu'it des masses d'une forme semblable et de petite 
dimension.-n emit connu &puis long-1emps des physiciens, 
~ iJ se pre.ente pMll' ;alosi :dille fie' !lai .. em.e. Ell e£fe.t .ai. 
u~ ,f!~rps'WIelconque est allSe'.lo ,petit pow -gue ron ~ 
re$~der .CQmme ~.gales les .te~p6l;ltures des differe~ 
pain~, ij est facile de J:ecoo.nattJ:e la loi' do refroidiasement. 
Soit I J~ ~perature initiale commune a tous .lea points ~ 
e,t 1) la valeur de .cette t,emperature apres Je tem.jJs ecouIe t~ 
il ~st visible q.u~ la quantite de chaleur~ s'eco~le pendan~ 
l'instant d t dans Ie milieu suppose entretenu it la telD:pe
,rature 0 est h S 1) dt, eJ). ~esignant par S la ,~urface e}ttd" 
rie\llle d1,l corps. P'UD au~re cote C etant 4 ~baleur caui e~~ 
I)e~~ssair" .pour ~Hever ~'unite de poids de ~a temFerature 0 

A la temperature I:t on aura C. D . V po1,lr l' expression dO la 
quaDtite.d~'c,haleur <Jui,PQ~rait Ie volume V.du. .co.rps do~~ 
la densite est D de la temperature 0 a la temperature I. 

n kSvdt I • ., d' 1~' - d' . one C. D. vest a quautlte o~t:ttl ~mperature 1) est IUll-

~ lorsqp.e,~e ,c~rps p.et~,~e ,qQ.ap.~~ ~ Rlw.l~~ egrUe.~ 
'-S J ~'...I-' ....I __ ..J • 1" ~L...d ' kSvdt 
,,, 'V'a,.t. '.IJIII auit UUUlU BDlt' ...... UIlLLUD "II~ J-+I '1j,'fj',:Vol1 

I : (& 8 f ',_ 11; I ; J • •• I ,~. ',l. ' ' '; 

01J. fV~:t'!~~·n.y. ~,,~,.s~rR$ ~;·~-f~~qpt: ... ~:IlJl"'. 
45. 

" ' 

" 

'. 
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3A, 

. en appelant X Ie rayon total, r equation 'V = e - c:D:X. 

297· 
Suppo80ns que ron puisse observer pendant Ie refroidis-

sement du corps dont il s'agit deux temperatures 'VI et 'V., 
correspondat;ttes aux temps t. et t.; on aura 

kS == log. v,-log. va. 
'C.D.V t.-t, 

On connaitra done facilement par l'experie~ce l'exposant 

C.~~ v· Si l'on fait eette meme observation sur des corps 

difTerents, et si ron connatt d'avance Ie rapport de leurs 
chaleurs speci6ques C et C' ; on trouvera celui de leurs 
tonducibilites exterieures II, et h'. Reciproquement, si ron 
est Conde A regarder comme egales les valeurs h et h'de la 
conducibilite exterieure des deux corps diiTerents, on con
'nattra Ie. 'rapport '. des chaleurs specifiques. On voit par-Ia 
qu' en observant les temps du refroidissement' pour divers 
Iiquides et autres substances enfermees successivement dans, 
un meme vase d'une tres-petite epaisseur, on peut deter
miner exactement les chaleurs specifiques de ces·substances . 
. Nons remarquerons encore que Ie coefficient,K'qui mesure 
1a conducmilite propre 'n'entre point dans r~quation 

-3~ 'V=e C.D.X, " 

ainsi les temps au refroidissement dans leS corps de petite 
dimension De dependent point de, la conducibilit6 propre; 
et I'observation de ces temps ne peut rien app~dre sur 
cette del'Diere propriete; mais on pourrait la determiner en 
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'mesurant les temps du refroidissement dans des vases de 
d.iffe~ntes epaisseurs. '. ' 

298. 
Ce que nous avons dit plus haut sur Ie refroidissement 

d'une sphere de petite dimension, s'applique au mouvement 
du thermometre dans I'air ou dans lea liquides. Nous ajou
terons les remarques suivantes sur I'usage de ces instru
ments. 

Supposons qu'un thermometre a mercw:,e soit plonge 
,dans un vase rempli d'eau echauffee, et -que ce vase Be 

refroidisse librement dans I'air dont la temperature est 
constante. n s'agit de trouver la loi des abaissements suc
cessifs du thermometre. 

Si la temperature d~ liquide etait constante, et que 1. 
thermometre y fut plonge, il changerait de tetDperatu.re en 
s'approchaot tres-promptement de celle du liquide. Soit'l1 
la temperature variable indiquee par Ie thermometre, c' est
a-dire son elevation au-dessus, de la tempe~ature de I'air; 
soit u I' elevation de ,la temperature du liquide au-dessus de 
celie de I'air, et t Ie temps correspon4ant it ~es deux valeurs 
v et u. Au commencement de I'instant d t qui va s' ecouIer, 
Ia difference de' la temperature du t:hermometre it celle du 
mercure etant 'II - u la variable 'II te~d a diminuer, et elle 
perdra dans I'instant d t 1tDe quantite proportionnelle a 
'II~u; en sorte que ron aura l'equation d'll=-h(,,!~u)dt. 
Pendant Ie meme instant d t la vari'able u tend a diminuer, 
et elle ;per'd nne quantite proportionneUe a ,U, jeri I sorte que 
l' on a I'equation tl IS = - H II d t.: ~ coeflicieut,H ,ex,mae 
1a v.itess'e du refreidiS8elJleDt du liqUide daBa I'air, qwmtite 
que ron peut facilement recoDnaitre par ~'experience, et Ie 
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c()effiQ~n~ J" expllime la ,v,itesse ;lvec Iflquelle Ie thennometre 
se refroidit dan~ Ie Iiquide. Cette del'l\i~ vtt~e ~t ~ 
coup plus grande que H. OQ ,peut pareillement trouver par 
,~'~~pe.-i4mC~ ,I~ cQe~_ ,ll,en laisal\t JieCroidir Ie .thenno
metre dIln.~ Ie ,li~. tl""veWAll, it }1De tel;Dpera1;~ .OOI;l~. 
~ ~e~~qua~~ tl~~~Il,,4.t et dl'= ...... k('P-t¥)dt 

A ..,..,.,H.e,4l1 .1. .z. A -jt '- . ou lJ, = e et tl t = - T6 1) + rt, e' IOUrDJ.SSent 

celle-ci 1) - u = 6 e.....-J"t + a H e ....... U', a et " etant des con

~tantes arbitraires. SU~pOsODS maintenant flue la valeur 
initia)e de 1) .-,.uSQit A, c'est-a-dire' que 1a hauteur du 
thermometre surpasse de A la vraie-te~perature du liquide 
au comPlencement de l'immersioJ;l; et que la valeur ipitiale 
de U soit E, on det~rminera a.at b 1 et 1'01) .aura 
- . 

~ht H.E C· ...... , r""""'A, 1)-·u=4e +-- e -e . 
"~IJ. 

La quantit6 1i -if, est ferreur du thermometre, c·est-a-dire 
la ~,ifference qui se trouve entre la temperature ,indiquee 
par Ie tberm9mCtt:e et la t~tDperature reeUe' du ti<JUide au 
mem~ i~tant. .cette 4ifference est variable, et -r equatiolJ 
precedente 1\0U;8 ~it connait~ ~uivant queUe 10i elle tend a 
decrottre. On voit par r expression de cette' ditrerence 1)-U 

, . 
qv.e A~~x ·.4~ ~ te~ qW conti_t ~-ht ~~ue~~ 
tJ:es-rapide~Dt, avec la vJtesse ~ou ~~rqu~ 4a1» 
b;,$t1np.om~~\, ,si OQ Ie pJ91lJ~ ~;Ie IifPJide a ,teape-

.... 1" __ ..1 ..1 •• - Ht I'aume ~O.staBte. 11/' egaau ... u tePme qut .eontJeat e ", 
IH)Q decrois&ement' est beaueoup plus leat, et ., open, M'8C 
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la- vltede da'l'efrOldis.menf du vue des rail-.. ~ teanlte 
de,..· cp:apres •. teRips' bien' petl' c~nsiderable',; l'erreur dll 
therliltimetre est representee par Ie saul terme 

H.E -Ht H 
k B,6 OU h-H' II' 

299· 
Voici' maintenant' ce que rexperience apprend sur' les 

valeu"s'de H at Ii. On a plonge dans reau, a so .;. ( division ~ 
oetogesimaJe ), un' thermomet~ qui avait d'abord· ete 
eehauffe "et il est descendu dollns reau de 40 a :)0 degres en 
six secondes. On a ~pete :plusieurs fois et avec soin cette 

experience. On" trouve 'd'apres eela que la 'valeur de e -,; 
est 0,000042, si Ie temps est compte en minutes, c' est:"a
dire que l' elevation du thermometre etant E au commence
ment d'une minute, elle sera E (o,o~&42) a la fin de·cette 
minute. Oti ti'Oli11e IRISli h· Itjg. e == - 4;3;61'~71. 00 a 

laisse en m~me temps se refroidir dan& l'air a I ~ un vaSe 
de p&~laidtf, rt!mpH d'em eebaufl'ee a 600. La valeur de 

e ...... a·dans ce cas a ete troqvee de 0,98514, celie de H log: e 
est - 0 , 006500. On voit pal'-Ia combieri est petite la'valeur' 

deY la fraction e -", et qu'~Pres une seule minute chaque 

"'tenne multipli~'paT e-:-he n'est pas. I. moitie; de la dix
milm~me partie de' ce qu'll etait au CO'IIUIIeUeement' de cette' . 
Dlinnte~ On t doit donc' n'alfoit·- auoon egatd .. it cea termea· 

dans la valeur'de 11 - u. n' reste l' equation tV - u '''';''' k H. ~ 
I Hu H - Hu TV 'L lb... ale tron' 0.·1)'-- u=='T - X H'T" uapJ'at Qt V ura vees 

ponr H'et' h, oli voit que cette demien¥quafflite,"~ie8t:plttB" 

\ 
\ 
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de 673 fois plus grande que H, c'est-a-dire que Ie thermo
metre &e relroidit dans I'eatt plus de siX ceat foia plus vite 

que Ie vase ne se r~froidit dans r air. Mnsi Ie terme Hk II est 

certainement moindre que la 600e partie de I'elevation de 
la temperature de reau au-dessus de celie de rair, et cornme 

I H Hu . d I 60 e· . d ' e terme A _ H • T est mom re que a 0 partie 11 pre-

cedent· qui est deja tres-petit, iI s'ensuit que l'equation 
qu' on doit employer pour representer tres - exactement 

1, d· h \. H.u E "1' k erreur u t ermometre est 11 - U = T' n genera 81 

est une quantite tres-grande par rapport a H, on aura tou-
. '1'" H.u 
Jo~rs .equatlon 11 - U = ,,' 

'300~ 
L'examen dans lequel on vient d' entrer fournit des conse- . 

qaeoces tres-utiles pour la compawaiaon des. thermometres. 
La ~mperature marquee par un thermometre plonge dans 

un.liquide qui ~ refroidit est 1;oujours un Peu plus forte 
que celIe du liquide. C~t exces 011 erreur du thermometre 
dimipue ~ll meme temps que relevation du thermometre. 
On trouverait Ia quantite de Ia (!orrection' en multipliant 
relevation actuelle u du thermometre, par Ie rapport de la 
vite88e :H du refroidisaement du vase dans l'air it -Ia .vtt.eue 
.k du refroidisaement du thermometre dans Ie liquide. On 
poumUt mpposer que Ie thermometre, lorsqu'il a ete plonge 
dans Ie liquide, ma.rquait une temperature inferiepre. C'est 
meme ce qui arrive presque toujours; mais cet etat ne peut 
durer; Ie thermometre commence it se rapprocher de.la 
te.J;ature I du liquide; en meme temps Ie ~quide. se 
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~frQidit, de sone' que Ie thmnometre passe d'abom a la 
temperature mesne du liqnide,.eIl8uite il' indique une tem
~ture. atMmemeo1:. peo.,di~ toujOUM superie1ire. 

/1 300 .. _ . 4 " /. J. ( .. J . 
Oh ,vOit par ces resultats; que si ron plongedaDs wi'meme 

"ase reuipU d'un: liqUide. qui Be refroidit lentement dHfe
rents theJ'lllolDetres, ils doivent 'tons mdiquer. a··tres..:petl .. 
pres la meme: telDpHBture'dans meme instant. AppellIDt 
h. k', ;4·, v~ du.1~ehidisaement de .wcun,'de 001 

th~!n:aodretres' tfarufJe HtfUiH~ ,! on)atir~ D.u ~~. ~~ pdu~ 
"I) c 1 , "I) ',I 111 # f1 ' . :" • III '~ • "j \. ',. l' ! 

le~, er.rcurs respe~ti ves .. Si. d~lJ.x. ,ther~ometfe&, ,ont: eg.ale~ 
men~, sensibles .c'est-a-dir.e s,i lc~s qU~~tjtes.h et h' sont le~ 

. , , I'. j , , , .1 i ' 

memes, leurs temperatures ~i,~reront egalement de celJes 
du liq~id~. ~~~ co~ffi.<:iel}ts ,k.", h'.,. , Qnt grandes valf11l.rs 
e~1 ,', que 'les e~~~hr~) ~~~ . the~~~~~~:r~s SQn~ d~s. quan
t!tes .~JJjtr~~eI?~~!' J?e~~tes et ~~vept. inllpprJ~ciahles. COD:

clut de la que s~ ~n thert;r;l!Om~tre elit construit· ~vec soin et 
Pettt . ~tr;~J l'CWar~6co,~ui~e'fac~,~ iI'sera :fa~i!e deconstniir~ 
plU8ie~~s autres d'nne ex~ctitude c8a1e., ~l) 

~ ~ "I' ,1 _ J J J." I • r" .' -' ~ • I. .. I 

s1fffir~ ,d~. J.>~cer: ~a~,.Ies, .thVDlometres qu~, l'<?p vQuftr~ 
diviser dans~n, va~e .r~mpli d'nn liqnide 'refroidit 
lentem~nt; 'et d'y' placer eh meme terups 'ethe~niorlietr~ qui' 
d~t" ~~ir. dA '~~e;: 0Jt Q'.a~', plus . qU:~ lei· IObseM'Br tiMl4> 

d~ ~.~gf .d~~.r~~~~l~ ~ tp'!~~:~r.~~~}?,t~f.v~"les,,~t f9~. 
marquera les'pomts ou Ie l!1ercure se trouve temps 
dans Ies differen~s .therni~~8.. \C~s points seront ceu~ 
des 'dWisioDB 'eherc~e8'/ Nou.s -avon! applique te procede it· 
la des thermomett~s e~ployes dans nos expe-

46 
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rieD~ ,(eO serte, que' ees·iDlbd.tnehm OOBtaidai8llt. toujoan 
qQcteDIBnt daDs' ellis, circOl'l8taD.ces Sleablab&s. '. ' 
.. N(N)...spulemml.t cretle ·mmpaRrisotl des tRemrmuetru ',... 

dant la duree du refroidissemeDt du liquide etablit entre eux 
uae,coinc~ par&.ite~ et lm,lldBd 1IOU-sembiabiJes ,Ii un 
seul modele; ·mais OR eo d8dtiit'au8side -.ore. 'de diTiA .. 
ellB~ni letnlie de ~ thermOme~ priDcipal'all' lesflUels 
1011&, ~ anblm cioi'rellb etrel,regles.i OD ,sati&fai~ ainsi' .'; Icc 
£cmonion: fondamt1llbde .,: ~et~ ,iJUbwaJaeBl; qui. est{ ft"~ 
de~ iD4ferV8l1es que)~oD<pl~S( ,fl~~~.oa~J4U~ '~~l:w)le, ~ 
meme nombre de degres conti~nvent la, meme qu~ntite d~ 
Mercure. AU- reste 1iorur omett'lms: iet 'plusi~rs detaIls qii:i 
n' appartienneIit point directe~ent it l' objet a~ 'noire; ~uvrage. 

, , t # ';'.i' "'llt ~ "'J ,. I •• t l;"· •••• r 
• ,Ii .~-" '.' ::?OI.,"",,·t_ .• ~:~ ..... I. ~'. " •• 

. ~ a ~~t~i1rli~e '~~~~ 'i~~ ',~('~l~,~ :f.::c~,~?tS 'fa l~P~, 
rature 'V que're~01t apt~s le'teinp~ eco~le tune couche spbe-
riqU~ interieure. :pla~ee' a. la. <Jistance ;x du ·cent~e.,,!n, s'agit 
maintenant de calculer la valeur de'la temp.eratuPe moyenne 
•• • I .'" ~, \ • \ 'II • 

de la splienr, ou celle qu'aurait ce solide ~i·tou~e·la quariti~. 
de ,chaleur qu; eUe 'cOlitlent «ftait Jgai~~~nt afs0'b~e 'e~t~? 
tons les poin~s de fa' masse. Le solid,e'de la 'sF~re' dont re 

, .":x!' ", ". 
myon,. est oX. e~Bt 411:, ~, ~ Ja quan~t~.d:e, ~~I~ conI'.e.IlJMf 

claM 1lD8'edvoelDppe' !JPwmcfWn1c)JWlIw!ftmtpeM1lte' e8t1;"~! 

et ~ e~~ ~~~c~ ~.:Li "~um~'a;,~:,~e~,4v ~~'.C'r.J.. J'~~ ,~a' 
, ,.,.' ~.d(~}' ':' " .", 

chaleur 'IDl!Je~:-14f ' I. 'I,ll ; op!~f.r.'. 4W,;"', Jin" 
", . ",~4~.~ ": ... j I.'I'I':'·~.; ,i 

• '. I • ... ",I l • ~ • • .. 
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pale .etaat File ~uit .: -= q juaqq' •. ~.= X. 0 .. lIleM ..... 
pow '11 aa vaie1U' .. 

r • I . • ~... .' I • ," .'..... i . . , 
a. -ln~t . a. -A-It:t . as -1cn3t . -e 8m.n • .1:+- e 8,n.nl .1:+-6 8m .. 1Ia.1: + etc. 
~ " ." : x z '", .. 

. ,. 

equation dans laquetle tous les coefficients des exponen-
tieiles i ~nt positifs. " '.. '. ' . ' 

: ·1, ') ; "I' . ,I t .j 3()~. I I , 

N01lS' ~onsiderermls Ie M8 OU toutes les autres conditions 
tlemeurant ies'm~es,;II1'wltur X du' raybn'~e ·1& sphere 
deviendra j~Rniment grande. En reprenant la construction 

~~ppo~~.len ~'~~ic1~!~~5~ ?n:!oi~ qu~:~~ q~~n~fe ~x ~e~~ 
nant infi,iie, la <koi~ ffieaee,.~ lprigi~Q, et fI'rli doit ~uper 
1~ diff~~ellte$',~~che$' deJa cour~·~ confond ay~ l'~ 
des :c. On trouve. done pour lea ditl'enmtes, valeurs de • lea 

~nt~~ ~': ~~"3,,, ~tC·IIJ ., ' ,'K : 
. ~ 

, Le tetiti~ de'~' vafeutJ d~·.t-qUi; corttierit ·e - bSr f; I .deft-
46. . .. 
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36& THEORIE ng LA! CHALEUR. 
nant, a mesure que Ie t~inp6 augmente, beaucoup plus grand 
que les suivants; cette valeur de z apres un certain temps 
est exprimee ~ans erreur sensi~le par Ie premier ~ermt: seu-

. . , K. nS ' , ,'/'C'~ ,: ' . , 

lement. L'exposant C. D etant egal it K C.D.X" on voit que 

Ie refroidissement final est tres-Ient dans J~ spheres' d'un 
grand diametre, et que "exposant de e qui mesure la vitesse 
du refroidissement est en raISOn inVerse du quam des 
diametres. 

. 303. 
On peut d'apres les remarques precedentes se former une 

idee exacte' des variations que, suhissent lea temperatures 
pendant' Ie refroidi~seme~t ~'une sphere solide. ~s valeuP.J 
initiales de ces temperatures changent successivement, -8, 

.~sure gue la chaleur se dis~jpe ~r la surface. Si les tem
peratures des "aiverS~ couches sont d~ahord egales, on si 
eUes djminue~{ depuis la surface jusqu' au centre, elles ne 
peuvent point conserver leurs premiers rapports, el d~s.toua 
les cas; Ie sysrero:e tend de plus en plus vers I un .e~t ~ur~lB 
qu'il ne tarde point it attei~re sensiblement. Dans ce der
Dier etat, les temperatures decFoissent depuia Ie' centre 
jusqu'a ,la surface. Si ron represente par 'un eertain are. 
moindre que Ie quart de la circtmference ,Ie rayon total :de 
la sphere, et que, divi~nt eet, arc en pa.~es. ,egales., o~ 
prenne 'en chaque point Ie quotient du sinus, par ,rare, Ie 
SY$~meide (res tapports ~prdsentera celt'll ',<iW s'etablit de 
llii-ineme entre les terilperatttres des couch«!s d'une' egale 
epaisseu~. 'Des que· cea : :.ierniers : rapports' ortt 'lieu ~~ iis con
tinuent de subsister pendant toute'la duree'do refroidisse

JDeJd. M~!~J1ac~~ .~~ "eq,p,e~s djmj~~, ~~ l'or-

" 
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CHAPITRE IV. 365 
donnee .d'une logarithmiqile, Ie temps etant pris pour 
abscisse. On peut reoonnaitre que cet ordre est etabli en 
observant plusieurs valeurs successives z z' z· z"', etc. qui 
designent la temperature moyenne pour les temps t, t+8, 
t+2 8, t+3 8, etc. la suite de ces valeurs converge toujours 
yen une progression geometrique, et lorsque lea quotients 

z z' z" 8uccessifs -;, -;, Iii, etc. ne changent plus, on en conclut 
'. Z Z z 

que lea rapports dont il s' agit 80nt etablis entre lea tempe
ratures. Lorsque la sphere. est d'un petit diametre, ces 
quotients sont sensiblement egaux des que Ie corps com
mence it se refroidir. La duree du refroidissement pour un 

- intervalle donne, c' est-a-dire Ie temps· necessaire pour que 
Ia temperature moyeone z soit reduite it nne pattie deter .. 

minee d'elle-meme ~, eSt d'autant plus grande que Ia sphere 
.. m , 

~ un plus ~nd ~~Dl~e. ., ..," . 
. 304. 

Si. d~ux sphe.res de meme matie~ et de dim_ion~ diffe.. 
~~es .o~.t parvenues a cet etat final oil I~ tfJDperatures 
s'abaisfept en conservant Ieu~.rapp9rts, et que I~on yeuille 
~~pa~~ les ~u~~, d~~n ~eme ~f~i4~eq~,. c'est-a
d,ire Ie t~ 8 ~,la tempe~~1l moyenne z de la ~re-

miere emploie pour • reduire ~ ..!.., t!t Ie 'temps W que la 
. m . 

,tempe~tu~e Z. d~ 14 seco~de ~t a devenir ~; il faut con-
l • " , •. " • 111 

siderer trois cas <Uffe~t&. Si les aphe~.ont 1:UJ1e et l'antre 
un petit diametre, les dur~s e et 8' sont dans Ie rapport ." , 
meme des ·diametr~. Si les spheres om rune et l'autre un 

.~me~re ~s-g~d, le~ ~~ e ~I ~:. ~nt ~~n~ Ie ;rapf,ort 
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366 THEOltl~ .1)£ 'LA CHALEUR. 

df.S ~rres des dia;Qtet~.s; ~t ~i IJ:l8 "pheMs ont des diametres 
~ompris eotre eet deu~ liDtitns, ,lea, rapports des tempi 
s.er.ont plu, gn\flds qtie ~J. d~a, diametrea, et moiudrea 
q~ ~~~ de leJ.lts qultrrfa. ,()Q:a nppOn8 plus Dmt lea 
:VA~' te~.~ ~ ~ ';llpportB~ : I • ,. " 

La ~,~n du mpllveme~t de 1. -eltalea.r dana UW! sphere 
comprend, celle ~es temperatures terreatre~ ,Pour, traiter 
cette derniere question avec plus d.'etendue, DOUS en avons 
fait fobjei (ruif 'ch~pi~ separi!:;" "", . ;'" ' ! ! '1' 

" ,,". '!';,' :305~" , " ',' , . 

L·usage 'que ,r~n a 'fait 'precldemment, : de r eq~ation 
• • • '" •• ~. ~., } .. ' ,... •• ., .' t ••• .., 'f" 

tan',. , =), est fo~dee sur llne.' co~t~f.t~on, g~~trique qui 
e&~ treSi"'9pr~,.a. cUc~ J. natu1'e d~, eftS ciquatiQna .. ' En 
effe~ cette construC?tiop.. fajt voir, ~lairement ,q~6 toutes lei 
racines sont reelles"; en'meme temps' 'ell~ en fait connaitre 
les limites, et indique les morens de' determiner la ~aleur 
numerique de chacune d'elles. L'examen analytique des 
equations 'lie ce: ~ilr~ doh:heiilit ,~' ~~mes ~snltats .. ' On 
pouna d'iibotd! reconnitltre que l'equaiioo ,"-4- ). ta~g~ '~ , 
dans laquelle ')! e!lt, uni IiOmbre con,nu liioindre que t'unite, 
n"a: '-8dcuiie' :raclnb 1<tm~giD.aire: 1:Ie 'la ~orriie' m+n V - i:. ,ID 
suflit -de' $tibsttitilei' 'ah lieu -de;'; cd:te- denuhe' qfutniite, et 
l'oll·voit aptfta b. tr~rtnt:tlonit'qu.e ·10 J¥'OiDiafTmembre 
ne peut deven~r Q.ullors<Ju'on attribue it m,et n des v.aleurs 
reenes, a moiIi6 que n 'ne' ~oit :nUlle': On deinorit~ :a~si iqu~iI 
De paut Y a"oi; dana·C6tle meme'eqwrti?D ' : l ' ,,' 

I , "l. Icos.I-).sin.e .. ', 
e ~l +"0.,0' •• ::;:: 0,' ou ' , , j =,0. ,- ... a, .. ' COS. I ' . 

" .I 

" - .:{ 
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CHAP1'tBE V. 

-- En eft'et, 1° les racines imaginaires du (acteur _t_· =0 
, CJe14. 

~'aHP~e~nent ~iDt a l'equation, • -l. ...... 8I:td 0 puisque 
£~ ~!l~ines soot tou. de,la; forDle • + n V-I;'"o l' equa. 

tWa siB. I i- i tO~. a ~ C1 * l1~ssalretttet1t ~OU'teS' s~' racines 

teelles forsque i est moindre que l'unite: Pour pr9uver cette 
derniere proposition, n' Caut considere'r sin: • CQmme k 
produit d'une, i,rifinite de' cad:e~rS qui so~~ , , ' 

et considerer cos .• comme denvant de sin. e par la differen
tiation. On supposera qu'au liea de former sin .• du produit 
d'un nombre infini de facteurs, on emploie seulement les 
m premiers, et que l'on designe Ie produit par cpa e. Pour 
trouver la valeur correspondante qui remplace cos. e, on 

prendra d (cpdl') ou f'. e. eela pose, on aura l'equation 

cpa e - i cp'. e = o. Or, en donnant au nombre m ses valeurs 

successives I, 2, 3, 4, etc. depuis I jusqu'a, l'infini, on 
reconnaitra, par les principes ordinaires de l'algebre, la na
ture. des fODctiODS de I qui correspondent it ces differentes 
valeurs de m. On verra que, quelque soit Ie nombre m des 
facteurs, les equations en I qui en proviennent ont les carac
teres distinctifs de celles qui ont toutes leurs racines reelles. 

De lit on conelut rigoureusement que l'equation ta~ =l., ng.1 
dans laquelle A est moindre que l'unite ne peut avoir aucune 
racine imaginaire. Cette meme proPQpoSitioD pourrait 
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368 THEORIE DE LA CHALEUR. 
encore etre deduite d'une analyse differente que nous em
'ploierons dans un des chapitres suivants. 

Au reste la solution que noos avons donnee n' est point 
fondee sur la propriete dont jouit cette equation d'avoir 
toutes sea racines rCelles. II n' aurait donc pas etc! necessaire 
de demontrer cette proposition par les principes de l'analyse 
alge'brique. II suffit pour l' exactitude de la solution que 
l'integrale puisse coincider avec un etat initial quelconque j 
car il s' ensuit rigoureusement qu' elle doit representer aussi 
tous lea etats subsequents. 

(. 

1 • ; 

," .. 

, 

. I. t ,,~ ~ ," 

1". ',' -; • J • {l. I " 
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CHAPI TRE VI. . , , 

, .' 
DU MOUVBMENT DE LA CHALEua DAKS UK ctLINDaE 

SOLID B. 

" 

306. 
. ' 

L B mouvement de la chalear dans llD ~ylindre solide d'une 
longueur infinie, est represente par lea equations 

tlv K (dS
" I av)- "v dV di=Ci5 ' dz~ +~dz et K + 4Z=0, 

que: 1'011 a rapponeea (pas- liS et auivantea) dana lea arti-
. des t 18, 119 et 120. Pour integrer ces equations, on don
nera en premier lieu a ~ une valeur particuli~re tres-simple 

exp~ par r~ation, 11 =6 ...... m t u,; m e&t un nomb~ 
qJ1~conque, et U 'Que foaction de ~. 00 deaigoe par k Ie 

coet'fieient' CKD qui entre dans la premiere ~1Oii- et pap' It, 

Ie coefficient i qui entre dans la 1eC00de. En substituant 

1& valeur attribuee a 'V, on \rouve la condition smvaDte: 

On choisira done po~r u une fonction de x qui satisfasse 
it eette equation differentielle. If est facile de voir que cette 
fonction peut ~tre exprimee par 1. serie luivante : 

41 , 
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370 THEORIE DE LA CHALEUR. 

G d6signant la constante i. On examinera plus particulie

rement par la suite .req~ation diffe~tiene dont cette serie 
deriv.e; on regarde ici la fonction u, comme etant connue, et 

I'on a e -Glct. u pour Ia valeur Particuliere de'V. 

L'etat de la surface convexe du cylindre est assujeti it une 

d· . ., I""· d' ., kV dV con ltIon exprlmee par equatIon etermmee + d z =0, 
qui doit etre satisfaite I<?rsque Ie rayon x a s~ valeur t01:aI~ 
X; on en conclura l' equation determinee 

( KX· ~X4.t.:£.... ) t.KX "~6&"'X4 :--.--
k 1--.+ • I.~+ .4'6s+etc. ===--;-- • 1..+".I.'~+etc. 

2 2 • '" 2.. 2 2 • '" 2 .", .U-

ainsi Ie nombre G qui entre' dens la valeur part:iculiere 

e - Kit t • U :0' est point arbj~re. ;II" est necessaire que ce nom. 
bre satisfasse a I' equation pre~dente, qui contient G et X. 
Nous prouverons que "cette equation en G -dans laqueUe " et 
X Sont "des cjnaDtite's donnees a 'tine infinite de racines, ~t 
que toutes ces. valeurs de G sont reelles~ II s'ensuit que rOD 

peut donner a la"variable 'V une infinite de Valeurs particu .. 

lieres de la forme e - K Ie t . u, qui dinere~o~t seulement par 
l'exposant G. On pourra dODe- composer une valeur plus 
generale ,en ajoutant toutes ces valeurs 'particulieres multi
pliees par des coefficients arbitraires.: L'integrale qui servira 
a re80udre dans toute son etendue la question proposee est 
donnee par ~'~uation suivante : -

I' .' • 
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CHApITRE VI.' . 3" 
6. 6a G, .•• etc . .designent toutes lea valeurs de u ftui gatisfont 
a l' equation d6te~ee; ". u. ~ 'etc. designent lea valeurs de 
" qui correspondent a ces difterentes racines; t.l. tt. Q, etc., 
sont d~s eoeffi.cieats arbiti'aires qui ne peuvent eve deta'!' 
mines que par l' etat initial du solide. 

'.' , 307~ , 
n faut maintenant examiner la nature de l'equation deter .. 

minee qui donne'les :valears de K,. et prouver que toutes lea 
racines de cetre equation sont' reelles, recherche qui exige 
un examen atten~' 1 • 'f;. : • 

gX' 'X' "IX' Dans la serie I - -:-+ «, ~ - • 4' 6- + etc. qui exprime 
2 ,!l.. ,.2. • 

gX' la valeur, que re~it. u lorsque z=~" on remplacera-. 
, .., .. . 2 

par la quantit6 a, et ddtignant pu-J'a our ~ fonctioo 
a'.' 8' de 8, on aura y fl = I - 1 + .~....-r. + . 3' 4". + etc. 
ll, • 2-."- ll. • 

l'6quatioB d6terminee deviendra . 1 

a· I' . 8' ". 
LX 1-2-; + 3 13'- 4 13" 4' + etc. ,. S 2. 2 •• I-

2"" = I' ,I Pi. 8' 
I-a +;;-2".3' +: ~ •. 3'·.4.-etc . . , 

r 8 designant la fonction tl (lea) . 
Cbacune des valeurs de a fournira une valeur pour G, au 

moyen de l' equation g:=: = '.; et l' on obtien~ra ainai lea 

quantit6s G." etc. qui entre,nt en nombre infini dans la so-
11Jtion cherchee. 
"La quefJtion est donc' de demontrer que I'equatio~ 

A.X f '8 
-;-+8]1=0 
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~~~ ~vpir- .~Q,~~ ~ r~ip#s ffl~J.ef,· NQlJl prou:~erons en 
~fff{~ q~ J'4qll~liq~./h:;:=~ il t;o~t~ ~ :r~i~ r,eelles, cp.t'il 
~~,.c~~ 4e .. ~~~.~~ cqm4q'MP~ .t\e l'equatiQpf 8=0, et 

~'I 8' ensuit que l'dqwitioQ A a:a. Wa a~i toutea. sea ra-

cines reeUes, A repre~tan~'~ qu~tite con~ue _ It:-. 
308. 

L' , .. I ,~,a, 84 " 

e~atIOI,) :r; I - e + ;&-, - 2~ 3. + s' 3. 4" ,- ,et~. eta~t 

differentiee deux fois, donne la relation ,Rivante : 

, . dy ',. ti-'y 
Y+dl + II dG- =0. 

On e~rira comme iI' suit cette' equation,' et toutes ceDes que 
roD 'en aMUit par la 'djft'eteDtiatiOn, 

'. 

I·· , . 

.t, .:.\. \. ~.:. . \ 

et en general 

l . 

'. ;. ar ' ~ 'i/'y 
Y+;n ~8,d,'"::;:::~ 

dy d" .y d''y 
dt+ 2 (lF+8. W =0 

fil-y . ~:r:,l "~Y.......:. 
dG' + ;i de' T.Q dF -=- () t 

. ( '. 

et,~. 

.. ·~i.r ('.' ,d(J"*i).~ t Jid<,+·).r ~ .... 
. I' 'Ji;.+: ~ + I~'d&~+'~)'~ e ~8(i..,~) -, ,0 , , . 

Or si ron ecilt oans rome Suiv1lDt 'fequation algel>riqn. 
x=o, et ~u~ celles qui en d~rivent par la difi'ere!,ltiatlOD 

. . .. ' 
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et si ron suppose que toute raaoe reelle cfune quelconque 
de ces equations emnt substituee dans celie qui 1& precede, 
et dans celie qui la suit, donne deux resultats de signe con
traire; il est certain que la proposee X = 0 a toutes ses ra-

. cines reelles, et que par consequent il en est de ~e de 
toutes ses equations subordonnees " 

dX t/,Sx d l X 
dz = 0, dz. = 0, -;r.;- = 0, etc. 

ces propositions sont fondees sur la theorie des equations 
alge'briques, et ont ete demontrees depuis long-temps. II 
aufJit done de prouver que lea equations, 

dy dOj 
Y = 0, de = 0, dF = 0 etc. 

remplissent la condition precedente. Or eela suit de l' equa
tion generale 

~i' di+1 ~,+. 
-.1"(. ) .y e- .1' • --:- + ,+ I "+ + ~+ = o. 
dl' de'· 116'· 

car si 1'0n donne a 6 une valeur positive qui rende nulle la 
d ;+1 til 'dl 1--

fl · '1 d ~ .1' UXlon . + ' es eux autres termes , "et "+ rece-
dl' I dO' de' 1 

vront des valeurs de signe oppose. A l' egard. des valeura 
negatives de 6 il est visible, d' a pres la nature ,de la fonction 
fe, qu'aucune quantite negative mise it la place de 8 ne pour
rait rendre nulle , oi cette fonction, ni aucune de celles qui 
en derivent par la differentiation; car la substitution d'une 
quantile negative queleonque, donne i. tona Ies termes Ie 
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374 THEORIE DE LA CHALEUR. 

meme signe. Donc on est assure que l'equation1'=o a toutes 
sea racines reelles et positives. 

309. 
II suit de I. que l'equationf 8=0 ou.r'-o a aussi toutes 

ses racines reelles; ce qui est une consequence connue des 
principes de l' algebre. Examinons maintenant queUes sont 

les valeurs successives que re~it Ie terme • -ja8 , ou 8. : ' 

lorsqu'on donne a & des valeurs continuellementcroissantes, 

depuis 8 = 0 jusqu'a 8 = ~. Si une valeur de 8 rend y' nulle, 

la quantite 8 y' devient nulle aussi; elle devient infinie lors-
y 

que 8 rend l' nulle. Or il suit de la theorie des equations 
que, dans Ie cas dont il s'agit, toute racine de 1"=0 est 
placee entre deux racines consecutives de 1'=0, et recipro
quement. Donc, en designant par 8r et 81 deux racines con
secutives de l' equation y' = 0, et par 8. la racine de l' equa
tion y=o qui est placee entre 8.'et 81', toute valeur de • 
comprise entre 8. et 8. donnera a y un signe different de 
celui qui recevrait cette fonction y, si e aVAit nne valeur 

comprise entre 8. et 81• Ainsi la quantite 8.r est nulle lors-
y 

que 8 = 8.; elle est infinie 10rsqUe 8 = 8", et nulle lorsque 

e = 81• n est donc necessaire que cette quantite 8 .r prenne 
y 

toutes les valeurs possibles, depuis e jusqu'a l'infini, dans 
l'intervalle de 8. a 8", et prenne aussi toutes les' valeurs 
possibles de signe oppose, depuis l'infini jusqu'a zero, dans 

l'int.ervalle de 8a it 81• Donc l'equa' tion A=8. z:. a niceaaaire-y . 

ment nne racine reelle entre 8. et 8", et comme l'equatioD 
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CHAPITRE .VI. 

y' = 0 a toutes sea racines reelles en nombre infini, il s'en 

suit que l'equation A=e.r' a 1a meme propriete. On est y 
parvenu a demontrer de cette maniere que l' equation de
terminee 

,-X· ,·x· ,'.X· 
" -~....--Te' + 6 • ls 6" + etc. AX 2 2 ... 2 .... 

-2-==---,~x=·-X~"--~2~"-.4=·----,-i~X~·----
I-~-" +::;"V1X + • l. 6' + etc. 2 2, 2 .... , 

dont l'inconnue est G a toutes ses racines reelles et poai
tives. N ous allons poursuivre eet examen de la fonction u 
. et de l' equation differentielle a laquelle eUe satisfait. 

310. 

De l'equaiion y + * + & ~St = 0, on deduit l'equation 
i ii+l) d(i+s) 

lenerale ~ + (i + I) . i +;- + & i +;- == 0, et si 1'00 
de. de de 

suppose & = 0, on aura l' equation 

~(i+') ~i 
" Y _ I Gy 
--:-. ~ - - -:-- -., 
d8 ' + I .+ I de' 

qui servira a detenmner lea coefficients des differents termes 
du developpement de la fonction/a, car ees coefficients de
pendent des valeurs que .re~oivent lea rapports differentiels 
lorsqu' on y fait la variable nulle. En supposant Ie premier 
connu et egal a I , on aura la serie 

e. as e. 
y= 1-& + .--;--3" + · 3" 4- - ete., 2 2. 2.. 

si maintenant dans l' equation proposee 
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376 THEORIE DE LA CHALEUR. 

tI" g I tlg 
GU+ dz" + i eI:z;=o. 

On fait g :: = • et que I' on cbuehe la nouvelle equation en 

u et & en regardant U comme une fonction de e, on trotn'el'a 

d' OU l' on conclnt 

gz' ,. or' 
ou u= 1:---;;:- + 2" 3' + etc. 

It est fadle d.' exprillleF Ia SGmme- de celte sm.... Pour 
obtenir ce resultat,. QD developpera comme il suit la fonc-
1IMu 80'. ~. siR. :t) en c0siDwt d'arcs multiples. On a_a; 
par lea transformations connnes, I 

I :cV:=i 
-CIte 

2 COS. (CIt sin. x)=e 2 . e 

et desi~nt e or V=I par GrI 

( • :\-... 2 2' 2'cos. /tSJD; ;,'KJ.J--~' • e 

-11 
-dJ CX'6J' 

+ e 2' .e:IP· 

En developpant Ie second JDembre selon Ies puissances. de 
(a), on trouvera que Ie terme qui ne contie~t point lit dans Ie 
developpemeut. de. coa..(CLSio. . .t:). est. 

( CIt' CIt' CIt' CIt' ) 
2 1-.+-;--'10 - /I .t~-ti' •. + III .to C" g" -ebl; ; 

2 2 ... 2 ... \ 2 ..... 
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CHAPITRE VI. 
lescoefficients de6)l,fI)3,fI)5,et~. sont nuls,il en est de meme des 

coefficients des termes qui contiennent ~ - I , fI) - 3, fI) - 5, etc:; 

lecoet&ientde. ~2 est Ie ~me que celui d~ 6)1; Ie eoijffioient 

, de fl)4 ~st 2 (2.:.~.8 - 2" .4.~·.8.IO + etc. ), Ie coefficient de 

fI) -,4 est Ie meme que celui de ,fI)4; il est aise d'exprimer 
Ia IOi suivant laqueUe ees coefficients se suecedent; .~is, 

sails s'yatreter, on ~rir~ 2 cos. 2 ~, au lieu de ~ fI) 2 + ~ -'} 
ou 2 cos. 4 :x: au Ii~u' de (fI) 4 + til - 4), ainsi de suite: d'onc 
la qua~ti.te 2 cos. (ex sin.:x:) peut ~tre facilement developpee 
en nne serie de la forme 

. : llA, + 1 cos. ~a: + C cos. 4~',*" D.cos. 6..2:.+ e1IC1.;~" r. . 

et Ie premier coefficient A est' egal It ~ 
. 0,: 

'. 

si l'on compare maintenant l'equation generale que nons 
. av~ ·donnee preeedemment 

; 'Jr, :x:=;/,:x:~:x: + cos. :x:j,:x:cos. xd:x: + etc. 

a' celle-ei, 2 cos. (ex sin. :x:)=A + B cos. 2:X:+C cos. 4.r+ etc., 
on trouvera lea valeur! des coefficients A, B, C, expriJnees 
par des integrales definies. If suffit ici de trouver e~Ue d" 
premier coefficient A. On aura done 

; A=~! (cos. I( ex sin.:x:) d:x: ), , 
l'in~~g~e devant etre pris depUis :x:=o jusque :x:=~. Done 

48.. 

\ 
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3i8 THEOI.IE DE:J.,i. CHJ\.LEUR. 

la valeur'de la serie i-:: + 2~~" - 2"~: 6" + etc. est celIe 
~ 

icte l'ititegrale d~ie l'd ~ cos. (Ilt sin. :J;). On ~Mt ,de 
, , 

o 
.. .. '. 

la meme maniere par la comparaison des denx equations les 
"\?alell:U~ des ~ieDts sw.iv&nt8 ,B" Q etc.; QD a 6udique cea 
~sa&l&, 'Plrtt(!oe' Jqtl'ils Ism\l 'Utile& dans -d~.utres I'mhemhcs 
ctni dep~,dent de ~a ~~e~~, theorie. II suit, de Ia q~e, l~ -ya-
,leur part~cu~f!re, ;de It qui ~tisfait a l' eqQa~on ,'" 

• I • I • ..... • , 

" ·ds ." J: 'd..' ~f" · ~\ ' 
GU + dz" +zdz=<)'est,; cosl~Vi'·~r'1· 'i i~,' 

l'integNie etant prise dElp1tiJ Fa:; bi juaq.'a r~'let En desi
gnant par q cette valeur ,de u, e~ f~,isant u=gs, .~~ ~u-

vera S = a + b f :fj~ et ron aura p~ur l'integrale ~~~plete 
d I' " d' " I au: " - " 

e equatIon G u + dx~ + :x dx ==0, 
.... 

J • • J • • I • f 

u= (A + B f z(~~cos.(xVg.sin:r'/1r).)f'OOS·(~i)aia.,,",).", 
A et B sont 'des>c~t:tntds 'atbitmres. 'Si tOD -stippase"B=o 

~m·aur~ 'C~~ iPr~c~e~ent"u= fc~~. (~Vi:si~'J)d,:: 
Nom 'ajO'fltetoDs res ~.s. 'Sbil'8ntea "~tftett ,81 «$ 

4Iernihe e'Xp~"iOD. _ .;' , I ~ ,~) , I ,I 

3".<. 
L'equatioD 

• .., I • ~ __ : 'I' e' ~".~.' 2"':4" .6-·,Ii c!>S."(~SID.U);~U~I-:-"S":+,-V-.- ;r;8. , t~c .. I 
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CHAPITRE VI. 

ae Teriie d'elle -meme. I» eftet, &0 a 

V· lilt. " rllft,. .,.~ .Slft.. t ...... All' 4 _.. ) 

--+ -_. -·----+ec 
2 2.3.4 2.3.4.5.6 • 

et iDb~granf depuis "=0 jllsqu'-a "='1\', en "emparl!' par 
8. 8 .. 8, etc. les integrales definies 

f sin. 2 II au., f S~.4 U a II, f sin.' u tl II etc. , 
, .. 

, , . 
If' ( :.') d flo S .. S ,. ~ 
- CQ~, &SlD.U U=l--.• +~. 4- '.IJ.'Q~+etc. 
~ t'l l •• .. • • .,.. a.~ ..... 

il reate' a dete~~~ 8. S .. 8, ~tc. 'Le terme sin.· u 1 n eblDt un 
no~~ -pair, peut etre developpe aills~ : 

sin:u=A.+ B.cos. !In+C.cos. 4n+ etc. , 

en *,ultipIiaDt par d u. et integrant entre les ~m.ite8 10= 0 

et U='I\', on aura seulementjCdusin:II)=A.'I\',les auttes 

termes.s'evanouissent. On a, d'apres la formul~_connue pour 
Ie devcloppement des puissances- entieres d~ siQu~, 

A - .!...~ A -' .!.. ~.4 ~ -.!.. 4.5.6. A -!.. I.B·V·S etc' 
2- 2S l' "-2" 1.2' -28 '1.2.3' 4- 2' 1.2.3.6 . . 

en substituant ces valeut'S de S. 8 .. S6 8. ~tc., on trouve 

'I [' '.' a· a' e·".' 
1P. cO&. (&IRn.u) du= I "'"':"'~ ..... 2",4- - S'. ,,-.6- + etG· . . 

. • 1 'I • '. ~,! :"f' • • ! 

, Qn peut -rend~ ce ~sultat plus genel'al ~n pl',~nant., au 
lieu .de cqa.- ( tsiD. u), UQe fon<;tion quelcopqne , d~ t sin, " J .• 

48.' . 
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380 THEORIE DE LA CHALEUR. 

8upposons donc que ron ait une fonelion , z; qui soit 

ainsi developpee ,z; =, + z; " + ~ ,p + ~3 ," + etc., on aura 
la la. 

( .) , . t' " . 2 t'~,. 3 
, tSlD.U =, + t,.SID.U + -, . SIn. U + -3' .Sln. u+ etc. 

2 2. 

Ifd (.) , 8 t'" 8 t' w, 8 ( ) et ~ u, tSlD. U =, + t, .. + -;f' 2 + 2:3" 3+etC. e 

Or, il est facile de voir que 8.81 85 8, etc., ont des valeurs 
nulles. A l'egard de 8,84 86 88", leurs valeurs sont les quan
tites que nous avons designees precedemment par A. A. ~ ... 
etc. C' est pourquoi , en substituant ceS'valeurs dans l' equation 
(e), on aura generalement" et quell~ que soit la fonction, 

If (. ) d t·. t',,, t 6 'I, 
- ~ t SlD. U U =, + --. 'P + --4' , . + ',f 6',. + etc. , 
~ 2 2. 2 •• 

dans Ie cas dont il s' agit, la fonction ,z; represente cos. z;, 
I, .. ., I. ., . . d 

et on a ,= I, ,=- I, , = I, , =-1, aIlUl e 
suite. 

312. 

Pour connmtre entierement la nature de la fonction Jl , 
et celie de 1; equation qui donne les valeurs de g. il faudrait 
considerer la figure de Ia ligne qui a pour .,tion 

6' 6' 
y= I - 6 + is - 2'.3' + etc. 

et qui forme avec l'axe des ,abscisses des ai~s alternative
ment positives ou negatives qui se detruisent reciproque
ment; on pourrait aussi rendre plus generales Ies remarques 
precedentes sur l'expression de~ valeurs des suites en" inte-

• grales definies. Lorsqu'une fonction' (J'l1ne variable :x est de-
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I : _~ll:f\.'Icr:M tV,l~. _:i' i 1 38i 

veloppee selon lea p~~ces de x,. on -en deduit recilement 
la fonction _ que ,representerait la' ~erne ~rie, s~ l' on rem
pla~it les :pu'issdnces ,:.. \! - • - ,,', . ( '. " . ' 

x r r Xl :If ••• etc. par cos. x, cos. 2 X I cos. 3.i, cos. 4 x, etc. 

en faisant usage de cette reduction, et du procede indique 
par Ie paragrap. 2 e• de l'art. (235), on obtient les integrales 
definies qui equivalent it des series donnees: mais nous ne 
pourrions entrer dans cet examen, sans nons ecarter beau
coup de notre objet principal. II suffit d' avoir indique lea 
moyens qui nons ont aern a exprimer les valeurs des suites 
en integrales definies. Nons ajouterons seulement Ie deve-

lop'pe~ent de. l,a fIU~ntite G ):-:el!-, u~eJiia~po~,w.P.tipH-~' 
3i3. , .. ; I, ~ f f~':J"" [I ." ,. 'I! 

L'indetennio8t'y'oli'/t'satiafait it I'eqaatioo. '.:. r 
. d' d . '. " 

•• ') r .).r't",fi.;+ eJ.:::;:ro. I' .' '1'. ,.;. :1, 

. ,I, 't ;.; . ."' ~. , . n .. I ::" # ',. , 

d'ou ron deduit', en -(Jesignant par Y;y",Yfl#,Y· etc. les Conc-
. ti,r d-y d',r ,ri'y -.: 

bons ill' de-' de'" d&4 etc. 

--1' =.1' +y6" on 
--T =2.r" +"e'" 
-7. _3,r"'+y6'Y 
-T"'=4r'Y +y6Y 

etc. E-8, 
2 8 

3=1 
4-0 

r-:e 
6-etc. 

, 
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~nsi fa fon~~n' ....:...~::; 8 qui entre' da~s l"e~a~OIl ddter

minee a pour valeur la fraction continl.l<i~.~ribJ;in~ 

. . ,', :"(1 .. 

1 , 
1-60 

, 
t.l • .1 ...• · ·.tI' jf 0; t I: 'I 

_ I t I ~ • I (": •• ~ ;..: I ,I .~..; '. • ..... :' ........ ' .. 
" ! . 

,. ..,. .~~A '. 
. Ii. "I' '! ;, "fL ' ... 0'" I . \ .:: ,.t " .! 

\' 

, . , . 
. : I '!\, : J' ... I 

.. ~" 

. 
!, "I,' 

NonS ;'aRbns -irliti'rttenant"rap.peier 'les':resttJtats 'auxq1l~ts' . . ,- . 
nous sommes parvenus JUsqalCl. 

Le rayon wmablrfl de .lai ifiUthe ,cylindriqae .etant dari.gne 
par x, et la temperature d;e ce1;W _ couche .etant 11 qui est 
fonction de :J: et du temps t) 'cette Conction cherchee 11 doit 

sat~i~, a r~~~~f~. ~. ~ilff~r~~~:~ :fame!l~ .I!' ;' 

d'V (d' 'V l ~-O) , ... 
dt = Ie dx' +';. tlz' ',., '. 

on peat peelllllhe' pour 11 .la .valeur sui~~!l_t~.: .1-, .':' 

-mt 
'u=e .u; ': .. -

u est une fGlldi.on de :J: qw Satistait a: l'equatlOD 

, , I' 
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fol\cti~ ~ -6, Oft :ftra~2rf-6JJ&J~.La-~Ieut8&iv"Bte, 

')"~;;' I;'" j' "'," '1:');"~ .. :,tI"~J .1:, ~(ftf ','W ~ ].Ill''' '. J' . I 
. . . u-;- r"':'" + -;'~~' -+ . ~. 3." ~~ - etc~ !.. ' 

\,\ ';". '. , , I;' 'J". ~ I·il j"of' r2. J C ~ l'" • • ". ,I 'J f & ,'. • _ ,.. • ~ PI •• ' ~ 

"t¥ftl~,a: lt4qu,.t~-,.eJ)f "' ~:~, .Q~, p~il~ d~n,c r~.iltl '~e,~ 
de u en x celle-ci, . . 

, I'" "'J 

m ZO m' Z4 m' z. . 
u= ~ ~ 1_'-:-; + F ':\""'70~-n-' .. ,. (i' + etc., \t \ (\ .... t·~. ;'''. !Q ..... ,.' If· 2. It __ "'\:; 

, ' 

. ~~ ~f~~ d~, ce~,. serie ~t " '; ... ;." ;'::', :11 ." :,l, 

.. ····1 • : !fc08.fr(x~ ·8hi.'r)·1I;~' j ") ... '" r . 
'Ir 11:... . 

. . 1 ; I. 'l/;(l ~)·III.·'" I 

l'integrale ~ta,nt p~se_ de~~ ,.=\ooj~~a ,.= 'Ir. Cette 
valeur de at\e~ ~'~m ~all~ltit)a"~~elle, et 
conserve une v~eur. finie lor~~ x ~t ~~llt:. J)e plus, l'equa-

\ ., " ,",1 I 

tion ~u + ~:~ o· d~ii eire satisfait~.lo.~~\ x' . X rayon 

du cylindre: ~~tte WftldJb.liM:t-a~ft&it ~ ~~. Ii feB donnait 
1 la quantite m qui entre dans la tonctioD . .f4.: ~e valeur 
q~~o~~u~; .i~, ~u~ ~e ,l~ ~D ait,.re'F'tion 
\' ,'I~ •• ,~,. I •• f" 11/.1 .1,.,. I \. J l . , ,;" " 1:i.'I~ ,Y\ ••• \\. 

JI i! ,i ... ; ". i!!J.U...,~ , ',;"!' 
2 -1-8 . . C,.: II' •• f 

. . 

2-8~ ( 
"I'l',':I" :"\' f. "~, (\ 

" J " 

~ )j1J,,~ H .: :~';:.;~ '\ ·;1) !11":~~:;:~h') 'JlJI' II,Inror:lii'II' '} 

-I,!t,; Jd til ,,'1:(/'1 fl') ··11 ,"''\ :) 1I'4._<J','" 1'1 ')1) -.f "1' ;:,.r '. f ....... ) .. ,,1.,-. "J~ 

. if.' . ~ ; . t • ., I; ,. I ".' I 
. I •• I )) I.,· . '/ 1"1:1 'Jolt"" 1'·'1"1'''' j' '1 1 • .., ;J-'-"'c ..,~ \. ,.1.' 'f"l .... 

-' : I,·", - '1,,'1 /I} ,:,·!.;idL " .. \ co""I':') ", " \\ I', J"J ... m1l.'· ·c# ,.>~'''' ·.1.~ 

dans laquelle e designe T -;. Cette equation dP.tP.rlnin~ ani 
1£ 2 -------yro ,I,Jl!",," 

MIli.wul1 it la1dmnt.p. . \ '\'-- l "\\ ---,-.pr.r--,' .1.. -'-.:r;'l-l- .~\. ').t'- + ,~\.' \ \-.=..::', 
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'384 THEOJliE fDErtA,CHALEUR. 
"X( ,8", 8' ) 20- 38' 48' 
-;- ,I '"-t :+ 2'-2s,3' + etc. =8-';1"'+ ~--~'.3'.4"'+ etc. 

donne ~qr, ~!lne infinite ~~ '!81e~rS'Il"~I\e:, _que l'~n designe 
par 6., 8., 8" ~etc. " 'Ies valeurs toiTespondantes de In 

t 2•uU• ~'kG., 2'~G, I 'ti.. "\ 1..1''v.l..'1'" • uli' d son -X;-' -X .... , -x'-, e\,;.; must iI. lueur'),artlc ere' e 

11 est exprimee ainsi, 

, , ) ,,~ '2."ktt .-f. - 'r 'z' .~, ',' .. ,' 
w 11 d e i7 X. 'J cos; '\ 2 x'V( sin. q ) J ii.-

On peut mettre, au lieu de 8., ~~e"d~s:ir~~ines 8~,' &~; OJ, 
84 , etc., et ron, \ en' compOse? _ nne ,valeur plus generale, 
exprimee par r equation . " \ - . 

. ') ,', - '\ . ':-~2~k~8:)J: ' .(' .. ~ ~ ~ ';" I \ d" 'J: ,. .. 

-. ,"'1r:v.~~~.) 'tow 'J eos .. 2'X,I(,u, .,~~n. (J J., .fl,,:, ', .. 
.. I ,,{ " ' • 

,':. '. I _2"kte~ 'f. (z I. ', ..... 'JJ)\ .. ! 

.,. .. +_a~~ .... J.' J ~s. 2 X ~~ ... s:~;~_ .. 41 : . 
. , . - 2"/t t8! r. (z '. '\ ./ 

I ) ;' I +'-3<e ~tIX. }(!~!.~.2''i!vt .. ~IJ''fli'1'1.:., " I .• 

. i.· .. ·+"':etl.:t I' , t, ,f .. 'Ij' \ ~ .. :rll' I, c. -. ~ ." .1" ." I • • .:~ 

" . ','a' '! ·~"I • ,. 't I, jJj':' I: "'j', J t,. 

a •. .. a.. . . a , sont des coefficients arb1tr~ires : 'Ia: varIable q 
disparalt apres les integrations qui ~oiv~~ tQutes avoir lieu 
depuis q = 0 jusqu'a q = w. ,.' , ' 

315:·' .. ,', 
Pour demontrer que cette=.~leur de 11 satisfait a toutes 

les conditions de la qaeatiOn et qu' elle en contient la solu
tion generale, il"lJ.e _reste plus qu'il determiner les coeffi
cients a., a" au d'apres l'etat }n~tjal. On reprendta re-
JAul·aJ.·r~'n'rr! , ',. :_J ),: J •• :,'; : -- ' 'HI: .;,./. II ,'". " " 't L U ...\ ~." ... t)l '0 • 
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. CHAPITRE VI.: - -' 385 

dans laquelle u,., u", u,J sont les differentt;a valenrs que 
prend la fonction u, ou 

lorsqu'~n met successivement au lieu de lIes valeurs g" 

g., gl, etc. En faisant t=o, on a l'equation 

dans laquelle Vest une fonction don\tee de x. -Soit f z cette 
fonction, et representons la fOQ.ction u, i dont l'indice est i, 
par 4 (zvG;). On aura . 

f z =a.4(xVK.) + a.4(xVK.) + ~4(.'I:VG,) + etc. 

Pour determiner Ie premier coefficient, on multipliera chacun 
des membres de l'equation par fI.dx, fl. etant une fonction 
de x, et ron integrera depuis x=o jusqu'a x=X. On de
termineracettefonction fl., ensorte qu'apres les integrations 
Ie second membre se reduise au prewer terme seulement, 
ou se trouve Ie co~fficient a., toutes les -autres integrates 
ayant une valeur nulle. pour determiner Ie second coeffi
cient a., on multipliera pareillement les deux termes de 
l' equation f x =a. u,. + a. u,. + ~ ill + etc. par un autre tac
teur fl. d3:, ~t ron integrera depuis x=o jusqu'a x=X. 
Le facteur fl. devra etre tel que toutes les integrales du Be

.c~~d _ mem~re s'evanouissent, excepte une seulf., s.ravoir, 
celie qui est affectee du coefficient a,. En general, on em
ploie une suite de" fo~tioDs de 3J designees par fl. fI~ f13 fl4 etc. 
qui correapond~Dt" aUx- {ouctions U,i, u", U, etc.; chacun 

4:1 
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386 THEORIE DE LA CHALEUR. 

de ces faCteuti a ala propriete de faire disparattre pa~ I'inte
gration tous les tefmes qui contiennent des integrates deli-' 
nies excepte un senl; 011 obtient de cette maniere la valeur 
de c.'hacun des coefficients a, a. Q 3 etc. II faut donc chercher 
quelles sont l~s fODctions qui jouissent de la 'propriete dont 
il s· agit~ . I 

316. 
Chacun des termes du second membre de l' equation est 

une int€~grale difinie de cette'forme 'afa.u dx; u est une 
fouction de x qui satisfait a r equation 

In d a ., , I dft 
_·u+-+- --0· 
J..' dx' x d:& - , 

d f ief (. 411 d" U ) on aura ~)DC a a.U dx=-a;; :X;J;: + a dx' ·0 En 

developpant au, moyen de l'integration par partM!6 left terme5 

f er du d f d'. d 
~ Z tl:r· x et II. dx' z, 

. f G'. d ,tl" ti. f 4" fI d et .. a dx~· x=D+ dl:fI-U·dx+ "dz" x. 

Les integrates devant 'etre priaes entre ~es limites %=0 

et ~== x, on' de~nera par eetlle condition les quantites 
qui entrent dans Ie deftloppement, et De sont point sons 

t~ signe f Pour iwliquer que ron suppose .:& = 0 dans une 

expr.esaion queloonque en 3:, on affectera cette ~ 
do l'iBClice «; et OD lui· donnera l'indi£e .. pour indiquer ia 
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CH:AP~TlUS VI.: 38~ 

valeur .qu' prend lal fonctiGa de.tz, IorapOD donne .a oette 
variable :& sa demim nletU' X. " ,- .. 

011 apra done, en a1ipp4NUt .1f~O (laos les. dQllX equa. 
tions prec6deutes . . 

, c ( CI) .. D (dU ' dCl ) 

0= + u~ «et o~ + d.:·(I-1J,·d~ til' 

on determine ainsi les constantes C et D. Faisant ensuite 
:x = X d,ans ces ~1ae8' equatioliS, et· 8UppOSBRt que finte
grale est prise depuis :x= o.jusqu.t~ .x=.~, on aura 

. - : ,\ 

fe ! .du.ix)=C'ul) -(~!) -fu de.!.) 
z dJ: -. oX Ii'. ~". . ~, 

on ,ohtient aiDS~ l«pwioa . . 

317 .~ . 
Si 1a quantite ;:: --:- tl ( .;) qu.i m~lt4plie u sons 1& sign~ 

'-;rz . . . 

d'iotegratiOll'dans Ie' set<WJd· RIIelD.bre·&att .egale,1rtl produit' . 
de g par. un c~effi~t .~o.aSumt. Jes ~lpell " . 

f f d s CI (CI ) }. f' , . l u. d:' -: d i,,;'dx ,.et ~.~ dx 

• I 

49· r; .••. 
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388 THEORIE DE LA CHALEUR. 
pourraient etre reunis en un seul, et I' on obtiendrait pour 
l'integrale cherchee fa. U d X une valeur qui ne contiendrait 
que des quantites detenilinees, et aueun signe d'integration; 
II ne resterait plus qu'a egaler cette valeur a zero. 

Supposons done que Ie faeteur a satisfasse it ·l'equation 

differentielle du second orore i a + ~~: - d ( ~ ) = 0 de 
dx 

meme que la fOQction "u $Iltisfait it l' equation 

"m Q." IQU 
-U+-+- --0 Ie dx" x d x- , 

m et n etant des coefficients constants, on aura 

n-mya d (dU d" ") (dU d" ") - aU z= -d d-U-+U- - -a-U-+U- • Ie x dx Z 6) dx dx' ~ lit 

II existe entre U et a une relation tres-.simple qui Ie deoou-

1 d I" . n do" d(")' vre, C?rsque ans equatlon 1 a + dz' - :r = 0, on 

tlZ .' 
suppose a=Z $; on a, par Ie resultat de cette substitution, 

1" . n d" " I d" . ~ . • la equabon k $ + d x" + Z d x = 0 I ce qw (alt vOIr que 

fonction $ depend de la fonction U donnee par l'equation 

II' suOit pour" trou.ver $ de ~ger m. en n dans Ia valeur 

de U; on a designe eette valeur de U" par 4 '( x v1) celie 

de a sera done x 4 (xV'i} 
On . du d" " aura malntenant -d a + u~ + U-= .r • .r Z 
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x \Ii+'( x~)~(xv1)-x\l1~'(xV1)~ (xvi)' , 
-~ (x~)~ (x\l1) + ~ (x~)~(xvi)' 

les deux derniers termes se detruisant d'eux-memes, il s'en
suit qu'en fesant x 0, ce qui correspond Zl l'indice· Gt, Ie se
cond membre entier s'evanouit. On conclut de IZl I'equation 
suivante: 

~ftluax=Xv1+'(X~) 4 (X vi) 
-x\I1~'(x\l1)~(xv~) (f) 

II est aise de voir que Ie second membre de cette·equation 
est toujours nullorsque les quantites m et n sont du nombre 
de celles que DOns avoDS designees precedemment par 
m,m.ml etc. 

On a en efl'et 

comparant les v.leurs de !! on voit que Ie second"membre 

de l' equation (f) s' evanouit. 
n suit de Ia qu'apr~s que rOD a multiplie .par tI ax les. 

deux termes de l' equation 

,x=a.". + 0.2 "2 + .0,3 U3 + ... a .. "; + etc., 

et integre de part et d'autre depuis x=o jusqu.'lt x=X, 
cbacune des integral~ definies qui compo8ent Ie second 
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390 THmJRIE DE LA CHALEUR. 

membre s'evanouit, il suffit de prendre pour 0' la quantite 

xu oux ~ (x v' ; ). II faut excepter Ie s~ul cas ou n est ega} 

I a tn, alors la valeur de fa u d~ tiree de l'equation (f) se 

reduit ,a ~, et on la determine par l~s regies conDues. 

318. 
• m n' V- v'-SOIt 7=1'- et 'i = v on aura 

Ie second membre etant differentie au numerateur et au 
denomioateur par rapport a v 'ooDnera en faisant 

. I'-x!l+'!I-X+~'-(:LX!l;r 
~==v, . 21'-

On a d'un autre cote l' equation 

.. tl.0 U I du fI-
I'- It.;hJJ+zaz=o, ou (:L''''+i:+'+(:L'f=o, 

et celle ... ci, , 

on pourra done ~1iminer dans rintegr~le qu'il s'agit. d'eva· 
luer les quantites ;' et r; ce qui donnera . 

(t£"--: ~) tf +fC-".r =o~ 

on troln'eta oin&i pour la valeur d~ fintegrale chercnee . . 

.. 
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CHAPITRE VI. 3g[ 

t t (,,(+).2) x· Va; ( "'.) X ~ -. et-- I +-;--/c ' 
~ 2 2 ~ 

en mettant pour ~ et A leurs valeurs , et design ant p~r U; la 

valeur que prend 1a fonction U ou ~ ( ; Vi) IOf6qu'on 

suppose z = X. L'indice i designe Ie rimg de Ia racine m de 
l'equation determinee qui donne nne infinite de v~leursdem. 

S· lY ub' I X d X2 Ua, ( k') 
1 on s stltue m; OU;;- '8" ans 7 1+ Tkm~ 

on aura 

3[9' 
II resulte de l'analyse precedente que ron a les deux 

equations 

x x . 
!(xuju;dz)=o etj(zu;'dz)=( I + (2"~~i,):a)x:U\ 
o ' 0 

la premiere a . lieu toutes les /f'ois que les nombres i et j sont 
differents, et la seconde lo.rsque ces nombres sont e~ux. 

Reprenant done I' equation 'z =4. U 1 + Q a U~ + 4, f!,l + etc. 
dans laquelle il faut determiner les coefficie&ts a. J a • ,o,J J 

etc. On trouvera un de ces coefficients de5~De par ail eu 
multipliant les deux membres de l' equation par ~ U; d x, et 
en integrant depuis :&=0 jusqu'a a=X; Ie s~co~ meDl.hre' 
sera reduit par cette integration it un seul tenne., et l' OD aura 

l'equation :1 fez feZ) u;dz )=a;X' U;" (I + (2.1~~):a), 
qui donne la valeur de a;. Les coefficieD~ a., a. J 0,1' a" 
etant ainsi determint!s, la condition exprimee par l'equation 
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3 THEORIE DE LA CHALEUR. 92 

,x=al"1 + a.". + a3 "3 + etc., qui se rapporte a l'etat ini
tial , sera remplie. 

Nous pouvons.maintenant donner la solution complete 4e 
de la question p~oposee; elle est exprimee par l' equation. 
swvante: 

La Conction de:x; qui est exprimee par" dans l'equation pre
cedente a pour expression 

if cos. (2; Vi;. sin.q ) d q,' 

toutes les integrales par rapport a :x; doivent etre prises de
puis :x; = 0 jusqu'a :x;=X, et pour trouver la Conction "on 
doit integrer depuis q=o jusqu'a q=1r; fX est.1a valeur 
initiale de la temperature, prise dans l'interieur du cyIindre 
a la distance :x; de l'axe, et cette Conction est arbitraire, les 
quantites 81 8. 83 84 , •• etc. sont les racines reelles et posi. 
tives de l' equation 
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. AX e 
iI= I e. 

2-& 

3 e' 
4-6 '." 

5-etc • 
• f 

320. 
. • ,I . 

Si l'OD suppose que Ie cylindre ait ete plonge pendant un 
temps infini dans un liquide. entretenu . a une tempera~ 
c:onstante, toute la masse se trouvera.egalement .. echauffee, 
et la foncti~n' cp:c.qui represente l'etat initial sera remplacee 
par l'unite. Apres: cette . su~stitution, l'equtlliOll: generale 
representera exactement les progres successifs du refroidis-
sement. .. 
. Si Ie temps ecoule t est infini,le second membre de l'equa
.n. ne contieodra plus AJU'un sem terme, savoir : celui ou 
s.e trouve·la moindre de: .·toutes lea racines. 8, ,6:. , 83 , etc.; 
e~t- ·pour.quoi ,.en supposailt que ces racines. sont rangees 

.selon leur. grandeur, et que .8 est la moindre de toutes, l' etat 
final du solide sera exprime par l'equation 

~~ f ." - == (a: cp a:.u, d:c) -2'lct A 
2 X. v. 

( 
Ia. X. u, e 

. U·, 1+ 4.j •• ) 

On deduirait de la solution generale des consequences 
semblables a celles que presente Ie mouvement de la chaleur 
dans une masse spherique. On reconnait d'abord qu'il y a 
une infinite d'etats particuliers, dans. chacun desquels lea 
rapports etablis entre les temperatures initiales se conser-

50 

• 
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vent jusqu'a la fin du refroidissement. Lorsque l'etat initial 
ne cOIncide pas avec un des etau simples, il est toujours 
compose de plusieurs d'entre eux, et les rapports des tenlpe
ratures changent continuellement, a mesure que Ie temps 
augmente. En general Ie 80lide arrive bientot a cet etat, on 
les temperatures des difTerentes couches decroissent conti
nuellement en conservant les memes rapports. Lorsque Ie 
rayon X est tres-petit, on trouve que les temperatures de-

l 
croissent propottionnellement a 1a fraction 6 -- 2 L Si au 
conttaire ce rayon X a une valeur extremf7MTlt grande, 
l'exposant de e dans Ie tenne cpU repftsente Ie syueme &hal 
des temperatures contierit Ie qi1arre du rayon totaL On wit 
par-lacomment la dimension dll solide irdlue sur la Utease 
finale du refroidissement. Si Ia temperature du cylindre dant 
Ie rayon est X, passe de Ia valeur A a la mnr moindre B, 
dans un temps T, la temperature d"ail serioad cytim:Ire • 
rayon egal a r passera de A • B daDS un temps ·di&Not T. 
8i l~ deux &Olides ont pen d'epaiuev, Ie rapport des. t«DJia 
T et T' sera celui des diametres. Si au contraire lea c1jagie.. 
tres des cylindres sont tres-granda, Ie ,rapport des temps 
T et T sera celui du quarre des diametres. " 
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CHAPITRE VII. 

PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UN palSKE 

aBeTA l\f G fJ ".lIRE. 

321. 

L .-1) t/,a v a-1) '. , 
'EQ~~TION d:e'"+ df + dz·=oquenousavonsrapportee 

dans la seetion IV du chapitre II, page 119, exprime Ie 
IDOUveaent UDiforme de Ia chaleur dana l'interieur d~1lD 
priame d'une louiuev infinie, assu.jetie par I()D extremite a 
tme temperature cons~nte, et dont OD suppose lea tempe
ratures initiales nulles. Pour inregrer cette equa~on, on 
c;herchera en premier lieu une valeur particuliere de 1)'~ en 
remarquant que cette fonction 1) doit demeurer la meme, 
Iorsque y change de signe, 'ou lorsque' z change de signe; 
et qu'el1e doit pf4Jndre uoe valeur intiniment'petite, lorsque 
la distance ~ est infinimenl arande. D'apres c~il est facile 
de voir que l' OD peat c:hoisir pour valeur .plJl'ticuIiere de 1) 

la fODCtioR .4 tJ _till. fIl •• "1' eos. P .z; et .faisant Ia substitution 
on trouve m"-""-;~o. Mettant done pour" et p des 
quantites q_COQquos., on _ra m==Vd+p". La valeur de 
IV dDiJ: alWi satilftUre a l'equatiOD detenDinee 

k av' 
1 11 +;;;==0, 

1oJ"Sq~ y~ I OQ -1 j. at. l'equ.t.ioo ~ ~ + ~ ;:r:: 0, 10l'S-

50. " 
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396 THEORIE DE LA CHALEUR. 

que z=l ou -1, section IV du chapitre fi, article 125. Si 
l' on donne a 1) la valeur pr~edente, on aura 

• II, • II, 
-nSlD. ny+ k cos. ny=o et -P SlD.pZ+ k cos.pz=o, 

11,1' "I 
ou T pltang.p1, T=n1 tang. n1, 

on voit par -Ia que si l' on trouvait un arc I tel que I tang. , 

equivalut a la quantit~ toute connue iI, on prendrait pour 

n ou pour p la quantite j. Or, il" e~t facile de, reco~~tre 
qu'i1 y a ODe infinite d'arcs qui, multiplies respectivement 
par 'leur 'tangente donnent un meme produit determine 

"lei, d'oil:il'suit que ron peut ttouver pour n QU pour p une 
, " 

infini~ de valeurs differentes. 
,322'. 

Si ron" designe par '. '21j etc. le& ares en nombre infini 

qui satisfoilt a I'equation' determin~ " tang. a = ~/" oil 

pourra p~ec1dre; pour n.'un quel~oJ;lque de' ces 'arcs divi~ 
par 1. II· en sera de meJile de Ia quantite p,' il faudra ensmte 
prendre m'::::n' + p". Si 1'0n donnait a·n et a,p d'autres 
valeurs', on 'satisferait a l'equation differentielIe; mais 'non: 
pas a la conditiol,l relgtive, a Ia mrfaee.' On pent done tTouver' 
de eette maniere une' infinit~ de valents paitiouH~es de tV:I 

et comme la somme de plusieurs queleonques de ces valeurs 
satisfait encore 11 l' equation, on 'pourra former une valeur 
plus generale de tV. 

On prendra succesSivement' ponr n' et"pemr p toutes'les 
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val.eurs ~possibles qui' ~o~f~, -~.: ~. et.~.:Ijesign:ai1t P~~'~I 
~ etc:, hI ha hJ etc~ des' coefficients COll:StaD~ on exprime~a 
la ,v~eur ge tP p~r ~'~ua.tio~' ~~i~ante'::.j·, -: ,,', ': ': .. :'\ . ,~ 

( -xv" "+11 • -xv" "+n • . ) + ale , •. oos,n.,r+aae "" .cos.nay+etc. hacos. 
~ • ". . • _ "r .. ,. , 

( 'XV"+" ' ....:..~V" '+n ... , '1" ,.) 

+ tIle ~ ,,' II,)" II~, ';COS~, ' , " '. " ~;: • ,~ ,.cos. ?~i:~'\C" r~~OS, 

+ !'.! ., ~ " I' . ,~ 1 ~ 6' g ,: j'. ! r j') 

, I , . 
Si l'onsuppose triaintenan( Ia: 'distance'~, ~~lIe it faudra 

que ch~que' poirrt de Is section ,oohs'efVe \irie tehlpefattlfb 
cODstafttei II ,1Jon~ necess,iirre qu' eh' faisant ' '0' ,19. .~~ 
leur,'de' 'V soit: totijonrs:la m-eme,;quetqU~· 'V~feur qii~,~~r 
uuo."""", donner it ou it ; pourvu que ces valeurs soieht 

comprises e~~e, 0 :t.. Or en . ~ J ,~?, ,~p.,!y~\, , .' , \ 
v=(a.c08.n l y aaCOS. '+ cos.nly+ etc.) 

, .. - . -- -, ;,~ 

< \ ._" :;", (.~.CQs,:nt" + h:l~;'f~~.h3'COS.·ni~ +:~.).' IJO 

En designant par, 1 la tempe,rature ,constant~ de l' extremite . '" ~. ..~ \' . \. \. ' 

,prend~a'les equati~ns ' .. " 
. 

Ii~a.c~f"'y.. P.,c~,"J(:rt'~~J~ +.11f~' II ~ 

J =,b .. c.f!f!' ..ha.C,Q~·l~.r.-t;(1,Jcosl·nl"_±letc." I' , . HI).:I·. .) j~, r. ') r -( --. {\ ";" . 

II suffit done -de determiner coefficients a. etc, 
dont Ie nombre est' infi~i, ~n' '.~orte ~~e Ie second mem
bre de reql.lation.oil vtoujOUl'&- iga~dl) iUli~ €hl a· reS4Ntl 
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precedemment cette questiOll dans. Ie· cas oU lea nomhfes 
n" n" n3, etc. forment la serie des nombres 'impairs, 
section II du chapitre III, page . '175. lci les quantitt!s 
n" n., n3, etc. sout des ilTationnelles donnees par 'ime 
equation d'un d~gr¢ iDfiniment e1eve. 
~ 24[. 

Posant l' eqnatioD 

I :!!:::::a, cos. n,y + a, cos. n.y + 0,3 cos. n,y + etc., 
. onmultipliera les deux membres de r equation par cos. (n,y) J,r, 

et ron prendra l'int6grale depuis 1'=0 jusqu'a 1'::cl. 
On determinera aiusi Ie premier coefficient a •. On suivra un 
procede semblable pour determiner lea coefficients suivaats. 
En &ooeral., si I'on multip~ lea de~ ~~~es de l'equation 
PUl>Os·. v1', e~,qu~ .. ro~ intepe, 01); anra·p~)1u un ~ terme 
.QUI ~ond m~ qui serw.t .. epresente: par a; caf· 111' 
.l'inte~ale,·. . . . . . , 

a!Ccos.ny.cos.vYd1') on i a f~os. n-;.ydy+ ;afc~. ;;:;:;ydy . 
, ,. : ". ...;. •• ••• a . . 

on ~.(It.1 v.sio~n=;''''+·n~vU.IJ+' . .r ),e1;faisant, I, 

~ C iTv. siD. ;;::;'.1+ n=".sin. ;:j:';.l). 
2 • n'-'V' 

Or, une' "aleur qnelconque. ae'n satistait.· fequ&tion 

. n tang. Ii r~~, il' ert ~st:de mem~ae:,,~ ~h ~ura 'do~~ 
. ~\ ····~tang.·nl=".tang."li 

.'" ;:!i:a .il.1 c08.·vl-v Ii .. ·vl'cos; .1=:;0. 
\ 
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Ainli l'~ ~ qui'Je ~t a 
III ... . : .-. • . ~': J " ' L .. ~ • 

n-=;. (nsino nl c~o' 1-,.~o~o ~~ s~IL.:vl),~~t ~pU~ ':,,,;,) 

1l faut excepter Ie se~ cas oh ~/ i~~~ Eh repren~nt' ai1rs 

l'inte;rale ~(ain.n=:;;:z + aba. ~t\ ,0nvoitqu.esil'oiulIJ==V, 
. ~ " 4-' IS, -).. ..,! 

11 ,. 1.} .,1 (1 sin.2111) 
e e eq~~t. a. a q~t?-~~:~ :',' _, ~n . • : .- 1. : ;.' ',: l!. 

• J J 

II resulte de III que si d~s l' equation 
• } • • • • : • Jo. ~ 

I =a",cGS. 1!"y:-l:- a~ cos. n,~Y- + ~.l eos. ~y :;et~. 
I • • • - • 

on veut determiner Ie coefficient d'un terme du second mem-
hr6 d&ig11e;pai- '" -roSe ni, il faut m~ltip~er l~s a~ ~eriabiie~ 
par.oos.; n:t:tl:r~ et:'iid:egr8r:d~ .r~o'juSqu'Ay~ l:·fid 
aura pour resuItat ~'equa~on, ,., .. :: -r ,1) (:.r;,·:':·~ .. ~?~~1~I~r.J . 

.' . ~. I ~ " . .I. ....... 

l.·r \, . , . , " f. .Ie> :I.!'.,. J, <!" I, t', silVo 2-,(1," ~ · .... ·J.li{ ; •. : .... 

. .', .' J'c,o~ '!, ti.J'.=:f tMffs/rtrtC::'A.,;.roJi'F.i ~~lfAfl'.)') J!") 
\ .1 • .... o . 

- .,.... 
"S'. - .. If .=.,) .. , f\ ••• " '\ : ., ... : H} I':.rt t~ 

d'Qit i'OD tire t;: .,,1 -Fi; -iz. lJ9i iliiIei'Di __ ife:.citte 
2n SID. 2/1 If , 

IJ¥l~.Iee coefB.cie~ a~', JZ.,"JZ,~-~4~ etc::~'~'si: ¥ra de 
m~me des_ coe~cien~ b~lb~'b3~4; e~c:,' qW··ser~6.~' respecti
v~J,es'memes que ~'~$.,~ ." :: ..... ~.: ~~.: . 

" - -325.' -". .111 •• ·, -

II est aiae maintenant de former Ja valeur geri~;~l~ . de 'V; 

IOe11esatis~a r~OD :;~~~~;; ·{~;~.~le~~ 
J I.... j ~.r J I .' .. 

fera aux deux conditions k ~; ~ h'V .0 et k ~: + h 11=.0; 

30 elle donnera nne vaieur.£oblbDite]iour 'V, lorsqu'on fera 
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x = 0, queUes que soient d'aiUeurs les valeurs de y et de % " 

compri,~es entre 0 et 1; done elle resoudra dans toute son 
etendne la question proposee. ' ,.; 

.. (f!n est p~rvenu'ri~~! it .r~q~atio~ 

I sin. n.1 cos. n.y sin. n.l. cos. noY sin. n,l. cos. n,y etc , . -= I' 1+ I' 1+ I' /+. 4 2 n. +SlD;'2 n. 2 R. +SlD.2 n. 2 n, +SlD.'2n, 
, . ";" ,. -

ou designant pa~"l la ~ . ~tc~ l~ aPes ~: '1 ~ naI, ~ I, e~. ' . . ., ", ,;" . . .. , . :, ... 
. I.. I.. I] 

sin. I. cos'-l SlD. E. COS. -I SIn. ~ ~S. -I. 
:I' •. " ,-'= ,. . . . . +: . + . + etc., 
4 2I,+SlD.:U, 2 1,+SlD. 2" 2Il+Sln.2~ 

.r·' ",. I.' " •. ' . '. . . ~ .;. ..' :'. ., .. ~ . 

~qua~q;ll, ~ 'a li~ po~r.. to~tes Ie,s: ~~, dA{f, po~rieeI 
~~ 0 ,et ~~ et p~ :~op~t~r t!l1!~' ~Pes ~ ~~ 
comprises entre 0 et -'l. . . . 

En substituant les valeurs connues de ttl bl tta ba ttl h3 etc. 
dans la valeu,r generfll,e, ~e. 'V, Q,n a,ura r ~quation apivante, 
qui contietit'la: aofuijon'C6iilpl~ 'ae la' qu'eStlori' prdposee, 

11 _ sin. nil cos. n, Z (sin. J. 1 cos. n.y. --:.%,V","+",· et) 
'4 ,~- 1 .•. • I 'I ' 1. I. [ e' . + c. . 

' • ..... J.) 2,.....,..1IJ1. .. 1I, 211, .... Slll • .:lIl •. , --', .. .1 

. ~n,./oos.n.z (sin.n,/cos.DrY· -o1!V".·+IfJ~! ~_) .+ I' [ I.' 1 e + ~. 
,.2, n, +Sln.2 n. 2 " • ..,....sln. ~f".t . . , " ' ~ . . 

!... ... f 1_ ." '., f J •. J.. "I I I '.... '.' '.) '. .J J • 

'. sin.n31cos • .nlZ(sin.nl/.c~s.lI~ ;:-. .%.V,..a+II,~ +'_,.. ) r + I' I' Z • r;" ".. .. - ~. • 2 n l +Sln. 2 n3 2 n. +'Sll}~ n, 
.' . \, 

. (E) . . ·+,etc .. 
• I .' 

r • 
I I , ... 

Les ~tites desipees par n"'''3 I A~ e~. sont en nQmhre 
infini, et respectivement' eg~e~ au qu.antites 

\ '" 't· • 
"j ~ • .. - \ -: I . 

" I. ~ '. '. . ' ., :, l' l' ·1 I I I j etc~ . i 
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CHAPITRE VII. 

les arcs '., '2' I,., 14 etc. sOnt lea racines de I' equation deter-
• , Al 

mlDee I tang. e =T' 

326. 
La solution exprimee par l' equation preecdente E est la 

seu1e qui C0Dvienne a la question;· elle represente l'integra1e 
, , I d I" . d'v a'v d' v dill genera e e equatIon dz' + df + dz' , 0, ans aque e 

on aurait determine les fonctions arbitraires d'apres les con
ditions donnees. II est facile de reconnaitre qu'il ne peut y 
avoir aucune solution diiTerente. En effet, designons par 
4 (oX"y" .z) la' valeur de 11 deduite de l'equation (E), il est 
evident que si ron donnait au solide des temperatures 

. initiales exprimees par 4 ( x, y" .z), il ne pourrait. survenir 
aucun changement dans Ie systeme des temperatures, pourvu 
que la section a l'origine fut retenue a Ia temperature con-

Y , ° d' v d" v d" v , 0sfaite 
stante I: car equation dZ-+ d.r + dz.=o etant sat! , 

la variatieft in&tantanee de la temperature est neeessaire .. 
ment nulle. II n'en sera pas de meme, si apres avair donne 1 
~haque point interienr dll solide dont les coordonnees sont 
1M ".y" z Ja temperature initiale 4 (:J:" y" .z), on donnait it tous 
)es. points- de Ja section a l' orlgine la temperature constante 
e. On yoit cIail'enienl, et sans auenn calenl, que dans ce der· 
nier cas- r etat' dll SGlid~· cbangerait continuellement, et que 
Is- chaleur primitive qu!il renfeTme se dissiperait peu-a-pen 
dms- fair·, et dans la masse fl'oide qui mftintient l' extrennte 
it Ia temperature 0.' Ce resultat depend: de la forme de la 
£onetion ~ (oX" y" .z) , qui devient Dulle lorsque oX a une vaieur 
infinie comme lat question Ie suppose. 

Un eft'et sembi able aurait lieu si les temperatures initiales, 
51 
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40:l THEORIE DE LA CHALEUR. 
au lieu d'~tre +~(oX,y,z),etaient-~(oX,y,.z)pour tous 
les points interieurs du prisme; pourvu que la section a 
l' origine fut toujours I:etenue it la temperature o. Dans l'un 
et l'autre cas, les temperatures initiales se rapprocheraient 
continuellement de la temperature constante du milieu qui 
est zero; et les temperatures finales seraient toutes nulles. 

- 327. 
Ces principes etant poses, cODsiderons Ie mouvement de 

la chaleur dans deux prismes parfaitement egaux a celui qui 
est l'objet de la question. Pour Ie premier solide, nons sup
posons que les temperatures. initiales sont + ~ (oX, y, z), et 
que l' origine A conserve la temperature fixe I. Pour Ie se
cond solide, nous supposons que les temperatures initiales 
sont - ~ ( oX , y, z) ,et qu'it l' origine A tous les points de la 
sectiol) sont retenus it 1a temperature o. II est manifeste que 
dans Ie premier prisme Ie systeme des temperatures ne peut 
point changer, et que dans Ie second ce systeme varie con
tinuellement jusqu'a ce que toutes les temperatures devien
nent nulles. 
. Si maintenant on fait coincider dans Ie meme solide ces 
deux etats dift'erents; Ie mouvement de la chaleur s' operera 
~ibrement, comme si cbaque systeme existaitseul. Dans 
l' etat initial forme des deux systemes reunis, cbaque point 
du solide aura une temperature nulle, excepte les points de 
la section A dont la temperature sera I, ce qui est conforme 
it l'bypotbese. Ensuite les temperatures du second systeme 
changeront de plus en plus, et s'evanouiront en~erement, 
pendant que celles du premier se conserveront sans auenn 
chan gem ent. Done, apres un temps infini, Ie systeme per
manent des temperatures sera celui que represente l'equation 
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CHAPITRE VII. 403 
(E), ou 1) =; (z ,y, z). II faut remarquer que cette conse
quence depend de la condition relative a l' etat initial; on Ia 
deduira toutes les fois que la chaleur initiale contenue dans 
Ie prisme est tellement distrihuee, qu'elle s'evanouirait entie
rement, si ron retenait I'extremite A Ia temperature o. 

328. 
Nous ajouterons diverses remarciues a la solution prece

dante; 1° il est facile de connattre' la nature de l'equation 

lung., e=¥, il sumt de supposer (voyez fig. 15) que ron 

ait 'construit la courbe U=e tang. e, rarc e etant pris poUr 
_bscisse. et U pour ordonne~. Cette ligne est cpmposee de 
branches asymptotiques. Lea abscisses qui correspondent 

I 3 5 7 II' aux asymptotes, sont - ~, - ~, - ~, - ~ etc.: ce es qw cor-:a :a :a :a 

respondent aux points d'intersection sont: I w, 2~, 3~, etc. 
Si maintenant on eleve a l' ongine une ordonnee egale it Ia 

~tite connue ~l, et que par son extremite on mene une 

pirallele it rue des abscissas, les points d'intersection don

neront les ~cines de l'equation proposee • tang. e= "/cl. La 

construction indique les limites entre lesquelles chaque ra
cine est placee. NouS ne nous arreterons point aux procedes 
de ealenl qu'il faut employer pour determiner les valeurs ' 
des racines. Les recherches de ce' genre.~ne presentent au
eune difficulte. 

329' 
2° On conclut facilement de l'equation generale (E), que 

plus 1a valeur de z devient grande, plus Ie terme de la va-

leur de 'V, dans lequel se trouve la fraction e-xVn.·+n." , 
51. 
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404 THEORIE DE LA CHALEUR. 

devient grand. par rapport it chacun des SWVaDts .. En eifet, 
n. n. 1J3 ". etc. etant des quantites positives croissaotea, 

1a fraction e -xV;;:; est 1a plus grande de toutes les frac
tions analogues qui entrent dans les termes subsequents. . 

Supposons maintenant que l' on puisse observer la tempe.. 
rature d'un point de l'axe du prisme situe it une distance x 
extremement grande, et la temperature d'un point de cet 
axe situe it la distance x + I, I etant l'unite de mesure; on 
aura alorsy=o, z=o, et Ie rapport de la secoude ~mpera. 
ture it 1a premiere sera sensiblement egal a la fractioD: 

e-z~. Cette valeur du rapport des temperatures des 
deux points de rue est d'autant plus exacte,que la distance 
:J; est plus ~ande. 

Il suit de la que si ron marquait sur l'axe des points dont 
chacun fut distant du precedent de l'unite de mesure, Ie 
rapport de la temperature d'un point it celle du point qui 
precede, convergerait continuellement vera la fraction 

e -x~ ;' sinai les temperatures des points places a dis
taD~S egales fini~ent par decroitre en prop'eS&ion geome
trique. Cette loi aura toujours lieu, queUe que soit l'epaisseur 
de la barre, pourvu que ron considere des points situes a. 
une grande distance du foyer de chaleur. 

Il est facile de voir, au moyen· de la construction, que si 
la quantite appeIee 1 qui est la demi-epaisseur du prisme, 
est fort petite, "I a une valeur beaucoup plus petite que "., 

on nJ etc.; il en resnlte que la premiere fraction e -.xViii: 
est beaueoup plus grande qu'aucune des fractions analogues. 
Aiosi , dan, Ie ctl$ .011 l' epaisaeur de la barre est 'trea-petite , 
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CHAPITB.B VII. 

il n' est pas' Decessaire de s' e10igner de la source de la ehaleur 
• pour que les temperatures, dea points egalemeDt distants 

decroissent en progression gebmetrique. Cette loi regne alors 
dans toute l'etendue de la barre. " 

\ 

, 330., . " 
Si lil demi-epaisseur I est une tres-petite quantite', la va

leur generale de 'V se reduit au premier terme qui eontient 

tI-x~. Ainai la mnttiQD.1I qal exprime la teBlpe,:~~r_ 
d'un p&int dOnt lea eool'donneet. &bIlt at, J" et z" est d~ 
4&DI ee Ca$, par requtibn 

( 4.sin.nl)~ ,- -x~ - I 

.'V= 2nl+sin.2nl .cos.n.r .. eos.nz e -.' 
'1 " 

rare. ou ",1 devieot, exuememel1\ petit, comme ·oo'Je vpi1{ 

par 1a c~t~ction. Lteq~tiOJl, ~ ~g .. e~~ lae r~'dit ~16r~ 
a e' = i 1; la premier~ valeu~ de , ou I, est V¥; i' i'~ 
pection de la figure, on connalt les valeurs des autres ra
-cinea, en $orte que les quantit"es e. 'a t~ '4 "s-etc.! sont lett Mli-

vantes 'V~, ~,2~,3~, 4~,etc.Les valeurs de ri.n~'~3;1.4Ti5etc~ 
'. . . 

I. /Ii ~ 2~ 3 ~ , 
IODt done V7 V l' l' I' [f etc.; on tD conehlt e~ . 
on ra dit plus ~aut, que si 1 e&t une tres~petite quanti~e', la" 
p'remiere valeur nest incomparablemeDt pI';is gra;nde, qti~" 
toutes les autres t' et que ron doit omettre datis Ia va.leui 
generaIe 'de 'V I tous les terme~ qui suivent Ie' premier, sf 
maintenant on substitue dans ce premier terme la valeur 
trouvee pour n, en remarquant que rare ri I et tare' .2 ii t 
sonccgaWl it lears sin'U, oil aul'll . .\ ". '; i' .~ 
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406 THEORIE'DE LA CHALEUR. 

co" /hi Y) 'Co m ~) . -xv¥. 
'V = c~so V T 01 co~. ~ T· 7 e ., 

~e facteur V¥ qui entre sous Ie signe cosinus etant tres
petit, it s'ensuit que la temperature varie tres-peu, pour 
les differents points d'une meme section, lorsque la demi
epaisseur 1 est tres-petite. Ce resultat est 'pour ainsi dire 
evident de lui-meme: mais il est utile de remarquer COlilment 
i1 est explique par Ie calcuI. La solution generale se reduit 
en eft'et it un seul terme, it raison de la tenuite de la barre t 
et ron a en rempla~t par I'unite les cosinus d'arcs extre-

meme~t petits 'V =e -~ v'¥z iI equation qui exprime dana 
Ie cas'dont it s'agit les temperatures stationnaires. 
, : On avait trouve cette meme equati<.>n precedemment, 
article 76 , page 65; on l' obtient ici par une analyse entiere
ment difterente. 

33~. 
_ 4. solution prece4en~e fait connattre en quoi consiste Ie 
mouvement de la chaleur dans l'interieur du solide. II est 
facile de voir que lorsque Ie prisme a acquis, dans tous sea 
points, les temperatures stationnaires que nOllS considerons, 
il,existe dans chaque section perpendicu~ire it rue, un flux 
~oristant de chaleur qui se porte vers I' extremite non echauffee. 
~o~ determiner la quantite de ce flux qui repond it une 
ahscjsSe x. U faut consideter que cell~ qui traverse pendant 
l'uniie de temps', un element de la ~ction, est egllle au pro
cJ.~~ 4u coefficient kil de I'airedydzil de,l'element dtil etdu 
'" d . ' . 

rapport d; pris avec un signe contrairo. 11 faudra donc preD-
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CHAPITRE IV. 

dre rint6grale -1£f dy f dz ~;,.·depuis·x = 0, jusqu'a 

'x=l, demi-epaisseur'de la ~arre, et ensuite depui~y=o 
jusqu'il y = I. On aura ainsi la quatrieme partie, du, flux 
total. ' -

Le resultat de ce calcul Cait connaitre i~ loi suivant laqU:ell~ 
decroit la quantit6 qui ~verse une section du prisme; et ~'on 
voit que les parties eloigoees -re~ivent tres~peu de chaleur 
du foyer, pa..ooque,eelle::«pi, eli _ae imtDediatement, se 
der.oul'ne en ~rtie v~: lao s~rface, pour se. dlMiptn", dans 
l'air. Celie qui traverse une section quelcooq~ du prisme. 
forme, si l'on peut parler ainsi, une nappe de chaleur 
dont la densite varie d'un point de la section a l'autre. 
Elle eat continuellement empJoye~ a remplacer. la ,chaleur 
qui,s'echappe par la surface, dans toute l'extremite du prisine 
situee it la droite de- la section ': it est donc' nece&saire que 
toute la chaleur qui SOl't pendant un certain temps de cette 
partie du pris~e, sqit exactement compensee par celle qui y 
penetre en ver~ de la conduclbiIite inte,ieure du solide. : l 

'33!a. . 
Pour verifier ce resultat, il Caut calculer Ie produit du 'flux. 

etahli it la surface. L' element de la surface est d x d y, et 11 

etant ~ temperature It 11 d:x: d y est la quantite de chaleur 
qui sort de, cet e1ement pendant l'unite 4e, temps. Done l'in
tegrale It f d;r. f d Y .", exprime la chaleur totale emanee 
d'une portion fini~' de la surface. 11 Caut maiiltenant em
ployer la valeur -connue de ", en y, en supposant z = I, puis 
int6grer une Cois depuisy=o jusqu'ay=l, et une seconde 

fois depuis z=x jusqu'a x=~. On trouvera ainsila moitie 
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408 THEORIE DE LA CHALEUR. 

de la chaleur qui sort de la surface superieure du prisme; et 
prenant . quatre fois Ie resultat, on aura la chaleur perdue 
par les surfaces superieure et inferieure. 

Si ron se sert maintenant de l' expression h f d:c f a z. v~ 
que l' on donne a y dans v sa valeur 1 ~ et que l' on integre 
une fois depuis z=o jusqu'a z=l, et une seconde fois de-

puis .:e= 0 jusqu'll :» = ;; on aura la quatrieme partie. de 1a 

~haleur qui s'ecbappe par lea surfa~ laterales._ 
L'integrale h f d:c f d Y 1), etant prise entre les limites 

design45es donne 

"tI . 1 -ZV'm.S+,,2 \? .SID m COl. ,,1 e -
m. m"+n" . 

et l'integrale hfax f az.v donne ~ 

I. a. . ." -:r:V,...+,.. 
n.Vm."+,.." cos. ml sm. nl e -

Done la quantite de chaleur- que Ie prisme pem it sa surface, 
dans toute la partie- sitnee it la dl'Oite de: Ia" seetion doDt 
l'abscisse est Z~ se compose de tous les termes analogues a 
eelni-ci 

4 ".4 .....,.XVm..+".{ I. 1 I I "I' J v e -Sln.m cos.1't + -cos~m .S1Jl.1Cl • m,'+"," m. ", 

D'un autre cote Ia. quaDtite de chaleur qui ~etre pen
dant I.e meme" temps it brayers -Ia section dont l'absoisae eat z ~ 
se compose des termes. analogues it celu.i-ci: 

4kaVm.8 +,," -zV",'+"'". . ..-..----- e - .SID. m l.sm. nl; m..", " 

il est donc Decessaire que l' on ait l' equatioD 
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.tV m~+n~ .' l' 1 ",. 1 1 ; • SID. m .Sln. n = V _. sm. m . .cos. n 

m.n m m'+n' ,", " 

+ nVm'+n~'cos. ml.sin. nl, 

ou k (m'+na) sin. ml sin. nl=h m. cos. mlsin. n I 
+ hnsin. ml cos.nl: 

/ 

or on a separemeni K ma sin. m I sin. n 1= h m C9'~: m 1 sin. 'nl, 
main. ml II, • 

on m 1 = 1:; -on a ausSi cos. m r, 
1t.nl sin. nl, sin. ml=hn cos. nl:sin.m(, 

n,sin, n I '" 
ou I = 1:, cos.n .K 

donc l' equation est satisfaite. Cette compensation qui s' eta
blit sans cesse entre.la chaleur dissipee et la chaleur trans
mise, est une consequence 'manifeste de l'hypothese; et Ie 
calcul reproduit ici la condition qui avait d'abord ete ex
primee; mais il etait, utile' de remarqller cette conformite 
dans ~e matiere nouvelle, qui n'avait point encore, ete sou-
mise· it I'anaiyse. ' ..' , 

332.' 
Supposons 'que Ie demi-cote I du quam qui sert ,de ·hase 

au prisme, soit une ligne extremement grande, et que 1'6n 
Veuille connaitre la loi 'suiv~nt laquelle 'Ies rethperat\Jl~s 'de
croissent pour les differents pOints de, raxe; on donnera It :x 
et it z des valeurs nulles dans l'~ation generate; et it 'tune 
valeur extremement grande. Or la construction' fait connal-, 
tre dans ce cas que la premiere valeur de', est'i;la' secoride 

3 ~, la troisieme 5 ~ etc. On fera ces substitutions dans I'e-
2 2 

52 
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410 THEORIE DE LA CHALEUR. 
quation generale,et l'on remplacera ,,"1, "21, "3l, ".1, etc. par 

1 I '2r 3'2r 5'2r '7'2r l' . I fj • eurs va eurs -, -, -, L-, et on mettra aUSSI a ractIon 
:I :I :I :I 

It au lieu 'de e :I :I. On trouve alaI'S' 

( '2r)2 (VI'+l' I VI'+3' I VI'+5' ) 
'1' :4 = 1« - 3 « ' + 5 « -etc. 

I (V3'+I' I V3'+s' ) -3« -3« + etc. 

I ( VS2+ 1 • ) + 5« -etc. 

I ( V,2+1' ) --« -etc. 
'J 

+ etc. 

On voit par ce resultat que la tempe~ature des differents 
points de l'axe decroit rapidement it meSUFe qu'on s'e1oigne 
de l' origine. Si donc on pla~t sur un support echauffe et 
maintenu it une temperature permanente, QIl prisme. d'une 
hauteur infinie, ayant pour base un carre dont ~ demi-cOte 
1 est tres-grand; la chaleur se propagerait dans l'interieur 
duo prisme, et se dissiperaitpar la surface dans l'air environ
nant qu'on suppese it la temperatul'e o. Lorsque Ie solide 
serait F~venu,it un etat fixe, les points de l'axe auraient des 
temp,eratures tl-es-inegales, et a une hauteur eqpivalente A Ja 
moitie du cote de la b~, la' temperature du point Ie plu 
echauffe serait moindre que la~ cinqweme partie de la tem
perature de la base .. 
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CHAPITRE VIII. 
DU JlOUVEJlBN:T DE LA CHALBUR DANS UN CUBE 

SOLID E. 

333. 

I L nous rest~ encore it faire usage ~e l~equatiou 

(a) 

qui represente Ie mouvement de la chaleur dans un solide 
de forme cubique expose it l'action de l'air. (section IV du 
chapitre II, page I 19) On cboisira en premier lieu pour 11 

la valeur tr~s-simple e -m t cos. 71, X cos. p:r cos. q z; et E'D 

substituant- dans la propo~e, on aura I' equation de condi
tion m =k (",' + p' + q')'1 la lettre k desigoant Ie coefficient 

C~D' II suit de Ia que Ii 1'00 met au lieu de n, p, q des 

quantites quelconques, et si ron prend pour m la quantite 
lr. ( 71,' + p' + ql), la valeur precedente de 11 satisfera toujours 
a l'equation aux difference~ partielles. On aura donc l'equa-

tion 11' e-k~ns+ps+qS)t • cos. nx cos.p; cos. qz .. L'etut 

de la· question exige aussi que si x change de signe, et si :r 
·et z demeurent les memes, la fonction !le. cbange point; et 
que cela ait a~si lieu par rapport it 7' e~ .par rapport it z.' 
or la valeur de v satiarait .evidemment it ces ·conditions. 

5::& •. 
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334· 
Pour exprimer l'eta,t de la surface, on emploiera lea 

equations suivantes: 

+K dv 'h -- dz+ 'V-O, 
dv 

+K dy + h'V=o, 

+K dv h - dz + 'V=O. (b) 

Elles doivent etre satisfaites 10rsque ron a x=±a; 011 

.r= + a, ou Z = + a. On prend Ie centre du cube pour 
l'origine des cooroonnees; et Ie cOte est designe par a. 

La premie~ ~s equations (b) donne . . 
. . 

_ -mt·. ... . . Ie:" 
+6. nSlD. qz.CO&.py cos.q Z + KCOS. nx cospy COS. q Z=O, 

. " ou =F ntang.' nx+ K = 0, 

equation qui doit avoir' lieu lorsque x= ± a. 
II en resulte que l' on ne peut pas prendre pour n nne 

valeur . q~elconq~e, mais que ~ette quantite doit satisfaire a 
la ~ondition n a tang. n a = i a. II faut d~nc resoudre l' e-
quation det~rmin'ee e tang~ a = ~ a, ce qui donnera la va

leur d~ ~, ~ l'on prendra n=;. Or l'equation en a a une 

infinite de racines reelIes; donc on pourra trouver pour n 
'une infinite de :valeurs' differentes. On connattra de la meme 
maniere les valeurs que )' on' peut donner a petit q,' elles 
sont toutes representees par la construction que l' on a em-

I' 
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ployee dans la question precedente, art~ (3!u). No~ desi-' 
gnerons ces racl~eS par n. n. n3 n" etc. Ainsi 1'0n pourra 
donner a 'lJ la valeur particum~re exprimee par l'equation 

. . -kt(n~+p~+q') . 
'lJ = e cos. n x. cos. p y. cos. q Z 1 

pourvu que l' on mette au lieu de n 1 une des racines n., n., 
nl n4 etc. , et qu'il en soit de meme de p et de q. 

335. 
On peut former ai~si' nne infinite de valeurs particum~res 

de tV, et il est visjble que la somme de plusieurs' de. ces va
leurs satisfera aussi it l'eq~ation differentielle (a) et aux 
equations determinees (b). Pour donner it 'lJ la forme gene
rale que la question exige, on reunira un nombre indefini 
de . termes sembI abIes it celui - ci : 

- kt(n'+p'+ () ae • cos. nxcos. py cos. qz. 

Nous exprimerons cette valeur de'lJ par l'equation suivante: 

( -kn,'t -kn:t -knJ't) 
11= a.cos.nlxe +acos.n.xe +acos.n3xe + etc .. 

• 
( -"n.'t . -len,'t . -kn)'t ) . cos. nrye +cos. n .. ye + cos. n3y e + etc . 

.. 
Le second membre doit se former du produi~ des trois 

facteurs ecrits dans les trois lignes horizontales, et les quan
tit6s a. a. a3 etc. sont des coefficients inconnus. Or, selon 
l'hypotbese, si ron fait t=o, 18 temperature doit etre la 
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me me pour tous les points du cube. II faut donc deter
miner a. a. a3 etc., en sorte que la valeur de v soit con
stante, queUes que Boient celles de z de :r et de z, pourvu 
que chacune de ces valeurs soit comprise entre a et -a. 
Designant par 1 la temperature initiate commune a tous les 
points_du solide, on posera l' equation 

I =a. cos. n, Z + a. cos. n.x + a3 cos. n~ x + etc. 

dans laquelle il s'agit de determiner a. a. a3 ~tc. Apres avoir 
multiplie chaque membre par cos. niX, on integrera depuis 
x=o jusqu'a x=tJ: or, il resulte de ranalyse employee 
precedemment art. (325), que l' on a l' equation 

sin. n. " cos. ". :;c sin. It. a. COl. n. :;c ,in. It) ". cos. It) :c etc 
1= . + . + _ . +. 

• ( SID. 2 It. tI) (un. 2 It. tI) (SID. 2 It) ") ... It,a 1 + n. a I + n~a I + --~ 
2~a 2~a 2~a 

-
d ' . I' , I ( sin. 2 ni ") eslgnant par I'i a quantite - I + , on aura 

2 211; a 

• 
sin. n, a sin. n,a sin. '" a 

I = cos. n, X + cos. n x. + cos. n~ X + etc. 
~a~ ~a~. ~a~ 

cehe equation aura toujours lieu lorsque ron donnera a :e 
une valeur comprise entre a et -a. 

On peut en conclure l' expression generale de v, elle est 
donn~ par l'equation suivante: 
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CHAPITRR VIII. 

336. 
L' expression de 11 est done Cormee du produit de trois 

Conctions semblables, rune de z, l'autre de.r et Ia troisieme 
de:&, ce qu'il est facile de verifier immediatement. 

En effet, si dans l'equation 

d v lr. (~ v d" v d" V) 
dt = d:l:" + d.r + dz' , 

l' on suppose 11 = X Y Z; en denotant par X une Conction de 
~ et t, par Y llne function de .r et t, et par Z une fonction 
de :& et t, on aura' 

on prendra les trois 'eqttatioDs- sepsrees 

dd~=lcdd-"Z_' dY_'lc d' Y dX_'lc d -X• 
.. AI dt - dr' dt - dx' 
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416 THEORIE DE LA ,CHALEUR. 

On doit avoir aussi pour Ia condition relative 8. la surface 

dV k dV k "dV k 
dz+KV=o, d;+KV=o, dz+KV=o, 

d'ou ron deduit 

dX k"" dY k dZ k 
dz +K X=o, dy +K Y=o, dz + KZ=o. 

11 suit de ]8. que pour resoudre completement 12. 'Festion 

'1 ffi d d 1" . du '7_ d"u d" I"~ 1 su t e pren re equatIon d t = f( d.x" et Y aJouter e-

. d d" du k . d . . Ii ] quanon e con loon' dz + j{ u=o qw OIt aVOlr eu, ors-

que x= a. On mettra ensuite It la place de x, ou y ou z et 
l' on aura Ies trois fonctions X, Y, Z, dont Ie produit est Ia 
valeur generale de 'V." 

Ainsi la qu~stion proposee est reso~ue comme il suit: 

" ,,=, (a:, n.,c.r, e).,' (z, tr 

'n., 11,2' 11,3 etc., sont donnes par l' equation suivante: 

ka 
a tang. -a=X ' 

dans ]aquelle • represente 11, a; la valeur de ".. est 

I ( sin. !:a niQ) - 1+---
2 2ni" " 

On trouve de la meme maniere Ies fonctions ,(y"t),,(z,t). 
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CHAPITRE VIII. 

337· 
On peut se convaincre que cette valeur de 11 resoud I 

-question dans toute son etendue, et que l'integrale com 
plete de l' equation aux differences partie lIes (a) doit ne 
cessairement prendre cette forme pour exprimer les tempe 
ratures variables du solide. 

En effet, I'expression de 11 satisfait a l'equation (a) et am 
. conditions relatives a la surface. Done les variations de: 
temperatures qui resultent dans un instant de l' action de~ 
molecules et de I'action de I'air sur la surface, sont celles quf 
l' on trouverait en differentiant la Valeur de 11 par rapport l. 
t. n s'ensuit que si, au commencement d'un instant, la fonc
tion 11 represente Ie systeme des temperatures, elle repre
sentera encore celles qui ont lieu au commencement de rins
tant suivant, et ron prouve de meme que retat variable du 
solide sera toujours exprime par la fonction 11, dans laquelle 
on augmentera continuellement la valeur de t. Or cette 
meme fonction convient a l' etat initial: done elle represen
tera tous les etats ulterieurs du solide. Ainsi on, est assure 
que toute solution qui .donnerait pour 11 une fonction diffe
rente de la precedente, serait err~nee. 

338. 
Si l'on suppose que Ie temps ecoule test devenu tres

.grand, on n' aura plus a considerer que Ie premier terme de 
l' expression de 11 ,. car les valeurs n. n,.1Js etc. sont rangees par 
ordre en commen~nt par la plus petite. Ce terme est donne 
par l',equation 

( sin. n. II)' - 3 k 11.· t 
11 = cos. n.:c cos. n l.r cos. n.z e ., ". II flo. 

voila dODe l'etat principal vera lequelle syswme des tempe-
53 . 
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ratures tend continuellemcnt, et avec lequel il coincide sans 
crreur sensible apres une certaine valeur de t. Dans cet etat 
Ia temperature de chacun des points' decroit proportionnel-

. d 1 ~ . -3 k II' I 1 ' lement aux pUIssances e a Iractlon e'; a ors es etats 
successifs sont touS semblables, ou plutot ils ne different 
que par la quantite des temperatures qui diminuent toutes 
comme les tennes d'une progression geometrique, en conservant 
leurs rapports. On trouvera facilement, au'moyen de l'equation 
precedcllte , la loi suivant laquelle les temperatures decrois
sent d'un point a I'autre dans Ie sens des diagonales ou des 
aretes du cube, ou enfin d'une ligne donnee de position. 
On reconnaitra aussi queUe est la nature des surfaces qui 
determinent les COl1r.ltp~ rle memp. tPlnperatureo On voit que 
dans l'e~t extreme et reguHer que nous considerons ici, les 
points d'nne meme couche conservent toujours la'meme tem
perature, ce qui n'avait point lieu dans l'etat initial et dans 

_ ceux qui lui succedent immediat~ment. Pendant la duree 
infinie de ce dernier etat la masse se divise en une infinite 
de couches dont tons les points ont une temperature com-
mune. 

33g. 0 

II est facile de determiner pour un instant donne la tem
,perature moyenne de la masse, c'est-a-dire, de celie que ron 
obtiendrait en prenant la somme des prodllits du volume de 
chaque molecule par sa tempenrtnre, et en dirisant ~ 
somme par Ie volume entier.' On fonnera ainsi I'expression 

! vdx.dYodz .' II d I' V 
~] a3 ,qUI est ce e e a temperature moyenne . 

L'integrale doit etre prise snccessivemeRt, par :rapport a 
x ~ a y et a z, entre lea limitea a et -' a; 11 e~nt. ~sal ~ 
produit X. Y . Z, on aura . 
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CHAPITRE VIII. 

V jx dx fY dy JZ dz, 

. . I' (fX dx)' alDSl a temperature moye~e est .--;;-, car les trois 

integrales totales ont u~e valeur commune, donc 

_ 'hrV_(sin.n.a)2 I -len,-t '(sin.no a)2 I -len:t V y- '-'8. + . '-'4 
,n.. f'oi ' no. '~o ' 

+ ( SiD. n) a)- I' '-l: n1 0 t ' 
-·e + etc . 

• n3· 1'-3 , 

La quantit6 lIa equiV81lt it. qui eat ane racine de l'equatiOD 
, . 

" ' h-a' :., '1. r ( : sin. 2 I) d 
1 ~ng. ~ . vet I'- .~~ eg~~~.,!- ~ 1-::-.-::;:;:-.' ·Qn a onc, 

en desiqnant l~s di~erente& r~cines d~ ?~~~e 6<Juation .par 
'1 13 13 etc. , 

_ 7._1 • t, .J.. 1• t 7.1." 
I( ....... '1£'-;' - 1( .. 1. VV (Sin.I.)2 8 a O (stue.)S e ,. a (sin. e3 )28 a 

2 V= -. . + --. , + -- . 
. I, I + SID. 21,' I 810.2', 13 SID • 

. 1' + --'-:- of. :.,.' • '.+.-
"2e.!", ., A-i!' .- ... ,J , I ~e 

, . 'I . , 
'I . 3, ',~ , '" "5' 

I. est entre 0 et -~,'3 est entre ~ et -~, '3 entre !A'~ et -~, 
2 2 ' , ,2. ~, 

les m~i~dres limites ~,!A ~? 3 ~ ,~tc:, .approche!l~ d~ phis en 
pl~ 'des raci~e~,' .• ,~.e~, f4.'et.c.:? .~t'~~.s~~?t· p~~" ~~'J;~o~f?nart: 
~vec"elles ,lQrsque lll~dice ~ e~t .. t~~:w.-~~~' J~~ ;arcs.'~qQblCF 
~ 81 ; .2 e~,!A e3·etc. sont compris' eDt~e' o·.et'~;·eiitt~f:.& no et ~«, 
entre 4~ et 5~; cPe$t pourquoi Ies sin,us 'd~'.ces a~cs ~on~ 

, ." . ". , : .: 8l ... ·!1'lf I' 'sm,'!lt; , . 
tous POSltlfs : les quantltes ,I + __ ' ,~ I + ;l e ,etc. , 

• ~, \ r 2 I. ~,. .. 6 r 

sont 'pjsiti~es' et ~6mpris~' ~ritre' i '~r!A:;il'~tilt de la que 
53. 

• 
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• , THEORIE DE LA CHALEUR. 

_ 3/_ 
tous les termes qui entrent dans la valeur de V 1) sont po
.,itifs. 

340. 
Proposons nous maintenant de comparer la vitesse du 

refroidissement dans Ie cube, 11 celIe que ron a trouvee pour 
une masse spherique. On a vu que pour l'un et l'autre de 
ces corps, Ie systeme des temperatu~~ converge vers UD 

etat durable qu;il atteint sensiblement apres un certain temps; 
alors les temperatures des differents points du cube dimi
nuent toutes ensemble en conservant les memes rapports, 
et celles d'un seul de ces points decroissent comme les termes 
d'une progressi~D geometpqu,e dont Ia rai,soD n'est pas la 
meme dans lea dellX -corps . ..Ji rp~hJte des deux. solutions que 

.., ,II 
- -.'.' ' , -, -k n~ . ; - 3.- It pour la sphere Ia raIson est e' et pour Ie cube e a" 

La quantite n, est donnee par l'equation -

cds. "'" II. 11, a.: = I - r; a, 
. : .. ,s~n~ n a _ _A' 

a etimt I~ d~mi-dia~re: de la sphere, et, Ia -quantite, est 

d ' 1'" "" . oDn~e p~r, . equat~?n I tang. ,= j( a, a etant Ie deml-cote 
du cube. _ . 
, j. ' - -' . 

. Cela :p~, o~ considerera deu~ c~s differents; celui on Ie 
rayon '4e la sphere et Ie demi-cote.'du cube, sont l'uit et l'autre 
e~aux ~'a " 'quantit~ t~es-p~tite; et 'celu~ ~u la _ valeur de a ~st 
tres-grande. Supposons d'abord que les deux cotps ont une 

petite dim~nsio~; ';: ~yant une tres-petite valeur, il en ~ra 
. I I • • '. ... J. • • ~ 

de ,merne ~e a, .on, al1ra -done ", a:::;::,' ,. done la &acti~- , 
. K·, .' J ." , 
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CHAPrrRE VIII. 
" • 3h 

e-3 aole est egale it e"""":"a-: 

ainsi les dernieres temperatures que ron observe, ont une 
h 

expression de cette forme A e - 3 at. Si maintenant' dans 

I" . na.co/l.na h I ',- d equation. = I - K. a, on suppose que e secon . sm.na 

mb d 'm ' d l' ., h n·.a d me re 1 e,re tres-peu e uOlte, on trouve K =-r' one 

la franction e -Ie 11.' est e - 3 ~. 
On conclut de la que si Ie rayon de la sphere est tres

petit, les vitesses finales du refroidissement dans ce solide et 
dans Ie cube circonscrit sont egales, et qu'elles sont rune et 
rautre en raison inverse dn rayon; c'est-a-dire que si la tem
perat'O.re d'nn cube dont Ie demi-cote est a, passe de la va
leur A a la valeur B dans Ie temps t, une sphere dont Ie 
demi-diametre est a, passera aussi dans Ie meme temps de 
la temperature A it 4t temperature B. Si Ia quantite a venait 
a changer pour run et l'autre corps, et devenait a' Ie temps 
necessaire pour passer de A a B aurait une autre valeur t, 
et Ie rapport des temps -t et t' serait celui des' demi-cotes 
a et d. II n'~n est pas de meme lorsque Ie rayon a est extre-

mement grand: car e equivaut alors a ~ 'R', et les va leurs de 
, 2 , 

n a sont les quantites 'R', 2'R', 3'R', 4.'R', etc. 
On trouvera done facilement dans ce cas les valeurs des 

fractions 

, " ',' 3 k"R'°' . 1e'R' . 
. e- 3 aO k; e.:-. leh"; 'ces valeur, sont e- 4ao et' e--;;-' 
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422 THEORIE DE LA CHALEUR. 

On tire de la ces deux consequen(,es remarquabIes: 10 si les 
deux. cubes ont de gran des dimensions, et que a et at soient 
leurs demi-cotes; si Ie premier emploie Ie temps t pour 
passer de la temperature A a la temperature B, et Ie second 
Ie temps t pour ce meme intervalle; les temps t et f seront 
proportionnels aux quarres a' et at. des dem.i-cotes. On a 
trouve un resultat semblable pour les spheres de' grande 
dimension. 2 0 si un cube a pour demi-coie une longueur 
considerable a, et qu'une sphere ait la meme quantite a pour 
rayon, et que pendant Ie temps t la temperature du cube 
s'abaisse de A a B, il s'ecoulera un temps different t pen
dant que la temperature de la sphere s'abaissera de A a:8, et 
les temps t et t seront dans Ie rapport de 4 it 3. 

Ainsi Ie cube et Ia sphere inscrite se refroidissent egale
ment vtte lorsqu'ils ont une petite dimensio~; et Clans ce cas 
la duree du refroidissement est poor run et l'autte corps 
proportionneUe a l'epaisseur. Si Ie cube et"la sphere in serite 
ont une grande dimension, la duree du refroidissement final 
n'est pas Ia meme pour les deux iolides. Cette duree est plui 
grande pour Ie cube que pout la s{mere, ·dans la raison de 
4 it 3, et pour chacun des deux corps en'particulier la dnree 
du refroidissement augmente comme Ie carre du diametre. 

'341:. 
On ~ suppose que Ie corps se re~roidit librement dans l'air 

·atmosph.erique dOht.la chaleur: est' constante. -On p.ourrait 
assujetir Is surface a une autre 'condition', 'et concevoir, ~ 
exemple, que tous ses points conservent, en vertu d'une cause 

. exterieure,la temperature fixe o. J..es quan~tes n, p, q I qui en
trentdans'la valeurdev sous Ie signe cosinus, ~oivent ~tretenea 
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CHAPITRB VIIt 
• dana ce cas., que. '11;1:" devienne .Dulle, lorsque II: re<Joit sa va.

leu.l' complete a, et qu'il en son de meme de p:r at .de~ ,~, 

Si Ie cote du 'cube !liz 'est represente pa~ ~ c, c ~tant ia Ion!. 
• ,. I , ..•• ,/~ '.. • ) 

gueur de la. circonference dont Ie rayon est I; ... on pourra 
exprimer une valeur particuliere de v par i'equation sui
vante, qui satisf~it en meme temps it l'equa~ion generale dl! 
mouvement d~ la: chaleur et it l' etat de la surface,' : .' . 

I.f _ 

. K 
-3-t . 'V=e C.D. cos. x cos. ycos. z . 

• 
Cette fonction est Dulle, quel que soit Ie te~ps t, lorsque x 

. I I A I I ou you z ~Olvent eurs va eurs extremes + 4 c ou - 4 c : 

mais l' expression de la temperature ne peut avoir cette forme 
simple qu'apres qu'il s·est ecouIe Ull teml?s considerable, a 
moins que l' etat initial donne ne soit lui - meme represente . 
par la fonction cos. z.cos.y.cos.z. C'est ce que ron a sup
pose dans la sect. VIII du chap.l, art. 100, p. 95. L'analyse 
precedente demontre la verite de l' equation employee dans 
l' article que l' on vient de citer. II faut remarquer que Ie nom
bre deslgne par ~ dans cet article, est Ie meme que c: il equi
vaut a la circonfe~nce entiere, et non a la demi - circonfe
rence. 

On a traite jusqu'ici les questions fondamentales de Ia 
theori~ de la chaleur, et considere l'action de cet element 
dans les corps principaux. L'ordre et l'espece des questions 
ont ete tellement-choisis, que chacune d'elles prestmtAt une 
difficulte nouvelle et d'un degre plus eleve. On a omis a' des
sein les questions intermediairtts qui sont en trop grand 

• 
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oombre:, teUea que fa question du iiaonveJDeDt Ii_ire de la 
chaleur d8B8 wit. priame tIoat les ex.trimites aeraieDt'reteDGe8 
it d~s. teJqpera~ures fixes, on exposees a l'a~r atmoapherique. 
On pourrait generaiiser rexpression du mouvement varie de 
la chaleur dans Ie cube ou Ie prisme rectangulaire qui se 
refroidit dans un milieu aeriforme, et supposer un etat ini
tial quelconque; ces recherches n'exigent point d'autres 
principes que ceux qui sont expliques dans cet ouvrage. 
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·CHAPITRE lX. 

DB LA D IPFVSION DB LA CHALB VR. 

. \ 

SECTION PREMIERE. 

ON considere ici Ie mouvement de la chaleur dans une 
masse solide homogene, dont toutes les dimensions soot ip
&nies. On divise ce solide par des plans infiniment voisins 

- et perpendiculaires a un axe commun, et It on suppose dtabord 
qu' on a echauff'e noe seule· partie de la masse, savoir, celie 
qui est comprise entre deu~ plans A et B param~les, dont la 
distance est G; routes lea autres parties ont Ia tleIDp4Erature 
initiale 0: J»ais chacun des plans compris entre A et B a une 
temperature initiale dOllDee, qoe l' on regarde comme arbi
traire, et qui est commune a tons ses points: cette tempera
tur.e eat differente pour lea differents plans; L' etat initial de 
la masse etant ainsi deSni, il s'agit de determiner par Ie cal
col tous les etats luccessifs. Le mouvement dont ils'agit, est 
seulement lineaire,. dans Ie sens de l'axe des plans; car il 
est evident qu'il ne peut y avoir auCUD transport de chaleur 
dans un plan. quelconque perpendiculaire it ~et axe, puiSCfue 
)a chale~ jnitia1e de tous ses points est la meme . 

• 

/ 
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On pent supposer, au lieu du solide infini, un prisme 
d'une tres - petite,epaisseur, et dont la surface convexe est 
totalement impenetrable it la chaleur. On ne considere donc 
Ie mouveme~t que dans une ligne infinie; qui est l'ue com
mun de tous les plans. 

La question est plus generale, lorsqu'on attribue des tem
peratures entierement arbitraires it tous les points de la par
tie de la masse qui a ete echauffee, tous les autres points du 
soli de ayant la temperature initiale o. Les lois de la distri
bution de la chaleur dans une masse solide infipie, doivent 
a~oir un caractere simple et remarquable; parce que Ie 
mouvement o'est point trouble par l' obstacle des surfaces 
et par'l'action du milieu. 

343. 
La position de chaque point etant rapport6e it trois a~es 

rectangulaires, sur lesquels on mesure les coordonnees x, y, z, 
la' temp~rature chercbee est une fonction des variables x, y, z, 
et du temps t. Cette fODction 'V 'ou , (x, y, z, t) satisfait it 

I" . "aJ. dv ,K (tev d"ll d"V) (' De equab9D genef e dt =(f.1j dx' + dy' +lJ"Zi , a,.. 

plus, it est necessaire qti'elle represente l'etat initial qui est 
arbitraire; ainsi, en design ant par F(x,y,z) Ia valeur doimee 
de la temperature d'un point quelconque, prise lorsque Ie 
temp~ est nul, c'est-a-dire, au moment ou ia diffusion coin
mence; on doit avoir ,(.x,y, z, 0)= F(r, y, z) . (h). II faut 
trouver nne fonction 'V des quatre variables x, y, z, t, qui 
satisfasse a l'equation differentielle (a)~t it I'equation deter
mim;;e (b). 

Dans les questions' que nous avons traitees precedemment, 
l'inwgrale est assujettie it une troisieme CC?nditioD qui depend • 
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de l'etat de la surface. C'est pour cette raison que l'anafyse 
en est plus composee, et que la solutipn exige l'emploi 
des termes exponentiels. La forme .de l'intt?grale est beau
coup plus simple, torsqu'elle doit seulement satisfaire a 
l'etat initial; et il serait facile de determiner immec1iatement 
Ie mouvement de la chaleur selon les trois dimensions. Mais 
pour exposer cette parti.e de la theorie, et faire bien con
naitre su~vant queUe loi la diffusion s'opere, iI· est prefe.
rable de considerer d'abord Ie mouvement lineaire, en 
resolvaIit l~s deux questions suivantes; on verra par la suite 
comment eUes s'appliquent au cas des trois dimensions. 

344. 
Ire question: une partie Q, b d'une ligne infinie est e1evee 

dans tous ses pointS it Iii. temperature 1 ; les autres parties de Ia 
ligne ont la temperature actuelle 0; on suppose que Ia chaleur 
ne peut se dissiper dans Ie milieu environnant; il faut .determi
ner quel est l'etat de la ligne apres un temps donne. On peut 
rendie cette que~tion plus generale, en supposant, 1° que 
les temperatures initiales des points compris entre Q, et b sont 
inegaIes et representees par les ordonnees d'une ligne qu~l
conque, que nous regarderons d'abori comme composee de 
deux parties symetriques (voyezfig.'fS); 2° qu'une partie de 
la'chaleurse dissipe par la surface dusolide,quiestun prisme 
d'une tres-petite epaisseur et d'une longueur infinie. 

La seconde question consiste it determiner les etats suc~ 
ecssifs d'une barre prismatique, dont une extremite est assu
jettie it une temperature constante, et qui est infiniment 
prolongee. La resolution de ces deux questions depend de 

54. 
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integration de l' equation 

d'U K. d" 'U D . L _--.---v, 
dt -C.D dz' C.D.S 

• 
article 105), qui exprime Ie mouvement lineaire de la 

. haleur. 11 est la temperature que Ie point place a la distance 
de l'o'rigine doit avoir apres Ie temps ecouIe tj K, H, C, 

) , L, S, designent la conducihilite propre, la conducibilite 
xterieure, la capacite specifique de chaleur, la densite, Ie 

"ontour de la section perpendiculaire, et I'aire ,de cette 
ection. 

345. 
Nous considerons d'abord Ie premier cas, qui est celui ou 

a chaleur se propage librement dana la ligne infinie dont 
,Joe partie a b a re~u des temp~ratures initiales quelconques; 
tous les autres points ayant la temperature initiale o. Si ron 
:leve 00' cha5lue point de la barre l'ordoonee d'une courbe 
plane qui represente la temperature actuelle d,e ce point, on 
voit qu' apres une certaine valeur du temps t, l' etat du so
lide est exprime par la figure de'la courbe. Nous designe
ro?s par v=F z l'equation donnee 'qui correspond a l'etat 
initial, et nous supposons d'abord pour rendre Ie caicul 
plus simple que la figure initiale de Ia courbe, est composee 

'de deux parties symetriques, en sorte que l' on a Ia condi
tion Fx=F(-z). Soit 

K -k D.L h d 1" . d'U 7_ d"'U h c.n- , C.D.S = j ans equatIon dt=1£ dz" ~ 11, 

L' -he }' du d"U on lera l1=e . u et on aura dt =k 'ilz.. On prendra 
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I I . I" -/c'lt pour u a va eur partlCU lere a cos. q x B ; a et q 
sont des constantes arbitraires. Soient q" q., qu q4' .. etc. 
une suite de valeurs quelconques, et a" a ... , a31 a4 •.• etc., 
une suite de valeurs correspondantes du coefficient Q, on 
aura 

, 
Su pposons 10 que les valeurs q" q., q u q 4" •• etc., crois
sent par degres infiniment petits, comme les abscisses q d'une 
certaine courbe; en sol'te qu' eUes. devi~nnent egales it d q , 
2 d q, 3 d q, 4 d q , . .. etc.; d q etant la differentielle con
stante de l' abscissc; 2,0 que les valeurs a" a., all (14' • • etc. 
lont proportionnelles aux ordonnees Q de la meme courbe, 
et qU'elles deviennent egales it Q. d q ,. Q. dq, Q3 dq . .. etc. 
Q etant une certaine fonction de q. 11 en resulte que la va
leur de u pourr~ etre exprimee ainsi : 

'j -/cllt u= dq Q.cos. qX.B • 

Q est une fonction arbitraire fq, et l'integrale peut etre 

prise de q = 0 it q =~. La difficulte se reduit it 'determiner 

convenablement la fonction Q. 
346. 

, 

Pour y parvenir, il faut supposeI' 1=0 dans l'expression 
de" et l'egaler fa F~. On a ainsi l'equation de condition 

FoX f dq Q.cos. qx. 

Si ron mettait au lieu de Q une fonction quelconque de q; 
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et que ron achevat l'int~gration de puis q=o jusqu'a q=~, 
on trouverait une fonction de x,. il s'agit de' resoudre la 
question inverse, c'est-a-dire, de connaitre queUe est la fonc
tion de q qui, etant mise au lieu de Q, donnera pour resul
tat la fonction F x, probIeme singulier dont la solution exige 
un examen attentif. 

En developpant Ie signe. de rintegrale, on ecrira comme 
il suit l'equation dont il faut deduire la valeur cJe Q: 

F x=dq Q. cos.q.x+ dq 9. cos. q.x+ dqQl COS.qlX 
• 

+ dq Q4 cos. q4 X + dq Q5 cos. q5X+ etc. 

Pour faire disparaitre tous les termes du second membre, 
excepte 'un seul, on multipliera de part et d'autre par 
dx cos. rx, et l'on integrera ensuite par rapport a x depuis 
x = 0 jusqu'a x = n ~, n etant un nombre infini; r repre
sente une grandeur quelconque egale a l'une des suivantes : 
q., q., qu q4 ... etc., ou ce qui est la meme chose dq, 2dq, 
3 d q, 4 d q. .. etc. Soit q,' une valeur quelconque de la 
variable q, et qj une aut:JJe~eur qui.~t celIe que ron a 
prise pour r " on aura r-"fJf et q=~. On considerera 
ensuite Ie nombre infini n, comme exprimant combien l'u
nite de longueur contient de fois l' element d q , en sorte que 

I, I E 'd' I" , . on aura n,= dtj' n proce ant a mregratIon, on recQn-

nattra que la valeur de l'integrale f dx cos. q x cos. rx est 

nulle, toutes les fois que r et q sont des grandeurs difFe

rentes; mais cette meme valeur de l'integrale est! n ~, lorsque 
.2. 

q = r. Il suit de 1& que l'inugration eli mine dans Ie second 
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membre tous les termes, excepte un seul: savoir, celui qui 
contient q j ou r. La fonciion qui affecte ce meme terme est 
Qj, on aura donc . 

f dx Fx.cos.qx=dq.Q/. n1r, 
• 2 

et mettant pour n d q sa valeur I, on a 

1r~j = f dx Fxcos. qx: 
. .. 

on trouve donc en general 1rQ=jd;x F x cos. q x. Ainsi, 
2 . 

o 

pour determiner la fonction Q qui satisfait a la condition 
proposee, it faut multiplier la fonction donnee F x par 
d x cos. q x , et iotegrer de x nulle it x infinie, en multi pliant 

Ie resultat par ~; c'est-1t-dire, que de l'equation 

Fx~ dqfq cos. qx~ 
. 

on deduit celle-ci ,/q= ~f dx Fx cos. qx, la fonction 

F x representant les temperatures initiales d'un prisme 
infini dont une partie intermediaire seulement est echauffee. 
En substituant la valeur de/ q dans l' expression de F x, on 
obtient l' equation generale 

; F x = f d q cos. q x f dx F x cos. q X. (a) 

347' 
Si l' on substitue dans l' expression de v la valeur que l' on 

a trouvee pour la fonction Q, on a I'integrale suivante, qui 
contient Ia solution complete de la question proposee 
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1r1J -ht rd -ltlJSt rd . 2""=e J qcos.qxe J' xFxcos.qx. 

L'integrale, par rapport a· x, etant pris.e de x nulle a z 
infinie, i1 en resulte une fonction de q, et prenant ensuite 

l'integrale par rapport a q de q = 0 a q = ~, ·on obtient 

pour 11 la fonction de z et t, qui represente les etats suc
cessifs du solide. Puisque l'integration, par rapport a :x: , 
fait disparaitre cette variable, on peut la rem placer dans 
l'expression de 'V par une variable quelconque II, en pre
nant !'integrale entre les memes Ii mites , saVOlr depuis 

. " IOn d «=0 ]usqua «=0' a one 

. . 
1rV -htfd" . -lr'l't (" • --;-=e qcos. qxe J da. Fa. co~. 'Ie, 

o . 0 . . 
.. 0-

r.v -he rd F fd &...klJtt ou -;- = e J' a. a. q e cos. 'I z cos. q a.. 
o 0 . 

L'integration, par rapport a q, donnera nne fonction de :x:, 
t et a., et en prenant l'integrale par rapport a «, on trouve 
une fonction de :x: et t senlement. II serait facile d'efl'ectuer 
dans la derni(~re equation l'integration par rapport it q et 
et l' on changerait ainsi l'expression de 'V. On peut en ge
neral donner diverses form~ a l'integrale d~ l'equation 

dv d' 'II 
dt = k dx" -h'V, 

eUes representent toutes une meme fonction de z et t. 
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433 

Supposons en premier lieu que toutes Ies temperatures 
initiales des points compris entre a et b 1 depuis x=- f, 

jusqu'a x= I, aient pour valeur commu1}e I, et que lea 
temperatures de tous les autres points soient nulles, la fono
tion F x sera don nee par ce~e condition. II faudra done. 
integrer, par rapport a x, depuis x=o jusqu'a x= I, car 
Ie reste de I'integrale est nulle d'apres l'hypothese. On 
trouvera ainsi : 

Q~~. sinoq et ~=e -h' ft!.i..e -9" Itt • cos. q oX sin. q_ 
1; q 2 Jq 

Le second membre peut etre facilement converti en serie 
convergente, comme 011 Ie verra par la suite; il represente 
exactement retat du solide en un instant donne, et si l'on 
y fait t=o, on exprime retat initial. 

Ainsi Ia fonction ~ f 7- sin. q . cos. q oX equivaut it l'unite. 

si l' on donne a x une valeur quelconque comprise entre 
- I et I : mais cette fonction est nulle si l' on donne a 3: 

toute autre valeur non comprise en~ - I et I. On 'Voit 
par -lit que les fonctions discontinues peuvent aussi etre 
exprimees en integrales defioies. 

349-
Pour donner une seconde application de la formule pre .. 

cedente, oems supposerons que la barre a ete echauffee en 
un de ses points par l'action constante d'un meme foyer, et 
qu' eUe est parvenue it l' etat permanent que l' on sajt etre 
~~presente par une courbe logarithmique. 

II s'agit de cODnaitre suivant Tlelle Ioi s'operera la difTu-
55 

, 
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4'34 THEORIE DE LA CHALEUR. 
sion de la chaleur apres qu'on aura retire Ie foyer. En desi
gnant par F:r: la valeur initiate de la temperatar~, on aura 

~ . 
F x=Ae -:.c K s; A est la temperature initiale dUo point 
ie plus echauffe. On fera, pour simplifier Ie calcul , 

, , HL 
A= [ et n= I. 

On a done Fx=e-:.c on en deduit Q-jdxe-:.c ~os.q~ 

e~ prenant l'integrale de a: J;lulle it :» infinie Q= I -:"9-' 
Ainsi la valeur de 'V en :r: et t I est donnee par l' equation 

auivante : .' /( t-
!3!..= e -At (dlJ 0 COSo f:.c. .e -f 

2 J ,1+9" ...".. 

350. 
, Jl!! l' r_! 1r v jdq.cos. q:.c 0 

AI on NUl: t==o. on alU'a "2 = ,I + 9" j ce qw eor-

d 11" t' .. I D I' 0 2 (dqocosog:.c, 0 respon a eta Inma. one expresslon;'J'" i + 9_ , eqw.-

vaut a e-:.c. Il Caut remarqumo quft la ,foDbtion F:», qui 
,repn5eDte l'etat initial llQ change point 'de vawur d'apres 
l'hypothese lorsque :J: devient Ue(J8~ve. La chaleur com
muniquee par Ie foyer avant que l'etat initial ne fut forme, 
.'~ propagee egalement Ii la drQjte et.)4 gaushe du. point 
o ,qui 1& l'eCdoit iDllllw.iatem6nt, il a'eusu.it que Ia lipe 

dont l' equation serai~ y= ~fd q.:;s' !:II: est eomposee de 
1r I 9 ". 

deux branches symetriques que ron forme en r~petant it 
droite et ~ gauche de l'ue de y la partie de la logarithmique 
qui est' a "la droite de l'ue des Y I et a pour equation 
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CHAPITRE IX. 435 

y=e -z. on voit ici un second ex~pIe 6uJ!fe' ,fenetioa 
discontinue exprimee par une integrale definie. Cette·fo~ ... 
. lftlq.coa.qz,. ,-z I a'~ tion + .' equlvaut a e orsque 3; 'est posItIve, 

I IJ . 

mais elle est· e z lorsqne :JJ est negative. 
351 •. 

La question de la propagation de la chaleur dans une 
barre infinie, dont l' extremite est assujettie a une tempera-
ture constante, se reduit, comme on Ie verra dans 'Ia suite, 
it celIe de la diffusion de la chaleur dans une ligne' infinie ; 
mais il faut supposer que la chaleur initiale, au 'lieu. diltTecter 
egalement les deux moities contigues du solide y est distri-
buee d'une manierecontraire'; c'est-a-dire qu'en represen-
tant par F (P la tempera~ure d'un point dont la distance au 
milieu de la ligne eat :J:, Ia temperature initiale du point 
oppose pour lequel la distance est -3;, a pour valeur ,~r"" 
Cetie seconde question' difThre tres.peu. de la precedente et 
pourrait etr~ resolue par une methode semblable : mais 
on peut aussi deduire la solution de l'analyse qui nollS a 
lervi it determiner Ie JD()Uvement ~ 1& chaleur dana let so-
lides de dimensions tinies. 
. Supposons qn'uDe partie II b de la barre priSm8tiqae 
infinle soit echaufl'ee d'une maniere quelconque, voy. fi~. (16) 
et que la partie opposee 0, ~ soit dans un etat pareil, mais de 
sifJDe contra ire ; tout Ie reste du solide ayant la tempemture 
initiale o. On suppose aussi que Ie miiieu environllant est 
entretenu a la temperature constante 0, et qu'il re~oit de 1« 
barre ou leur communique la chaleur par la surface ext&
rieure. II s'agit de troUvel' queUe sera, ap"'s 'un temps donn~ 

55. 

Digitized by Goog Ie 



436 THEORIE DE LA CHALEUR. 
t, la temperature 'V d'un point dont la distance ~ l' origine 
est :1:. 

O.p considerera d'abord la barre echauffee comme ayant 
une longueur finie 2 X, et comme etant soumise it une cause 
exterieure quelconque qui retient sea deux exuemites it la 

, ~. X I temperature constante 0 ; on lera ensulte = o· 
.352. 

On emploiera d'abord l'eC{1:lJltion 

tl v It d' 'V C.D.S 
dt=C,fi'dz.- HL 'V; ou 

et faisant 
-At 

'V=e .U on aura 

on exprimera comme il suit la valeur genera.le de u 

-Itg",t . -Itg\ t . 
u=aae sln.g.:1:+aae S1O·ga:1: 

-1t/f3t . -Ic/f.t • 
+ a)e S1O'8'3X + a 4e SlO'8'4 X + etc.; 

fmant ensuite x=X, ce qui doit rendre nulle Ia valeur de 
'lJ, on aura, pour determiner la serie des exposants g, Ia con
dition sin. g X = 0, ou G X = i ~, i etant un nomhre entier. 
Done 

'I'i' ~ 

u=aae-ItX·t sin. ( xi) + 4 a e-k" x· t sin. ( 2X~) + etc. 

II ne reste plus qu'it trouver. la serie des constantes aI, aa, 
a3, a4, etc. Faisant t= 0 on a . 

le--:F x=a,sin.( x ~) + aa sin.( 2Xl.) + Q3sin.(3xi) + etc. 
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-&oit x ~=,., et designoDS F~ ou F (r.!)par fr,o on aura. 

fr= a. sin. l' + a. sin. 2 r + 0,3 sin. 3 r ....... a. sin. 4,. + etc. 

O ' ,.!~ !lfd f . . 1" r, on a trouve preceuemment a;=;r l' r. SlD. ,r # In .. 

tegral~ etant_prise de 1'=0 it r=~. Done 

! a;-j dx F 3:. sin. Cia;!)-
L'inugrale devait etre prise de 1'= 0 it r=~; done eUe doit 
etre prise par rapport it a; depuis :r:=o jusqu'it :r:=X . .Eo 
·faiJant ees substitutions, on forme l'equation 

~. . 
2. --htr -le- t. ~fd F . ( 1r) 

'V = X e t e X. 2 SlD. X X x X SlD. X X 

-le~ 2,"t , ( ~)I fd F . (1r) 1 .+e X2 .SlD. 2Xi 'J' x X SlD. 2XX +ete. 

353. 
(a) 

Telle serait la solution, si Ie prisme avait une longueur 
finie representee par 2 X. Elle est une consequence evidente 
des prineipes que nous avons poses jusqu'iei; il ne reate 
plus qu'it supposer la dimension X infinie. Soit X=n1r, 

. n etant un nombre infini; soit aussi q une variable dont les 
aeeroissements infilliment petits tlq sont tous egaux; on 

-L ecrira IJ au lieu de n. Le terme general de 1a serie qui en
dq 

I tre dans l'equation (a) etant 

~. '. 
-lex.' t. C' 1r)lfd F . C' 1r) e 2 SID. l:r: X 'J.':& X SlD. lX X • 

Digitized by Goog Ie 



• 

438 THEORIE DE LA CHALEUR. 

On representera par ~, Ie nombre i J qui est wriable 'et 

qui devient infini. Ainsi ron aura 

. ~ I. 9 
X=dq' n=dq' r,=dq' 

ED faisant ces substitutiong dans Ie terme dODt it stagit, on ' 

trouvera 8 _leqSt sin. iJ 31 f d z F X sin. '131. ChacUD de ces 

lermes doit etre divise par X ou d~ t il devient pa. -Ia URe 

quantite infiniment petite, et la somme de Ia sene n' est 
autre chose qu'une integrale, qui deit etre pIi .. par rapport 
'd ' I D a'1 e '1=0 a q='O' one 

2 -"'t fa -leq·t. /.3 F . 
11=;8 J '1 8 sin. '1:x: Q,X z sm'lJ~ (ex). 

l'integrale, par rapport a :.c, doit etre prise de z = 0 a 
x = ~, ce qui donne une fonction de q ,. et la seconde iDte-

grale doit etre prise par rapport it. fJ de fJ = 0 a '1 = r On 

peut auasi ecrire 
co co' 

'lUI -"'tfd _legit. /.3 F' . 2"=e. J q II SID. ftl: Q,II Cl81O. q-,. 
o 0 

co co 
~v -'''If.3 F 1a -'lIt. . ou 2 = 8 Q, II II fJ 8 SID. if:.c SID. fJ rJ.. 

o 0 

L'equation (ex) contient la solutioo generale de la question; 
et, en substituant pour F ~UDefoaction quelconque, assujettie 
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. OU Don • une loi continue, on pourra toujours .exprimer 

en z et t Ia valeur de la temperature: il £aut seulement re
marquer que la fonction F z correspond a une ligne formee 
de deux. parties egaIea et altel'Ilel. 

354. 
Si la chaleur initiale est distribuee dans Ie prisme de telle 

maniere que Ia ligne FFFF (fig. 17) qui represente cet etat 
initial soit formee d~ deux arcs egaux places a droite et. 
gauche du point fixe 0, Ie mouvement variable de la chaleur 
est exprime par l' equation 

• • 
0' '0 

~'V -hJa F 1d -l((tt :;- -:: e a« fJ e cos. fJ x cos. fJ II. 
o 0 

Si la ligneffff( fig. 18) qui represente l'etat initial est 
formee de deux arcs pareils et alternes, l'int.egrale qUI 

dODDe la valeur de temperature eat 

• • '0. '0 

W1J -he rd f 1d -Ittjt. . -;-= e J I 11« fJ e SlD. fJ x SID. tJ IX. 

o 0 

Lorsqu' on supposera la chaleur initiale distribuee d'une 
maniere quelconque, i1 sera facile de conclure des deux 
solutions precedentes l' expression ~ tV. En eifet, qaelle que 
soit la fonction f x qui represente la temperature initiale et 
donnee, elle se decompose toujours en deux autrea F z + ftl: 
dont l'une correspond a la ligne F F F F ,et I' autre a Ia ligne 
ffff, en sorte que ron a ces trois conditions: 

Fx=F(-x), /x'5-/(-:l:) , fX=Fx.+fx. 
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440 THEORIE DE LA CHALEUR. 
On a deja rait usage de cette remarque dans les art. 233 et 
234. On sait aussi que chaque etat initial donne lieu it un 
etat variable partiel qui se forme comme s'il etait seu.l. La 
composition de ces divers etats n'apporte aucun cbangement 
dans les temperatures qui auraient lieu separement pour 
chacun d'eux. II suit de III qu'en designant par 1) la tempe
rature variable produite par l' etat initial que represente la 
fonction totale f x, on doit avoir 

• • 
~11 -AlefoJ -lcfJ't jOd F '2 =e qe cos. qx 1.1 1.1 cos. q. 

o 0 

• • 
. jOd -Iult. jOd 1". ) .+_ q e SlD. q x 1.1./ 1.1 SlD. q 1.1. 

o 0 

Si I'on prenait entre les limites -~ et + ~ les intt'grales 

par rapport it 1.1, il est evident que I' on doublerait les re
sultats. On peut done, dans l'equation precedente, omet- . 
tre au pr~mier membre Ie denominateur 2, et prendre 

dans Ie second les integrales pour 1.1, depuis GC=- ~ jus-

qu'a 1.1= +~. On voit facilement aussi que ron pourrait 
.+f +~ 

ecrire f d. f 1.1 cos. q 1.1, au lieu def d 1.1 F GC cos. q 1.1; car il re.-
• • -0 ~; 

suIte de la condition a laquelle est ~ujettie la foo(:tion f'" 
que rOD doit avoir 

+~ 

o fdClfGC cos. qCl, 
• --• 
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On pent encore ecrire 

+~ . '+'; 

f drt. frt. sin. qrt. 
~!.. .. 

"au lieu de f d rt./« cos. q r.& , 

I - . 
car on a evidemment 

+~ 
. o. f d« F rt. sin. q rt.. 

I -. 
On en conclut 

.!. +!. 
-ht fd -kg"t (f 0 • 

~'V=e J' qe drt. tp rt. cos. fJ rt. cos.q Z 

o -..!. • 
+~ 

+ .. f d rt. tp rt. sin. fJ rt. sin. q oX) , 
I -. 

~ +~ 
ou ~1)=e-hJ dqe-leiJ1Jdrt. tp« cos. (q;=;), 

o -;. 

+ !. !. 

. -ht r 0 fO -le,,'t -
ou ~'V=e J drt. frt. dq., cos. (qoX-rt.)· 

-;. 0 

355. -
La solution de cette seconde question fait connattre di~ 

tinctement quel rapport il y a entre Ies integraies definies 
que nous venons d'employer, et les resultats de l'analyse 
que nous avons appliquee aux solides d'une figure deter .. 

56 
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minee. Lorsque, dans les series convergentes que cette ana .. 
lyse fournit, on donne aux quantites qui designent lea 
dimensions, nne valeur infinie; chacun des termes devient 
infiniment petit, et la somme de la serie n'est autre chose 
qu'\lne integrale. On pourrait passer directement de la 
meme maniere et sans aucune consideration physique des 
diverses series trigonometriques que nous avons employees 
dans Ie chapitre III aux integrales definies; il nous suffira de 
donner quelques exemples de ces transformations dont lea 
resnltats sont remarquables. 

356. 
Dans l' equation 

I • 1·3 1·5 I. 4 'Ir = SID. U + 3 SlD. U + 5 SlD. U + , SID. 7 U + etc. 

on ecrira an lieu de u la quantite i; x est nne autre varia

ble, et n est un nombre infini egal a al'1 ; 'I est une quantite 

formee successivement par l'addition de ses parties infini
ment petitt's egales it dq. On representera Ie nombre varia-

ble i par d'1 • Si dans Ie tenne general -:-!- sin. (2 i + I) :! 
'1 21+1" 

on met pour i et n leurs valeurs; ce terme deviendra 

a'1 sin. 2 'I x. Donc la somme de la serie sera !f a ~ sin. 2'1 z, 
2'1 • 2 '1 

l'integrale etant prise de '1=0 it q=-!; on a donc J'e-
o 

b· I If!!!!. . .. I· I qua on 4 'Ir = 2' '1 SID. 2 'I X qUI a touJours leu, que Ie 

que soit la valeur positive de x. Soit 2qx=r, r etant nne 

II . bI a'1 d r I f dr. ·nouve e varia e, on aura - =- et - 'Ir= - sm. r,-
. '1 r 2 r 
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cette valeur de l'integrale defmie fd; sin. rest connue de

puis long-temps. Si en supposant r negatif on prenait la, 
A • , I d ' I • "d meme IDtegra e e r=o a r=-o' on auralt eVI emment 

un resultat de signe cont~re -; 1r. 

357. 
La remarque que nous venons de faire sur la valeur de 

I,· , I fdr . . I I • 1. ~ • mtegra e r SID. r, qui est 2 ~ ou -2~peutserVJrillR1re 

,connaitre la nature de l'expression • 
~ 

2 fd tj.sin. tj - cos. qx, 
1r g 

dont no:us avons trouve precedemment (article 348) la 
valeur egale a 1 ou a 0 , selon que x est ou n' est pas com
prise entre I et - I. En effet, on a 

f 7 cos. q x sin. q=; Jdgq sin. q.X+! - ;f~q sin. q X-i' ; 

I · I I I e premier terme vaut 4 1r OU - 4 1r, se on que z + I est nne 

quantite positive ou negati~e; Ie second ;f~g sin. q X-I 

til 'I ., . vau 4 1r OU - 4 ~, se on que z - 1 est une quantite POSI-

tive ou negative. Done l'integrale totale est nulle si x + 1 

et x- 1 ont Ie meme signe; car, dans ce cas, Ies, deux 
termes se detruisent. Mais si ces quantit6s sont de signe dif·' 
ferent, c'est-a-dire si ron a en meme temps 

X+I>O et X-I<O, 

lea deux termes s'ajoutent et la valeur de l'iritegrale est .! ~. 
2 

56. 
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Done l'integrale definie ~f'dq sin. q cos. qx est une fonction 
To q 

de x egale a I si la variable x·a une valeur quelconque 
comprise entre I et - I ; et cette meme fonction est nulle 
pour to ute autre valeur de x non comprise entre les Iimites 
I et-1. 

358. 
On pourrait deduire aussi de la transformation des series 

en integrales les proprietes des deux expressions 

rfd q cos. q ~ et!' (q d q sin. q ~ 
1:'"" I + q' V' I + q' , • 

la premiere (art. 350) equivaut a e -~ lorsque x est positive, 

et a e ~ Iorsque x est negative. La seconde equivaut a e - Z 

si .x est positive, et a - e ~ si x est negative, ~ sorte que 
ces deux integrales ont la meme valeur, lorsque x est posi
tive, et ont dt::s valeurs de signe contra ire Iorsque x est ne
gative. L'une est representee par la ligne eeee, (fig. 19) 
l'autre par la ligne e £ £ 8, (fig. 28 ). 

L'equation 

I. sin. «.sin. ~ sin. 21X.sin. ~ ~ sin. 3 «.sin. 3 Z + tc 
- SIn. x = . . + . ,. + -' 3" e. , 2« 7': -IX 7': -2 .« . -,. - « 

que nous avons rapportee (art. 226), donne immediatement 

I,· , I ~ jdq sin. q7': sin. q oX d" . mtegra e - .; cette ermere expreSSlon 
7': l-q 

equivaut a sin. x, si x est comprise entre 0 et 7':, et sa valeur 
est nulle toutes les fois que x surpasse 7':~ 

359' 
La meme transformation s'applique a l'equation generale 
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I . ,f.d . . ,f.d . ; ~fU=SIO. UJ ' ufuSm.u+slD,~uJ' UfUSIO.2u+ete. 

e. • :I: d' . (:I:) I' • • lalsaDt U = Ii' on eSlgnera f U ou f Ii par J x,' on 10-

troduira dans Ie calcul une quantite q qui re~oit des accrois-

sements in6niment petits, egaux 11. d q, n sera egal 11.; et 
. q 

i a lq; substituant ces valeurs dans Ie terme general 

. . :l:f'd :I: (:1:). ( .:1:) 
SIO. 'Ii n: f Ii SIO. 'Ii ' 

on trouvera dq sin: qx f dx fx sin. qx. L'integrale par 

rapport a U est prise de u=o a U=~, done l'integration 
par rapport a x doit avoir lieu de x=o 11. x=n~, ou de x 
nulle it x infinie. 

On obtient ainsi un resultat general exprime par eette 
equation 

00 00 

; -r:fx· jdq sin. qxfdxfx sin.qx, (e) 
o 0 

c'est pourquoi, en design ant p~r Q une fonction de q, telle 

que ron aitfu 1dq Q sin. qu, equation dans laquellefu 

estunefonction donnee, on aura Q=ifdufusin. qu, rin

grale etant prise de U nulle a u infiuie. Nous avons deja 
resolu unequestion semblable (art. 346),et demontre l'equa
tion generale 
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446 THEORIE DE LA CHALEUR. 
00 00 

;~ Fx 1 d'l cos. 'lx.{dxFzcos. 'lx (a) 
o o 

. qui est analogue a la precedente. 
360. 

Pour donner une application -de ces theoremes, noDS sup-

poserons f x = x r" Ie second memhre de l' equation (e) de

viendra par cette-substitution f d 'l sin. 'l x f d X sin. q x zr. 

L'integrale 

f dx sin. 'lx.xr ou lJ~lJf'ldx sin. 'lx.(qx)r 

equivaut a + fd u, sin. u,. u r, l'integrale etant prise de 
lJ ·lJ 

u nulle a u infinie. Soit (L cette integrale totale 

f du sin. u.ur ; 

il reste a prendre l'integrale 
• 

f dq sin. (qx). -;- (L ou "'.ttjdu, sin. u.u-(r+ I). 
g ·lJ 

designant par y cette demiere integrale, prise de u nulle 1 
u infinie, on aura pour resultat des deux integrations suc-

cessives Ie terme zr ",.Y. On doit done avoir, selon 1a eondi-
. tion exprimee pllr l'equation (e), 

ainsi Ie produit des deux transcendantes 
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fd r. f du -r. I 
U U SID. U et . u U SID. U est ;~. 

P 1 · I !~U.siD.U 1 ar exemp e, SI r=-;, on trouve pour VII sa va eur 

connue \11 ~, on trouve de la meme maniere 

f du COS.U 

VII 

Et de ces deux equations on pourrait aussi conclure la sui-
GO . 

vante:1 dq e -9-=;~, qui est employee depuis long-
o 

temps. 

On peut resoudre, au moyen des equations (e) et (a) , Ie 
probIeme suivant, qui appartient aussi it l'analyse des diffe
rences partielles : QueUe est la fonction Q de la variable q 
qui doit etre placee sous Ie signe inte~al pour que l'expres-

sion 1 d q Q e -9 Z soit egale it une fonction donnee, l'inte

grale etant prise de q nulle a q infinie; mais sans s'arFeter it 
ces diverses consequences dont l' examen nous eloignerait 
de notre objet principal, on se bornera au resultat suivant, 
que l'on obtient en combinant les deux equations (e) et (a). 
Elles peuvent etre mises sous cette forme: 

GO GO 

;~f,x f dq sin. q,x 1 d«f« sin. q«' 
o 0 

co GO 

et ; ~ F ,x f dq cos. q,x f d« F IX cos. q fl. 
o 0 
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448 THEORIE DE LA CHALEUR. 

Si ron prenait les integraies par rapport a «, depuis -~jus- ' 
qu'a +";, Ie resuitat de chaque integration serait double, ce 
qui est une consequence necessaire des deux conditions 

f",=-f(-«) et F«=F(:""'",), 
on a done les deux equations 

00 +00 

't':fx . f d¥ sin. qxf d",f", sin. 'I"'. 
o -00 

00 +00 

et ~ F '" f d q cos. q x f d", F '" cos. q "'. 
o +00 

On a remarque precedemment qu'une fonc~ioD quelconque 
f x se decompose toujours en deux. autres, dont rune, F:..x 
satisfaita·la eonditionfx=F(-x), etdont l'autref,t satis
fait a la condition fx=-f(-x). On a aussi les deux , . . 
equations 

0-1 d", F", sin. q'" et 0 f d",f", cos. q"', 

on en eonclut 
00 .... 00 

~ (Fx+fx)=~ <px f dq.sin. qxf J",f« sin. q'" 
o 00 -00 +00 

+ f dq cos. q~f d", F", cos. q«, 
o • -00 

00 +00 

et 'f':,X f dq sin. qx f d", <p« sin. q« 
o -00 

00 +00 

+ f d q cos. q x f d« <p '" cos. q«, 
o -01 
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CHAPITRE IX. 
+00 GO, 

ou ~fX 1 d« f«! dq (sin. qx sin. q«+cos. qx cos. q «) 
-co 0 

+00 co 

ou enlin fx=~f d« tp«! dq cos. (q (x-«))- (E) 
-GO 0 

L'integration par rapport a q donne une fonction de x et «, et 
la seconde integration ferait disparattre la variable ft. Ainsi la 

fonction representee par l'integrale definie f d q cos. (q x-«) 

a cette singum~re propriete, que si on la multiplie par une 
fonction quelconque ,« et par d«, et si ron integre par 
rapport a « entre des limites infinies, Ie resultat est egal 1 
'Ir 'x; en sorte que l' efl'et de I'integration est 'de changer GC en 
x et de multiplier par Ie nombre 'Ir. 

36!l. 
On pourrait deduire directement requation (E) du theoreme 

rapporte dans l'art.234,p. 256et257,qui donne Ie develop. 
pement d'une fonction quelconque F x en serie de sinus et de 
cosinus d'arcs multiples. On passe qe cette derniere propo
sition -a celles que nous venons de demontrer en dOQnant 
une valeur infinie auK. dimensions. Chaque tertne de la serie 
devient dans ce cas une quantite difl'erentielle. Ces trans
formations des fonctions en suites trigonometriques sont 
des elements de la theorie analytique de la chaleur; il est 
indispenpble d' en faire usage pour resoudre les questions 
qui dependent de cette theorie. 

La reduction des fonctions arbitraires en integrales de
finies, telles que l'e:i:priment l'equation (E), et les deux 
equations eIementaires dont elle derive donne lieu a di-

57 
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verses consequences que ron omettra ici parce qu' elles 
ont un rapport moins direct avec la question physique. 
On fera seulement remarquer que ces memes equations 
se presentent ql1elquefois dans Ie calcul SOllS d'autres 
formes. On obtient par exemple ce resultat : 

co co 

,x=~f d« tp« f dq cos. (qX=;), (E') 
o 0 

qui difTere de l'equation (E), en ce que les limites de l'inte
grale prises par rapport it « sont 0 et .;. au lieu d' etre - .;. 
et +.;.. II faut considerer ~ans ce cas que les deux equations 
(E) et (E') donnent pour Ie second membre des valeurs egales 
lorsqu~ la variable x est positive. Si cette variable est nega
tive, l'equation (E') donne toujours pour Ie second membre 
nne valeur nulle. II n'en est pas de mCIne de l'equation (E), 
·dont Ie second membre equivaut it 1t f :r;, soit que l' on donne 
it x une valeur positive ou une valeur negative. Quant it 
l' equation (E') elle resoud Ie probIeme suivant. Trouver une 
fonction de x telle que si x est positive, la valeur de la 
fonction soit tp:r;, et que si :r; est negative, la valeur de la 
fonction soit toujours nulle. . 

363. 
La question de la propagation de la chaleur dans une 

ligne infinie peut encore etre resolue en donnant it l'inte
grale de l'equation aux differences partielles une forme dif
ferente que DOOS ferons connaitre dans. l'artic1e suivant. 
N ous examinerons auparavant Ie cas ou. la source de la cha-
leur est constante. . 

Supposons que la chaleur initiale etant repartie d'une 
maniere queiconque dans la barre infinie, on entretienne la 
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CHAPITRE Ix.. 451 
tranche A it une' temperature constante, tandis qu'une 
partie de la chaleur communiquee se dissipe par la surface 
exterieure. Ils'agit de determiner I'etat du prisme apm un 
temps donne, ce qui est l'objet de la seconde question que 
nons nous sommes proposee. En designant par [ la tempe
rature constante de r exn-emite A, par 0 celIe du milieu, on 

aura 'e -zV:~ pour l'expression'de la temperature finale 
du point sitae a la distance z de cette extremite, ou 'seule-

ment e -lie en supposant, pour simplifier Ie caIcu}, que la 
, , H L • , I 1. I' ., n..!_· Ia ~ quantile rs SOit ega e II umt«;. uatlgnant par 'V temp". 

l'ature variable tiu meme point apm Ie temps eooule t,. OR 

a, pour determiner 11 ce~ equatiou 
dl1 K" d" v B.L .,=c:o dr-C.D.S·'V' 

-3:. /iii: 
soit JlUlinteoaDt 11= e V is + U, 

tI" K. tis u' II. L, tI ,,' tl" II' 
on aura -;r;=C.D;rz; -c:n:s u, ou 7i = k d." -hu'l 

en rempI~t C~D par Ie et C~D~S par h. 8i 1'0n fait 

, -ht tI" 7. d"" 
U =6 11 on a .,=1£ tI~.;. 

_~. /ilL . 
la valeur de " on 11 - e V itS en celle de la difference 
entre la temperature actuelle et la temperature "finale; cette 
difference II, qui tend de plus eaplus a s'evanoWr, et. dont 
la deraiere valear eat nulle equivallt d'ahord a· 

• 
'V1 -z 

Fz-e 7" 
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452 THEORIE DE LA CHALEUR. 

en designant par F x la temperature initiale d'un point sitne 
a la distance x. Soitfx rexd~s de cette temperature initiale 
sur la temperature finale, il faudra trouver pour u une fonc-
. .. ~ 'I' , . d u k d 2 U h . . tlon qUI satislasse a equatIon d t = d X2 - u, et qUI aIt 

pour valeur initialefx, et pour valeur finale o. Au point A, 

. I . , -xVH.L h .. 1.' ou x=o, a quanbte 'lJ-e K..S a, par ypaloUese, 
nne valeur constante egale it o. On voit par-lit que u repre
sente une chaleur excedente qui est d'abord accumulee dans 
Ie prisme, et qui ensuite s' evanouit, soit en se propageant a 
}Iinfini, soit en se dissipant dans Ie milieu.Ainsi pour re
presenter reffet qui resulte de l'echauffem~t uniforme de 
l' extremite A d'une ligne infiniment prolongee, il Caut COD

voir 1° que cette ligue- est aussi prolongee it la gauche du 
point A, et que chaque point situe it droite est presentement 
affecte de la temperature initiale excedente; 2° que l'autre 
moitie de la lign.e it la gauche -du point A est dans un etat 
contraire; en sorte qu'un point place it la distance -x du 
point A a pour temperature initiale - fx: ensllite la cha
leur commence it se mouvoir librement dans l'interieur de . . 
la barre, et a se dissipeF it la surface. Le point A conserve 
la temperature 0, et tous les autres points parviennent insen
siblement au meme etat. e'est ainsi que ron peut ramener 
Ie cas ou Ie foyer exterieur communique incessamment une 
nouvelle chaleur, it cel'ui ou la chaleur priIDl'tive se propage 
dans l'lnterieur du solide. On pou-rrait donc resoudre fa ques
tion proposee de la meme maniere que celIe de fa diffusion 
de la chaleur-, articles (347) et (353); mais afin de multiplier 
les moyens de resolution dans une matiere aussi nouvelle, 
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on employera l'integrale sous une forme diiferente de celie 
que nous avons consideree jusqu'ici. 

364· 
. . , , , . '. tl u . d 2 " .' , 

On sabsfaIt a I equation, dt = k d ot: a en supposant u egale 

, -ot: let 0 d·' ~ . d I a e e. r cette emlere lonctlon e:x; et t peut etre 
mise sous la forme d'integrale definie, ce qui se deduit tres-

facHement de la valeur connue def d q e - t/. ~ a en effet 

Vi f d q e - '1a, lorsque l'integrale est prise de q =- ~ 
aq=+~. On aura done aussiVi=f tlq e-(9+,,)2, b 

etaDt une constante quelconque et les' Iimites de l'iDtegral~ 
emnt les memes qu'auparavant. De l'equation 

I..IC_ -"jd -('1.+ 211 '1) 
V.,~-e q e , 

on conclut, en faisant ll=kt 

let I fd -tf' -2'f"Vt' e =v; q,e.e ... , 

donc la valeur precooente de u ou e-ot:.elce equivaut it 

..!:fdq e- '1S e -(ot:+2'1Vi'"L). 
VW' " 

on pour.rait aussi supposer "!' egale it la fanction 

-not: lenSt 
a e e , 

II et n etant deux constantes quelconques; et l' on. trouvera 
de meme que cette fonction equivaut Ii ' ' 

a fd '_qa -n(.r+2qViiJ 
V= qe e L 

'If , 

.. 
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On peat dODc prendre en general pour valeur de u la somme 
d'une infinite de valeurs semblables, et ron aura 

u =fdg e-tl Cal e- n.(X+:a1Vi't) + a. e-nl (x+:a g Vii) 

. +a3e-n)(z+~gVii+etc.) 

Les eonstantes a., au CJ. etc., et n l , n., n" etc. etant inde
terminees, la sel'ie represente une fonction quelconque de 

. :.c + 2qVkt; on a done u f dq e-1" ,(z+ 2qVkt). 

Lmtegra1e ·doit eve prise de u=-.;. a II =.;, et la valeur 
'd .~ ,. 1.1"··· ,_d". C e u satislera 'necessal~ement iI. equatIon tl t- = 1£ iJ x". ette 

integrate, qui .contient une fonction arbitraire, n' Cuit point 
connue lorsque nous arons entrepris DOS recherches sur la 
tbeorie de la chaleur. qui ont ete remises a I'Institut de 
France dans Ie mois de decembre 1807: elle a ete donnee 
par M. Laplace; dans un ouvrage qui fait partie du tome VI 
des Memoires de l'ecole polytechnique; nollS ne faisons que 
l'appliquer a la determination d.u mouv.ement liDeure de 1a 
chaleur. On en conclut 

-4t fd -tf ( '-./'r.) _~VB.L 'V=e J' g e cp .Z+2QV_Kf -e ItS , 

. z. /if.t 
lorsque t=o la valeur de Ie est F,z-e- V LS oUfz 

done cp Z 1 d q e -g" cp Z et cp Z = :; fZ. Ainsi la fonction 

arbitraire qui entre -dans finte,grale, ·est determinee au 
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moyen de la fonction donneefx" et ron a l'e<p.ation sui
vante, qui contient la solution de Iii question 

il est facile de representer ce res.ultat par uae construction. 
365 .. 

N ous appliquerons la solution precedente au cas ou tous 
les points de la li~ AD ay~t la temperature initiale'o, on 
echauffe r extremite 4- pour la retenir continuellement a la 
temperature r. II en resulte que F x a une valeur nulle lors-

que x difrere de o. Ainsi jx equivaut a -it -~v'~'~'. 
toutes les fois que x difThre de 0, et it 0, lorsque x est nulle. 
D'un autre cote il est neressaire qu'eo faisaot x negative, Ia 
valeur defx change de aigne, eQ sorte que ron ala condi
tioDf( -x)=-fr. On connait ainsi la nature de 1& fone-

./iIL 
tion discontinue fx ,~ elle est -e - ~ V IS lorsque x sur-

~VHL . 
passe 0, et +' e K S lorsque x eat momdre que o. n faut 
maintenant ecrire au lieu de x la quantite x + :1 q VTt. Pour 

trouver 1.1 ou! dqe-q-. :;f(x+ 2QVTt), on prendra 

d'abord fintegrale depuis. 

X+2qVI't=O jusqu'ii X+2qVkt=~ 

et ensuite· depuis x + 2qvre=-~jusqu'a·x+,2ql(kt=O~ 

Pour la premiere partie on a 
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Ie. 
et rempla~nt Ie par sa valeur c. D on a 

. /iii: • . /IiL 
I -.%V fi- . -q -2qy ~-- t on -V; e - K~f tlq e.e C.D.S· , 

. /fi BL (. hIT- )S 
~ -.%Y n c:n:s tfd - q+ Y c:n.s. t . 

on .,.- v; e q e • 

En designant par ria quaIitiw q + \lc~~~s. t, l'expression 

I_I.] e-z . .Jii':'L H.L tf..1 -r" • 
pre\."t1lente est - v; V K.S . e c:n:s . are cette m-

tegraIe! dr e -r". doit etre prise par hypothese depuis 

. /Ki . '1. • /'i:i" I 
aJ + 2 q Y r-n-=O Jusqua z+ 2q Y Fn=-' C.D C.D 0 

ou depuis 

n=_ Z J·usqu'a q=-Ol, 
:z .• /Ki 

2y ED 

ou de r=·\1 HDLSt-; c.. . Kt 
. C·.D 

la seconde partie de l'inwgrale est 

. .. 
Jusqua 

I r=o 
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I f~ -tt (Z-t~1~~}V:; v. aq 6 6 , 

z· /k.L . 21\1' D.L ., 
I V KSjJ -tf . C.D.S ou V- 6 a q 6 0 6 , . , 

. /H.i: D.L 

I z V rs c.D.S·'Jd -,." ou V;6 .. 6 r 6 , 

en designant par r la quantite IJ ~ V C~D~ $ 0 to L'iotegrlle . . f dr 6 -r" doit.etre prise d'apres l'hypothese depais 

_/Kt I." ./Kt I 
X+2QV c:nz=::-- )USqua X+2QV"""Fn--=--' CoD 0 C.D 0 

..1 I 1. .4f:, .1. ·do d 0 ou .. e q=-- iI. fJ =- \I ,c est-a- Ire, epws 
.0 Itt 

Q C.D 

I. '1. • /"1i'L :IIi 
r=-- JUSquil. "=-VF""i\'i't-~. o C.D.S Itt Ac:n 

• 
• 

ees deux premieres limites pellvent, d'apre~ la natare de I~ 

fonctioll 6 -,.., etre remplacees par celles-ci : 

• / D.L Z I r=v .--t+ ~' et r=-· C.D.S Kt - . 
2 -C.D 

11 fouit de lit que Ia valeur de u est exprimee ainsi ! 

. /iiL DL t . ./iiI D.L t 
o zv KS c:D.i fo -fA -zV j(§ c:D:S'f..l -r' 
U=6 .~ r tJ -~ .6 .re 

58 
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la premiereintegrale doit e~ prise depuis 

r-~t+ Z jusqu'a 
- C.D.S :JKI 

2V C.D 

et Ia seeonde depuis 

I r=-, o 

• /Ji'L""" Z "I r-v t- jusqua r=-· 
- C.D.S ° 2 V K'O 0 

C.D 

Representons maintenant par 4R l'integrale :;/ dr eO-,;a 

d · R· " I l' . epUls r= Jusqua r=o et 011 aura 

HL t ./iiL 
= C.D.S zv KS .1. (v' HL t+' Z ) 

u e _.e 'r C.D.S • .11ft 
2V rTiC.D 

HL t . /ilL 
C.D.S -zV fi .I:C. :.IH:L t Z) -e .e- 'r V ~-- - . C.D.S • ~ 

. 2V ~ 

HLo 
done ul qui equivaut it e~c.n:s t . U a pour expression 

. . 
~HL • ~L Z _0 -z _ 

KS . C. /'1'i':L • zo ) KS C-./Ji'Lo .%)' 1 4 V 'C:"D.S t + . / KI -e, 4 V C':'D.i t - :- ff, , 
2Vc.i)o 2Vc:D 

• /B L ~- /iiI:. 
._ - ... V KS -ZV KS.I.C. /'1i:"L t Z) 

et 1) - e -e- 'r V . i"i\'"1i-- - ---.:= 
C.D.S • ~ 

2V c:n 
./iii: 

zv irS C0./1iL Z) .+ e 4 V C':D.S t + . /'"iT . 
• 2V iC:Ii 
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La fonction designee par ~ Rest connue depuis long-te mps 
et l' on peut calculer facilement, soit au moyen des series 
convergentes, soit par lea fractions continues, lea difi'erentes 
valeurs que ret50it cette fonction, lorsqu' on met au milieu 
de R des quantites donnees; ainsi l'application numeriqu~ 
de la solution n' est sujette it aucune difficulte. 

366. 
Si l' on fait H nulle, on a 

Cette equation represente la propagation de la chaleur dans 
une barre infinie, dont tous lea points etaient d'abord a la 
temperature 0, et dont l'ex1rimite est eIevee et entretenue 
it la temperature constante I. On suppose que·la chaleur ne 
peut se di~iper par la surface exterieure de la barre; 011, 
~ qui est Ia m&ne chose, que cette barre a une epaisseur 
infiniment grande. Cette derniere valeur de 'IJ fait donc con. 
nattre Ia loi" suivsnt laquelle. Ia chaleur se propage dans un 
solide termine par un plan infini, en supposant que ce mu 
infiniment epais, a d'abord dans toutes sea parties une tem~ 
perature constante initiale 0, et que ron assujettit 1a surface 
it une temperature constante I. II ne sera point irm.tile de 
faire observer quelques resultats de cette solution. . 

En designant par feR) l'int.ecrale ~f dr e -r· prise 

depuis r=o jusqu'a r=R; e,n a lorsque Rest une quan
tite positive, 

~(R)=i -cp(R) et ~(-R)=.! + cp(R), 
2 

58. 
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done 

en developpant l'integrale If (R) on a 

R) I (R I I Rl I' I RS I I R ) m( = -= --0- + _0- - ~.- 7 + etc. ; 
T ~~ I 3 I.~ 5 1.3.~ 7 

~onc 

I I :c I I ( :c )3 I I ( :c )$ 
2 vV1r=;Vi- _ /ift+ I 3' . /'i:t -I,; s· vr Kt + etc. 

2V'iU}- 2V ;;n- 2 -C.D· C.D CoD 

10 Si ron suppose:J: nulle, on trouTera 1.1= I; 2° si:l: a'etant 
point nulle, on suppose t= 0; la somme des termea qui 

c:on~ennent z represente l'integrale f J,. ~ -,.. prise depuia 

• "I '.Ln .. i' I V- d 7=0 JUSqU a T-o et par consequent "'1U& vaut a ; ~; oae 

iv est nulle; 30 differents points du Bolide places a des pro
fondeurs differentes Z. X2 Xl etc., pamennent a ane meme 
temperature apres des temps differents $. Z2 Z3 etc., qui 
sont proportionnels aUK. quams des longueurs 3:.3:2 XJ etc.; 
40 Pour comparer les quantites de chaleur qui traversent 
pendant Un instant infiniment petit une section S pla~ 
dans l'interieur du solide a la distance z: du plan ecba~, 

on prendra la valeur de, la quantite -KS ~; et I'on aara 
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CHAPITRE IX. 

_KSJv_ 2S.K .V;{I-!.( x )2 
Jx . /Kt - I. /Kt 

2V r.:n- 2V-C.D C.D 

~I 

• 

'+ 1 ( X )4 I ( :.c )6 t} S Vc.15. Vi - ( VX Kt) ~ -. -- + e c. =. - - e 2 -
, 1.2 2~ 1.2.3 2V!..!- Vt V1r C.D 

C.D C.D 

• 
aiDsi l'expression de la quantite ~ est entiereIilent deg. 

du signe integral. La valeur precedente it la surface du solide 

khauiFe est S. V~~, ce qui fait connaitre comment Ie 
.... t , 

flux de chaleur it la su~ace varie avec les quantites c.n K, t; 
pour trollver combien Ie foyer communique ile chaleur au 
solide pendant un temps ecowc t,. on prendra I'integrale 

fS VC,fi. ViC dt' 2 S Vc:D. Vi{. Vi 
• . V; Vi' ou. i7: : 

ainsi la chaleur aCquise croit proportioDDellemeDt a 1a racine 
quarree du temps ecouIe. 

367. , 
On peut traiter par une analyse semblable la question de 

la diffu.sion de la chaleur qui depend auasi de l'integration 

d I" . J v k d" v 1. 0 " f I e equation Jt = Jx" -'611. n representera par :r; a 

temperature initiale d'un point de la ligne placee a la dis
tance :r; de l'origine, et ron cherchera a determiner qu'elle 
doit etre la temperature de ce meme point apres un temps t. 
~ . -ht dr. d" z , 
laJsant 11 = e . Z I on aura J t = "h-' et par consequent 

z-j dq e -f/ f(.x+2fVTt). Lorsque t=o on doit avoir 
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462 THEORIE DE LA CHALEUR. 

'lJ fx 1 dq e-q" 9 X ~u rpx= ';:;fx; done 

-AI 

'lJ=BV ; f dq e-q"f(X+2q0't). 

Pour appliquer eette expression generale, au cas ou nne 
partie de la ligne depuis X=-tt jusqu'a x=* est unifor- _ 
mement echaufi'ee, tout Ie reste du solide etant a la tempera
ture 0, il faut eonsiderer que Ie faeteur f(:x: + 2 q Vkt) qUi 
multiplie e-q" a,selon l'hypothese, une valeur eonstante I, 
lorsque Ia quantite qui est sous Ie signe de Ia fonetion est 
comprise entre - ~ et ~, et que toutes les autres valeurs de 

ce facteur sont nulles. Done l'integrale f dq e -q" doit etre 
prise depuis x + 2 qVn=-~ jusqu'lt x + :1 qVkt = ~, 

d · -.%-~ . ''!.. -.%+~ E d" ou epws q= V JUsqU a q = . ~. n eslgnant 
2 AI 2yA. 

comme ci-dessus par :; ~ R l'inugrale f dr e -~ prise de-

. R' " I pUIS r= Jusqu a r =0' on aura 

368. 
Nous appliquerons encore l'equatiOD generale 

-AI -

'lJ=B v;f dq e-q"f(x+ag0t), 

all cas OU la barre il)finie eehaufl'ee p,r un Coyer d'lUle in
tensite constante I est parvenue a des temperatures fixes, 
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CHAPITRE IX. ,463 

et Ie refroidit ensuite librement dans un milieu entretenu 
it la temperature o. Pour eela il suffit de remarquer que la 

fonetion initiale designee par fx equivaut it e -.% V: tant 
que la variable x qui est SODS Ie signe de fonetion eit posi-

tive, et que cette meme fonction equivaut it e.% ~ lors .. 
que la variable qui est affeetee· du signe fest moindre que 
o. Done 

.-"'(f..1 _D" -.%\11 -2 D VIt 
11= v: aq e ;I e - e ;I 

. -.%V~ 
+ j dq e -t/ e Ir e29 Vii) 

la premiere integrale doit etre prise depuis 

X+2qvn=O jusqu'a X+2q~=~, 

- et Ia seeonde depuis 

X+2qVkt=-~ jusqu'a X+2QVkt=O. 

La premiere partie de Ia valeur de 11 est" 

.-'" -xV; f -9~ -29V'ii v; e . dq e e , 

xV; .- - ljd -(9+ vTt )· ou V; q e , 

-xV; • Ir-jd -r·· Ott v': r e ;. 
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ell faismt r=f +1/At. L'integrale doit etre prise depuis 

-z ." I 
q=2 V,it Jusqua q=o' 

011 depuis . " Jusqua 
. . 

La seconde partie de la valeur de 'U est 

I r= -. o 

zv1f~ -~ e u'r e ; 

eo faisaot r= q - Vht. L'integrale doit etre prise de 

11. _I/i"':: Z d Z, I r=--ar.=--y ht- v-,ou er=Vht+ V- a r=-, o . 2 it - 2 Itt 0 

00 en conelut l'expressioo suiV8nte: 

369. 
On a obtenu art. (367) l' equation 

'U=e-kt {~(-z+«)_~ (-z+«)}. 
. 2 Vii 2VAt 

pour exprimer la loi de la diffusion de la chaleur dans une 
barre peu epaisse, echauffk uniformement a son milieu 
entre les limites donnees x =-«, X = + II. On avait prece
demment resolu la meme question en suivant nne methode 
differente, et l' on etait parvenu, en supposant «= I a 
l'equation 
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2 - Atftlq . -q. kt 11=;;e q COS. q~ ~lD. q.e art. (348). 

Pour eomparer ees deux resultats, on supposera dans run 
. et l'autre tr:=o; designant eneore par tjI (R) l'integrale 

fare-"· 
p'riJe d~puis r=o jusqu'a r=R, on a 

-kt { (-IX (IX) } -v..::::;:e. tjI 2 v-il- tjI.~ , 

OU 

I I ( IX·)5 I I ( IX)' } +-.- - - - -- + etc 
1.2 5 2 Vii" i:2:f' '1 2 Vii . 

• d'un autre el»ttron doit avoir 

.... 2 -latj'tlf ' -fO it --v=-e -slD.qe , 
w, f 

ou 

. ~ -la'f -q"kt( -5" . ,. t/ . ) 
11= e dqe 1- + 345- 3456.+ ete. W 2. s... 2.... 

Or I,· , I [J _g. 2m • d' . I ,;: IDtegra e ",-u,e. • u,. prISe epUlS u:;=o lusqua 
. 

U = ~ a une valeur connue, m etant un nombre entier po-o . 

sitif. On a en general· 

. f'·_g· 2171_ ~ 3 5 '1 2171-1 ·1. ~ .• 
due .U --.-.-.-..... ,-"_""'. 2222 r. 2 s-

l' equation· precedente donne done, ,en f.Qsant qa k t= u,. , 
59-

• 
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466 THEORIE DE LA .cHALEUR. 

-At 

on 'V= 2~V= [VI __ !. -31 ( VI _)3 +_I-S! ( VI _)5 
.. 2 It I 2 it 1.2 2 It 

_'-2-~(.2-)' + ete]. 
1.2.3, 2Vlt '. -

Cette equation est Ia meme que Ia precedente, Iorsqu' on 
suppose Of = I. On voit par-II. que ees integrales, que l' on a 
obtenues par ,des procedes difl'erents, cODduisent au memes 
series coqvergentes, et ton ~rvient aossi a deux resultats 
identiques, queUe que soit Ia valeur de ·z. 

On pourrait, dans cette question eomme dans la prece
dente, comparer Ies quantites de chaleur qui, dana. un-in
stant donne, traversent diiferentes sections du prismeechaufTe, 
et l'expression generale de cas quantites Det1IODtient aucun 
signe d'integration; mais, sans s'arreter a ces remarques, 
on terminera cette section par la comparailOD dee diiIerentes 
formes que rOB a donnees il'ilitegrate de l'equation qui re
preseD:te Ia diffusion de Ia chaleur daQS une ligne iufinie. 

37°· 

P ' . I!.' 'I" . tl" K' tP" our satlslalre a equatIon d t = d.r' on peut supposer 

-~ let , , I -,,~ ,,'let dL1 • 
~=e . e ., et en genera u=~ .8 , on eo' tuwt 
facilemeJit, art. 364, l!integrale· , 

',,u.;; fdt,e-~q· 9{~rrf- ~fJ v.~t~ r. 
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CHAPITRE IX. 
+-l-

De l'equation CODDue Vi f d q e -tt on conclut celle-ci 
r -. 

+-l-
Vi 1 d q e - (g + a)", a etant une constante quelconque; 

-.!. • 

on a donc ea" = :;/ elf e -g" e -2dg", ou 

a" I f g" ( :a"a"f" :a'tlr ) e =v; dq e- 1-2o,q~ 2 -2:T+ etc .. 

Cette equation a lieu, quelle que soit la valeur de o,. On peut 
developper Ie premier membre; et, par la comparaison des 
termes, on obtiendra les va leurs deja connues de l'integrale 

f d q e -9" qX". Cette valeur est nulle lorsque n eat impa~r, 
et I' on trouve, lorsque n est un nombre pair 2 m, 

do e 0 =-.-.-.-.... . Vi .. f -g" 2m I 3 5 1 2m - I -
:z :z 2222 2 .... 

371• 

On a employe precedemment pour l'iotegraIe de requatioD 
Ju 7. d"" l' . dt = /( a:e" expresSIon 

ou celle-ci 

, d ,. d 
4,4.0,3.0, •••• etc. et n.na7l3n. etc. etant eux senes e con-
atantes arbitraires. n est Rise de voir que chacun de cea terme~ 

5g. 
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equivaut a l'inregrale f d fJ e -It sin. n(x + 2 ~k) ou 

jdq e-q~ cos. n(x+2qvrt). 

En efi'et, pour determiner la valeur de I'integrale 

j dq e- I,- sin. (X+2q~kt); , 

on lui donnera la forme suivante: 

f d~ e-q~sin. x cos. 2qt/::Ji+ jdqe-tf COS.Xsin.2qi(.it; 

ou celle-ci, 

., f - ~. (_Sfv=ri .,afV-A,) dq e lJ SID.X +-__ 
2 2 

f ~ Sf V AI.' -Sf V-I, 
+ d'l e-q coS.x C- V· - - v ), 

~ -1 2-1 

qui equivaut ~ 

-kt. ClfJ -(lJ-Vii)~ Ifd -(lJ+Vii)~) e SU). x ; aq e + ; f e 

':';"kt C I fd -q~ -(9-Vit)- I fJ. -(f+V il}") + e cos.x 2 V-I q e e - 2 V-I q e 

l'integrale f tl f e - (q± v it)~ prise depuis f = - ~ jus

qu'a q = ~ est V1r, on a donc pour la valeur de l'integrale 

J dq e-tf sin. (x + 2fv.:kt), la quantite e -it sin. x.Vi, 
, 'raJ et en gene· 
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CHAPJHE .IX:. 

e -,.-Iet sin. (l43!)Vi ~ f dq e -:~2 sW..P (.1f + 2QVkt) , 

on determinel"a de la meme maniere l'integrale 

jdqe-'1 2 cos.n(~+2qvm, 

d I I _,.alet () -ont a Ta eur _ e COl. nx . Vs. 

On Yojt ~r-18 que l'integrale 
• r ;. I 

46g 

I'! 

-n',lcte · b ) -"'-aletc· b ') e . a,Sln.n,~+ .(:08.11,.2: + e a.sm.,n • .2:+ .cos,n.~ 

equivaQt a 
I I ,; 

f d e-q'{ •••. ,.,.~ .. +~Vii)+4a .... ,.,;('tI+29~).+etq.} .. 
q 6IcQJJJ~~+afVIt)+b.cs .. nt(.a-+4g-V14) +_r.q. 

La valear de la'aerie 1'ep!'esente, oomme on l~a V11 ~em
meat, ana rondion qt*lbo&que de ~.+ ~,VTt; alftsi 1~re.. 
pie puente aera ~eiprime~ aiosi s: ~ .' .:'" I " 

,,' 

'J' • 
. I 

.' .! I ~ ~. : :' ';Ji .', '. i 

• 
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, ' 

SECTION DEUXIEME. 
, 

. I. ;. .• J: 

'Du mouvement libre de la chaleur dans un solide infini. 

372 • 

I ) ; , a'tJ K tla.·v ... ' 
,11 NTEGl\ALE de I equation' "dt=c. D . a:x:? (a) f~rnit 

• • , I':' • . '. 

immediatement celIe de l'equation it quatre -variables 

(A) 
• " ". •• J • 

comme nons raYOnS deja remarque en traitant la question 
de la propagation de la chaleur dans un cube solide. C'est 
p~ur eela fIU'il soffit en general de coDsiderer l' e~et, de la 
diffusion dans Ie' cas lineaire. Lorsque les corps n'ont point 
le~ ,di~DSions illfini86, ~a cU..strihutioD· .. ~; lao ch.Je.ur est 
com;i~.~ent tJ.:~I~. p~ .~ . .pll~. dul~JQi1ieu SQlid~ 
au milieu elastique; ou ,; .. pG1H' e~layer: lea .. expressi0D8 
propres it ranalyse, la Conction qui determine la tempera
ture ne doit pas seql~ment. ~tisfaire' it' requation aux diffe
rences partielles et it l' etat initial; elle 'est encore assujettie 
a, des co~d~ti~n8 qui,d8pend~Dt ~j la: firtpte. de Ia. mrface. 
p.~~~,ce.,c~~ l.'i~t~gr~l~la ,~e. ~~~e,~J~~.fI.~iJ.~. ~ ~~~, 
et il faut examiner la question.FlY~~ ~~~~f?~Plmp,s ..• d!i tpin 
pour passer du cas d'une coordonn~e lineaire it celui' des 
troi~ coordonnees orthogonale& : mais lorsque la masse solide 
~'est point interrompue, aucune condition accidentelle ne 
s'oppose it la libre diffusion de la chaleur. Cet, e1ement se 
meut de la meme maniere dans tons les sens. ' 
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CHAPITRE IX. 
La t.eJnperature variable 1J d'un pOint d'une ligne infinie 

est exprimee par r equation 

+t' 
1J=v;j dq e-qsf(oX+ 2 qVt) (i), 

r -. 
oX designe la distance entre un point fixe 0, et Ie point m-? 
dont la temperature equivaut it 'V apres Ie temps ecouIe to 
On suppose que la chaleur ne peut se dissiper par la surM 

face exterieure de la barre infinie, et l' etat initial de cette 

barre est exprime par l'equation 'V :foX. Vequation diffe
rentielle it laquelle la valeur de 'V doit satisfaire est celle-ci : 

dv K tlsv 
Tt=CoD'~ (a). 

M O. IOfi I I 1 ' 0 tl v as 1.1 (b) &IS pour Simp I er e ca cu , on ecrlt tl t =d,;o ; 

Ce qui suppose que I' on emploie au lieu de, t l1;De autre ~n- . 
d.t. 0' , 1 1. Kt del'Dllnee t ega II coIf 

Si dans une fonction de oX et de constantes foX on 
substitue oX + 2 n Vt it oX, et si, apres avoir multiplie par 
tin -n° 0' 'd Ii 0 V; e ,. on lDtegre par rapport a n entre es mites 

infimes, l'expression ~;fdn e -n° f('.x+2nVt) satisfera, 

comme on I'a demontre plus haut, a l'equation ditFeren
tieUe (b); c'est-a-dire que cette expression a la propriete de 
donner une meme 'Valeur pour la fluxion seconde par 
rapport a oX, et pour la fluxion premiere par rapport a to 
D'apres cela il est evident qu'une fonction de tl'ois variables 

• 
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472 TH~ORIE .DE LA CHALEUR. 

f( x, y, z) jouira d'une semblable propriete, si l' on aubstitue 
au lieu de x, 1', z, les quantites 

x+2nVt, .r+2pVt, Z+2QVt, 

et si ron integre apres avoir multiplie par 

dn ~n't dp -p't 'dq _qat 
V.; e , v; e , v; e . 

En eifet, la fonction que ron forme ainsi, 

donnera trois termes pour la fluxion par I1Ipport at, et 
ces trois termes sont ceux que l' on trouverait en prenant 
la fluxion seconde pour chacune des trois variables :x: ,.1, z;. 

Dolle l' equation 

~ -'ldnjdpjdq e(n.°+p"+Q1/Cx+ 2 nVi,1'+ 2pV't,z+!J.qV5) (I), 

donne une valeur de 11 qui satisfait a l'equation an diffe
rep:ces partielles 

d v d"v d" 1) d" 1) 

dt = d~e + dje + dr.- (B). 

373• 
Supposons maintenant qu'une masse solide sans figure, 

(c' est-a-dire qui remplit l' espace infini) contienne une quantiu 
de chaleur dont la distribution actuelle est connue. Soit 
l1=F(x,1', z) l'equation qui exprime eel etat initial'et arm
traire, en 60rte que,la molecule dont lea coonlonnees soot 
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CHAPITRE IX. 
z, 1', z a une temperature initiale egale a 1a valeur de la 
fonetion donnee F ( x ,1', z). On peut se representer que la 
.chaleur initiale est contenue dans une certaine partie de la 
masse dont Ie premier etat est donne au moyen de l'6quation 
1) = F (z, 1', z), et que tous les autres points ont uDe tempe
rature initiale nulle. II s'agit de connaitre quel &era, apres UD 

temps donne, Ie systeme des temperatures. II faut par con
sequent exprimer la temperature variable 1) par une fonction 
,(z,y,:;, t) qui doit satisfaire,a I'equation ge,Qerale (A) et a 
la condition cp (x, 1', z, <> J = F ( z ,1', z). Or la valeur de' cette 
fonction 'est' donnee par l'integra~e " · il 

1)=~ -:fdnfdp fdq e-.(no+po+tt)t, F(Z+2~Ve): 
: • I 

En effet, cette fonction 1) satisfait it l'equation' (A), et 'si 
l' on y fait- t= 0, on trouve : !, • ' 

!i r. f :I' '(nw+ '+ ·)t ' ~ -.J d n d p dq e - ,P, fJ , F (~, 1', z), , 
, , ' 

ou, en achevant les int~grations, F ( oX) 1', ~). 
-3?4-

Puisque la fonction 1) ou cp (z,y, z, t) represente retat 
initiallorsqu'on y fait t=o, et qU'elle satisfait a l'equation 
differentielle de la propagation de'la chaleur, elle represente 
aussi l' etat du soli de qui a lieu au '~ommencement du second 
instant, et en faisant varie!! Ie second etat-, on en. condut 

• • I :' , • 1 • • ~ I' J 

qu~ la meIll:e ,fonctio!1, represente Ie, ,troisieme;, e~t ~~. so,.. 
lide, et tous les etats subsequens. Ainsi la valeur de 'I! I que 
ron vieI)t" de determiner, eontenant une fonction entiere
ment arbitraire des trois variables x ,1', z donne la solution 

60 
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474' THEORiE DE LA' CHALEUR. 

de la question; et l' o~ ne p~ut sup poser qu'il y ait une 
expression plus. generaie, quoique d'ailleurs la meme inte
graIe puisse etre mise ~o~s 'des forIhes tres-diverses .. 

Au lieu d'e~ployer requa-tion 

. ;,r:''V=:1C!dqe-q'f(:X:2QVi), 

On pourrait donner une' autre forme it l'integrale de l'equa-
'. . , . . . \ 
• d'21 .- 'lJ:. •• .,,'. ,-

tlon de '. fI~. ~ ~t .I} .serait. touJDurs facile den dedwre 110-

~egrale qui eonvient au QiIS. de~ tfoii. ,dimensions.·.Le reswtat 
que ron obtiendrait serait neeessairement Ie meme que Ie 
prececieAt... .' '.' . . ,'. . 

Pour donner un exemple de ee caIeui nous ferons usage 
~ la. v~le~ particuliere' qui .nous a se~i. it former I'inte-
grale exponentielle. .' !:'" I 

R d I, , . d v do 'V 

eprenant one e<J~at~o"D dt = d~' ( b), nons don-

Derons i. ~ la ~aleur tres-simple 'e -n't cos. n:x, qui satis
fait evidemment ~ l'equation differe~tielle (b). En effet, on 

. dv " d' 'V • D ' 1" , 'aI' 
en tIre dt=-n°'V et d:r" =-n''V. one lDtegr e 

. 1., ') I .' , • . , 

+i-f dn e -n·t,cos. n.:X: , 

: II. :. ~ 
I ' ,-a ., 

. . ' , 
e~nvient' auss~ it;'!; equation (b); car eette vai~ur de 11 est 
t'?tm~ ~~' ~a somme' 'd'llne infinite de valeurs partieum~res. 
Or t .I'integrale ' 

• J ~. , • I 

I: I' " 

"1'; 
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; ,CU.A~ITRE IX.· . 
+1i, . fd _nSt, 

" e _ cos. n~ __ : : 
I : -. ' 

. e 4 t 
est connne, et ron sait q~'eUe equivaut ~ 'v- v- (Voy~ 

1\"' t 

l'article suivant.) Cette demiere fonction d,.,x,«tt·t c~vient 
donc aussi avec l'equation ditl'erentielle (b). II est d'ailleurs 
trt-s-facile de reconnai~ iDllD:edia~ement que la valeur par-

.-. - ." Jo. \' 'I I '" 
/liS • 

e ". .., . 
ticuliere Vt satisfait'air~ioW\dotit il&'itgtt.··: ': 

Ce. me~e resultat aura lieu si l'o~ remplace Ia. variabk z 
'par z~~, «,eu.nt urie coostan~e q~iconq,u~l~<>~' peut donc 

• I J ... \) I.'.' ,. • 

_ (.z-c)S 

• ., 'L • Ae 4t 
employer comme v~I;~~r. p~rtlCuli~r~. ~a\ fonctlon Vi 

dans laquelle on attribue a« une valeur ~etconque. Par conse. 

.: : .. (z:-2 s • ,,' -." , . ,. , ' 4t " , 
'I r> fd .I Ae . . ~.'. • , I" • . que~t 1l80mJll'j' • ,el' .0 ,,\"t.~ 11~¥'·.·· eq¥a.t.IOD 

'mtrermiieIIli'(6) i .cdr'ootte 'souune ~~compose d'une infinite' 
-deivaieurs' particnlieres de la 'm&e!forme, mUltipliees par 
des coosUntea arbit;nirea.-, Done on 'peut preii~re ~. va-
l . d 'd (' , . tl v d s v cell . eur evans equabon -;r;:rr::--;r-;. e-Cl.: . \\ ,."., ~:, 

+!. -(z-.)---

,. v:, f' ;/j~.A6' ':: -~. 
, , 

-.!."\ • 
o 

" t' 

.. . . 
A eta~t\ un co~ffici~~t·~o~a~t. Si 'dan's' ce~ derrile~e Inte-

l (x-«)' t' • • A -I 
gra e on supp~se 4t = q', en lalsan~ .a~~~ ,,' = ., V;'r ~D 

60. 

• 
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476 THEORIE DE LA CHALEUR. 
+.!. -(a.-x)' 

f o 4t 
aura v= da.f«· e 2 vVt (i) 

• -'0 

ou v=:';jdqe--tt f(x+2QV"t).· - (i) On voit 

par-lil comment l'emploi' des valeurs particum~res 

-Ti't e cos.nx ou 

conduit it l'integrale sous forme finie. 

.-" v, 

375•. .. . 
, La relation qu' ont entre elles ces deux valeurs particuIieres, 

se _ decouvre lorsqu' on determine l'integrale 

. +~ 
dn e- cos~ nx. 'f 1i't· 

-.!. • 
Pour effectuer l'integration, on ~~it developper Ie fac
teur cos:' 11, x , 'et' -integrer 'par r,apport A II. On obtient ainsi 
une ,s~rie qui represente un developpement connu; ma~ o~ 
deduit plus fa~ement ce resultat de l'analyse sui~ante. 

L'integ'takJ f dn e-ra't cos. n~ se rapporte a celIe-a: 

!dp e -p- "co~. 2PU" 
en supposant nSt=y 'et nX=2pu. On a ainsi 

. 
+7.- +.; , 

f -n.'t I f _po 
0, dn (I '. c~s. nx=V- dp (I , cos. 2pU. 
, , ) • I . I 

• I 
-'0 -'i 

t· ., :. . .' \' -_ 
On ecrlra mamtenant 
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Or ehaeune des integrales qui entrent dans ces deux tennes 
equivaut it Vi. En effet, on a en general 

et par coruequent 

+-i 
v;r 1 dq 6- f -, 

I -. 

. 
queUe qQe soit la . eonstante h. On trouve done, en faisant 

, , 

h= =r= uV-i ~ f d'1 6 ~F cos. 211 u-e-u- 0 , 

done 
.+i-

. fdne-nltcos. 
-.!. o 

et mettant pour u sa ,valeur :1 ;""" on aura 

+t 
dn e - cos. n:x:= f nit 

I -. 
It" 

II 4 t • 

v'i V;, 
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I 1 · 'I" e 4 t , I Au reste a va eur partieu 1ere""""VI est assez simp e pour 
:'\. . -

qu'elle se p~sente· immediatement sans q~'il-soit necessure 
..I ... Ia d..!..L·' d II ,-n"t Q' "I ' :~. : ~ . ~",1re-. \ e ee e - Cl; 8 'cos, I1;X, ~Ol qu I en SOIt, 

" -z"., 

i~ est certain que la ~onction e ;~ satjsfait a l' equation dif-
• . '. • J " , .' • • 

t' , 'II d 1J tI" 'N -'I d·..· . - , d lerentle e -d =-d "; 1 eb est e mcme par WDsequent e t ~ . 

-(.z-cr.)" 

I t.' II 4t II ' ..... . , a lonctlon Vt ,que e que 101t UI quantite ct, 

376. 
Pour passer au cas des trois dimensions, il auRi.t de mul-

:i.1.'-ar 
'I' la t" e 4 t d t' tip ler 10netlOn en x et t, 'VI'" par eux autres lone-

tions semblables rune en:r et t,' Ie produit doit evidem-
. fa' 1. I" tj' - d 1J d" 1J d" 1J d" 11 On 

ment sabs Ire it. equa. on de == d~" + (ly" + dz"' 

prendra don~ pour v' ,Ia valeur l~si ex~rimee 

-(z-a)" -(y-f,)" -(z-'T)" 
II 4t . e 4t e 4 t 

v=--,:--V, Vt Vi 

Si maintenant on multiplie Ie second membre par d ct, d 8, dr, 
et par une fonction queleonque f( at, ~''1) des' quantites ~, ~,'y, 
on trouvera, en indiquant l'integration, une valeur de v 
formee de la so~m.e d'une infinite de valeurs particulieres 
multipliees par des ,constantes arbitraires, 

II suit de Ha que la fonction v pent etre ainsi exprimee: 
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CHAPITRE IX. . 479 
, +~ +; +~ r _ ((.-')'+-(~-a:).+(y-a:).) 

." ~d. ~d~~Jr f(.;~,r).r~e .' u) 
Celle' equation contient l'integrale generale de la ,propose.: 
( A) ; ,Ie prpcede qui n~us a conduit it cette integrale dojt 
etre tem~J:'qu,e par ce qu'il :s'applique au~, Ga;s les, .R~us 
varies; it est principalement utile lorsque l'~ntegl'ale doi~ 
satisfaire it des conditions relatives ~ la surface. En l'eJr.ami-

• 1,. • 

nant aV~f; ettention on reconnaitra qu~ les tra~sformatibns 
qu'il exige sont toutes indiquees par la nature physique, de 
la question. On peut aussi, dans l'equatiop (j), chaJ.lger 
d'indeterminees t en prenant 

(at-:-z)' _ n~ (~-:1')" _po (r-z)' _ 'q" ' 
4 t - , ,4 t -, 4 t ~ J' 

on aura, 'en multipliant Ie' Secooo me~re par iul'coefticient 
constant A~, , 

v =23'.Afdnfdp jdq e-(n·+p"+Q?tcx+2nVt,.r+2pVt .. .z+2qVt) 

Prenant les trois integrales eutre les limites -.! et .+~, et 
: • I • ~ I !p~ 

faisant t=o .fin de connaitre l'emt initial, on ,t,roJ,1vera 
V=23 .A~ I(:x;, y, .z). Ainsi, en ,representant les temPe
ratures initiales con~u~ par F ( :x;,.r, z),.et donnan~,~ la 

C0D8tante Ala' valeur 'VI 3' on parviendra a l'i~ale . 
2 tr , 

+~ +~ +~ . ~ 

v=~ -ffdnj.dp jdq e- n".6-P'.e-Q• F(X+2"Vt,"+2~" z+29Vt) 
._.! -.! -.!. 

• 0 0 I I 

qui est Ja ~e que celle de rarticle (372). :, : 
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480 THEORIE DE LA CHALEUR. 

Vintegrale de l'equation (A) peut etre mise saus plusieurs 
autres formes parmi lesquelles on choisit celle qui convient 
Ie nueux it la question que l' on se propose de resoudre~ 

11 faut observer en general, dans ces recherches, que deux 
fonctions II> ( x , y, z, t) sont les memes lorsqu' elles satisfont 
l'une et.l'autre it l'equation differentielle (A), et lorsqu'elles 
sont egales pourune valeur determineedu temps. II suit de 
ce principe que les integrales, qui se reduisent,lorsqueyfait 
t= 0, it nne fonction arbitraire F ( oX', y, z), ont tootes )e 
meme degre de generalite; eUes sont necessairefnent iden
tiques. 

Le second 'membre de l'equation differentielle (a) etait 

multiplle par c~, et 1'0n a suppose dans l'equation (b) ce 

coefficient egal it l'unite. II 8uffira, pour retablfr cette quan

tite dan~ Ie calcul, d'ecrire :~ au lieu de t, da~ l'int&

grale (i), ou dans l'integrale (I). Nous indiquerons mainte-o 
nant quelques-unes des consequences que Ton deduit de 
ces equations. 

377' 
La fonction" qui sert d'exposant au nombre e, ne peut 

representer qu'un .nombre absolu, ce qui suit des principes 
generaux du calcul;comme on l'a JK'ouve explicitement dans 
la section IX du chapitre II page 15~. Si daDscet exposant 

on remplace l'irtdeterminee t par ~~, on voit que lesdimen

sions de .K, C,D et t, par rapport it l'unite de longueur 
, , 3." d' . d d" KI eta:nt -.- 1 ,0, - et 0, a ImenSlon u enolDlnateur c.D 

est 2 comme celle de chaque terme du numerateur, en sorte 
que la dimension totale de l'exposant est o. considerons Ie 
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CHAPITltE IX •. ' 481 
cas on la valeur du temps t augmente de! plus ~ ,plus, et 
pour simplifier cet examen, employoDs d' aborcl ~qWltioD 

-(ar.-.r)~ 

4t 
v-jdctfct: VwV; • (i) 

. " 

qui represente la diffusion de la chaleur dans nne ligne in-
linie. Supposons que la chaleur initiale est contenue dans 
une portion donnee de la ligne, depuis . ~ = - k jusqu'a 
x= + G, et que.l'on attrihue it x une valeur determinee X,. 
qui fixe la position d'un certain point m de cette ligne. Si 

1 ~ limi· I -ct~ 2 «X . e temps t crOlt sans te, es terme~ 4T, et + 4T qw 

entrent dans l' exposant devieridront des nombres ahaolus 
de plus en plus petits ~ ~n sorte que, dans Ie p~ttit 

:Ie. 2 «:Ie «~ 

e 7"" 4t.~ Tt e - 4'· 

On pourra omettre les deux derniers facteurs qui ~ confon
dent sensiblement avec l'unite. On trouvera ainsi, 

-~ +6 . 
• 8 41 f 

v= 2 V; ~ d« .~«. ' (y) , 

C'est l'expression de I'etat variable de la ligne apres un 
temps tres-Iong; elle s'applique a toutes les parties de cette 
ligne qui sont moins etoignees de roIjgine que le point m. 

+8 
L'int.egrale definiej,d «'/ ct, <J,esigne la' ~~nti~ .de ~haleur .. ~ , 

-It. . 
totale B contenue da~.I~ solide, et l'on voit que la distri-
bution priinitive n'a plus d'influence SIIf lea teJDper"tu~s 

, O[ 
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482 THEORIE DE LA CHALEUR. 
I 

apres un temps tl'es -long. Elles ne dependent plus que de 
la somme B, et non de la loi suivant laquelle la chaleur a 
etc repartie. 

378. 
Si ron suppose qu'un seul e1ement Cat place a l'origine a 

re~u Ia temperature initiale f, et que tous les autres avaient 
la temperature 0, Ie produit 6lf sera equivalent a l'integrale 
+g f decfv. ou B. La constan1le f sera extremement grande, 
-It 
puisqu'on su:ppose la ligne tt) tl'es-petite. • 

". e 4 1 ,. • 
L equatIon 'lJ= V V- ·6lfrepresente Ie mouvement qw 

. 2 ~ t 

aurait lieu, si un seul element place a l' origine eut ete 
echaufle. En efTet, si ron donne a x une valeur quelconque 

• z· 
• - 4 , 

a, non infiniment petite, 1a fonttion e V, sem nulle Iors-

qu'on supposera t= o. II n'en sera pas de meme si Ia wleur 
'_ z3i . 

e 4' 
de x est nulle. Dans ce cas la fonction V, re~oit au con-

traire une valeur infinie, si t= o. On connattra distincte
ment la nature de cette fonction, si l'on applique les 
priocipes generaux de Ia theorie ~es surfaces combes a 

I ~ . . ,." e-v 
a sun:a~e 4lW aunot pour equa~.t= v:r . 

4' ' 
L' equation 'lJ = :1 ~ 1r V I • 6l.f exprime done la temper .. 

ttn'e 'Yariable d'un point quelconque dl1 prisme., lorsqu' on 
suppose too-1le Ia chaleur initiale reunie dans lID: aeul element 

: ' 
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CHAPITRE IX. 

place i. l' origine. . Cette hypothese, qooique paltieuliere, 
appartient i. une question generale, parce qu' apres lID tempi 
assez long, l'emt variable du solide est toujours .le .em. 
que si la chaleur initiale elit ete rassembJee· a l' origine. La 
loi SUiUDt laquelle la chaleur a ete distribuee, iDflue beau
coup sur les temperatures variables du prisme; mais cet 
eifet slaffaiblit de plus en plus, et finit par de'fenir entiere.. 
ment inseDSwle. 

379-
II est necessaire de remarquer que l' equation reduim (.r) 

ne slapplique point 8: ]a partie de Ia ligne qui est plaree 
au-deli. du point m dont la distance a ete designee par X. 
En effet, quelque grande que soit la valeur de temps., on 

2ctol: 

pourrait choisir un~ valeur de x tel,~~ que Ie terme· e 4t 
differat sensiblement de l'unite, et alors ce facteur ne doit 
pas etre svpprime. II Caut done se representer que ron a 
marque de part et d'autre de l'ongine 0 deux points, m et 
m', places a une certaine distance X oU -X, et que ron 
augmente de plus en plus la valeur du temps, en observant 
les etats suceessiCs de la partie de la ligne qui est comprise 
entre m et m'. Cet etat variable convergera de plus en plus 
vers celui qui est exprime par l' equation 

I#~ +A 

II 4' f 
't1= 2VwVt da.fa.· (y) 

-g 

QueUe que soit la vale~ attribuee i. X, on pourra toujours 
trouver une valeur du temps assez grande pour que l' etat 
de la ligne m' 0 m ne difrere pas sensiblement de celui 

61. 

.. 
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484 THEORIE DE LA CHALEUR. 

qu'e"prime l'equatioD precedente C.r). Si ron demaDde que 
~ette meme equation s'applique it d'autres pal'ties plus 
eloignees de l' origine, il faudra supposer une valeur du 
temps plus grande que la precedente. 

L'equation (.r), qui exprime dans tous las cas retat 
final d'une ligne qut'lconque, fait voir qu'apres un temps 
extremement long, les divers points acquierent des tempe
ratures presqu' egales, et que les temperatures d'un meme 
point fini~sent par varier, en raison inverse de la racine 
qualTee des temps ecoules depuis Ie commencement de la 
diffusion. Les decroissements de la temperature d'un point 
quelconque deviennent toujours proportionnels au accrois.
semeota du temps: 

380. 
Si l'on faiwt usage de l'integrale 

. '"'. -(tr.-Z )2 

, _!'d«/«.B 4 1rt · 
1)_ -

2V1fVlVt 

• 

(i) 

pour connattre l'etat ,variable des points de la Iigne places 
it une grande distance de la portion echauffee, et que, pour . 
exprimer cette derniere condition, on supprimat encore Ie 

(
tr. 2 -2tr. Z ) 

- 4lrt l' l' b' -d . facteur e , es consequences que on 0 ben ralt 
ne seraient pas exactes. En eifet, en supposant que la por-, 
tion echauffee s'etende seulement depuis «=0 jusqu'a «=8 
et que la limite 8 soit tres-petite par rapport a la distance 
x. du point dont on veut deterIQiner la temperature; la 

quantite - (<<~~). qui forme l'exposant se rOOuit en, ~ffet 
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CHAPITRE IX. 

11 4::; c'est-a-dire que la raison des deux quantites 

( II -:x: )~ -r 
41't et 41't 

485 

approche d'autant· plus de l'unite que la valeur de x est 
plus grande par rapport 11 celIe de II: mais il ne a' ensnit 
pas que l' on puisse rem placer l'une de ces quantites par 
rautre dans l'exposant de e. En generall'omission deB termes 
subordonnes ne peut point avoir lieu ainsi dans les expres
sions exponentielles ou trigonometriques. Les quantit6s 
placeea sous les signes de sinus ou de cosinus, ou sous Ie 
signe exponentiel e sont toujours des . nombres absolus, et 
ron ne peut omettre que les parties de ces nombrea, dont 
la valeur est extremement petite; leurs valeurs relatives ne 
sont ici d' aucune consideration. Pour juger si ron peut 
rOOuire rexpressioD 

6 -Ca-z)" -rJ f tl II file 4 .tt it celie - ci e 4 Ir t d II f II , 

o . 0_ 

il ne faut pas examiner si Ie rapport de z a II est tres--grand, 

mais si lea terDles ~, ~ sont des Dombrea tres-petits. 
_ 4lrt 4lrt 

Cette condition a toujours lieu lorsque Ie temps ecouIe t 
est extremement grand; mais elle De depend point du rap-

{#: 

pOrJ «. 
381. 

'Supposons maintenant que ron veuille coonaitre combien il 
doit s' eco~er de temps pour que les temperatures de la partie 
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486 THEORIE DE LA CHALEUR. 

du solide, comprise depuis' x=o jusqu'a x=X, puissent 
etre repres~Dtees a tres-peu pres par l'equation redaite 

-.r. 
4/;t +g 

11= ~ :; VI; ~f dctfct, 

et que 0 et soient g, les limites de la portion primitivement 
ecbauft'ee. 

La solution exacte est donnee par l' equation 

g -(<<-.1'). 

_" fd ctfct e 4..ft (i) 
11- 2 v; V..f Vt • 

o 

et la solution approchee est donnee par r equation· 

(.r) 

k designant la valeur C ~ D de la conducibilite. Pour que 

l' equation (y) puisse etre en general substituee It la prece-

dente ( i), iI faut que Ie facteur e 4 It ,qui est celui que 

I' on omet, dift'ere tres - peu de l'unite; car s'iJ etait I ou i 
on pourrait craindre de commettre une erreur egaIe a la 
valeur calcuIee,ou a la moitie de cette valeur. Soit donc 

8 4 At = 1+6), .. etant une petite fraction, comme • :. ou 
'0'." on en conclura la condition 

• 
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CHAPITRE IX. 

ou t-!' (2«X-«-) 
-.. 4 kt ' 

et si.la plus grande valeur K que puisse recevoir la variable « 

, .. rt ' I GX est tres - petite par rappo a Z I on aura t=;;. 21c' 

On voit par ce resultat que plus Ies points dont on veut 
determiner la temperature au moyen de l' equation reduite, 
sont e10ignes de l' origine, plus il est necessaire que Ia valeur 
du temps ecoule soit grande. Ainsi la chaleur tend de plus 
en plus i. se distribuer snivant une Ioi independante de 
l'echauft'ement primitif. Apres un certain temps, Ia diffusion 
est sensiblement operee, c' e&t-i.-dire que l' etat du solide ne 
depend plu que de la quantite de Ia chaleur initiale, et non 
de la distribution qui en avait ete faite. Lea temperatures 
des points assez voisins de r origine ne tardent pas a etre 
represenbti sans elTfDr par l'equatioD reduite (,y): mais 
il n'en est pas de meme des points tres-distants de ce f9yer. 
On ne peat alors faire usage de la meme equation que si Ie 
temps eooule est extremement long. Les applications nume.. 
riques rendront cette remarque plus sensible. 

, 382. 
, Supposons que Ia substance dont Ie prisme est forme, eat 

Ie fer, et que la portion de ce solide qui a ete ecbauft'ee a 
un decimetre d'etendoe, en sorte que g=o,l. Si l'OD 
veut connattre queUe sera, apm un temps donne, Ia tem
perature d'un point m dODt la distance i. r origioe est UD 

metre, et si I' on emploie pO,Jr' ce calcul l'integrale appro
chee (1'), ou commettra une erreur d'autant plus ~de 
que Ia valeur du temps sera moindre. Cette erreur sera plus 
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488 THEORIE DE LA CHALEUR. 

petite que la centieme partie de la quantite cherchee, si Ie 
temps ecouIe surpasse trois jours et demi. 

Dans ce cas la distance comprise entre l' origine 0 et Ie 
point m dont on determine la temperature '. est seulement 
dix fois plus grande que la portion echauffee. Si ce rapport 
est cent au lieu d'etre dix, l'integrale reduite (y) donnera 
la temperature it moins d'un centieme pres, lorsque la valeur 
du temps ecouIe surpassera un mois. Pour que l'approxima
tion soit admissible, il est necessaire, en general, 10 que la 

quantite 2 IX; ;:; IX' ne puisse equivaloir qu'it une tres -petite 

fraction comme . 0'00 ou .: 0 au plus; 2 0 que l'erreur qui en 
doit resulter ait une valeUr absolue heaucoup moindre que 
les petites quantites que l' on observe avec les thmmometres 
les plus sensibles. 

Lorsque les points que l' on considere sont tres - e10igne& 
de la portion du solide qui a ete primitivement echauifee , 
les temperatures qu'il s'agit de determiner sont extremement 
petites; ainsi l' erreur que Ion commettrait en se servant de 
l'equation reduite, aurait nne tres-petite valeur ahsolue; 
mais il ne s' en suit pas que l' on soit autorise a faire usage de 
cette equation. Car si l' erreur commise, quoique tres-.petite, 
surpasse ou egale la quantite cherchee; ou meme si eUe en 
est la moitie ou Ie quart, ou une partie notable, l'approxi
mation doit etre rejetee. II est manifeste que dans ce cas 
l'equation approchee (y) n'exprimerait point l'etat du solide, 
et que l' on De pourrait point s' en servir pour determiner 
les rapports des temperatures simultanees de deux ou plu
sieurs points. 
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383. 
48g 

11 suit de cet exainen· que l' on ne doit point conclure de 

g -(<<-z)" 

I,· , 1 I fd I' 4.tt 
Integra e 11 = 2 V; V.t V t fI. J Gt e que 1a loi 

o 

de la distribution primitive n'inHue pas sur la temperature 
des_points tres-eloignes de I'origine. L'effet resultant de cette 
distribution cesse bientot d'avoir lieu pour 1es points Toisin-s 
de la portion echauffee; c' est-a-dire que leur temperature ne 
dcipend plus que de la quantite de chaleur initiale, et non de 
la repartition qui en avait ete faite : mais la grandeur de la 
distance ne CODCourt point it 'effacer l'empreinte de la distri
-bation, eUe la conserve au contl'aire pendant un uesrlong 
temps et retarde la diffusion de Ia chaleur. Ainsi I'equation . 

ne represente les temperatures Qes points extremement 
eloignes de la partie echaufl'ee, ,qu'apres un temps immense. 
Si 011 l'appliquait sans cette condition, on trouverait des 
resultats doubles 011 triples des veritables ou me me incom
parablement plus grands ou plus petits; et cela n'aurait pas 
lieu seulement pour des valeurs tres-petites du temps; mais 
pour 'de grandes valeurs, telles que, une heure, un jour, 
une an nee. Enfin cette expression serait d'autant moins -
exacte, toutes choses egales d'ailleurs, que les points seraient 
plus eloignes de la partie p#mitivement echaufl'ee. 

, 6~ 
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384· 
Lorsque la diffusion de la chaleur s' opere daDs tous les 

sens, l'etat du solide est repnfsente comme on l'a vu par 
l'integrale 

Si la ~haleur initiale est contenue dans une portion deter
minee de 1a masse solide, on cOllflattra les limites qui eom
prennent cette partie .echauffee, et les quantites ex, (i, r,'qui 
varient sous Ie signe integral, De pourront. point receToir 
de valeRI'S qu.i ex-cedent ces limites. Supposons done cpe 
l' OR marque SUI' les.. trois axes six points d01lt les distan0e8 
sont + X, + Y, + Z, et - X, - Y, - Z, et·que l' OR COD.

sidere les etats suecessifs du solide compris entre Ies six 
plans qui passent it ces distances; on voit que l'exposant de 

. ,.,. ,., (:to +.1'-+Z") e 1 sous Ie slgne d IDtegratlon, se redult a - 4 k t ' 

lorsque la valeul' du temps ecouIe augmente sans borne. En 
111:_.. I . I 2 ex :t ex • • d 
eu~ , es termes te s que 4 k t 'et iTt re~orvent aDS ce 

c~s des valeurs absolues trts-petites, parce que les numera
'leurs sont compris entre des Iimites fixes, et que les deno-
minateurs croissent it l'infini. Ainsi les facteurs que ron 
omet diff'erent extremement pen de l'unite. Done l' etat va
riable du solide, aprcs une. grande valeur du temps, a pour 
expression 

, 

-(oX' ~.r"+z·) 

·v-.e 21V~:;)'t; fdex! Jf,fd r f(<<,fi,r)· 
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Le facteur f d ot f d ~ f d r f(ot,~, r) represente la quantite 

totale de chaleur B que Ie soli de contient. Ainsi Ie systc~me 
des temperam,es ne depend point de la distribution de la 
chaleur initiale, mais seulement de sa quantite. On pourrait 
.upposer que toute la chaleur initiate etait con~enue dens. un 
seul element prismatique place a l'origine, et dont lea dimen
sions orthogonales et extre~ement petites seraient ... , ,.., .. ,
La temperature initiale de cet element serait designee par 
un nombre extremement grand f, et toutes les autres moM .. 
cules du solide auraient Wle' temperature initiale nulle. Le 
produit 6).6), "6)3f equivaut dans ce cas a l'integrale 

f d~ f d~ f dr f(<<,~, r)· 
Quelque soit l'echaufi'ement initial, l'etat du solide qui cor- . 
respond a une valeur du temps tres- grande, est Ie meme 
que si toute la chaleur avait ete reunie dans un seul e1ement 
place a l'origine. 

385. 
Supposons maintenant que l' on ne considere que les 

points du solid~ dont la distance a l'origine est tres-grande 
par rapport aUK dimensions de la partie echaufi'ee; on pour ... 
rait d'abord penser que cette condition suffit pour reduire 
l'exposant de e dans l'integrale generale. En effet cet expo-
sant est - ((ot-oX)' +(@_yO) +(r- Z )"). et Ies variables 

.( kt ' . 
ot, ~, r sont, par hypothese, comprises entre des limites 
determinees , en sor~ que leurs valeurs sont toujours extra
mement petites, par rapport a la plus grande coordonnee 
d'un point tres-eloigne de l'origine. II suit de la que l'expo
sant de e se compose de deux parties M + 1', dont l'une est 

62. 
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tres-petite par rapport it l'autre. Mais de ce que Ie rapport 

:J. est une tres-petite ~raction, on ne pent pas conclure que 

l'exponentieUe e M+ I' devienne egale it eM, ou n'en difFere 
que d'une quantite tres - petite par rapport it sa propre va
leur. II ne faut point considerer les valeurs relatives de M 
et V-, mais seulement la valeur absolue de ". -Pour que l' on 
puisse reduire l'integrale exacte (j) it l'equation 

il est necessaire que la quantite 

dont la dimension est 0, soit toujours un nombre fort petit. 
Si l'on suppose que.la distance de l'origine au point m dont 
on veut determiner la temperature est tres - grande par 
rapport it retendue de la partie qui a ete d'abord echauf
fee, on examinera si la quantite precedente est toujours 
llne tres -petite fraction 6». II raut que cette condition 
soit satisfaite, pour que ron puisse employer l'inte-

3 , 3 -ora -
grale .approchee 1) = B 2 -3 ~ -. k --; t -. e 41i't: mais 
cette equation ne represente· point r etat variable de la partie 
de la masse qui est tres..distante du foyer. EHe donne au con
traire un resultat d'autant moins exact, toutes choses d'ail-
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CHAPITRE IX. 493 
leurs egales,.'J'le les points dont on determine la tempe
rature sont plus eloignes du.foyer. 

La chaleur initiale contenue dans nne portion determinee 
de la masse solide penetre successlvement les parties voi
sines, et se repand dans tous les sens; il n' en parvient 
qu'une quantite extremement petite aux points dont la dis
tance fa l'origine est tres-grande. Lorsqu'on exprime par 
I'analyse la temperature de ces points, l'objet du calcul n'est 
pas de determiner en nombre ces temperatures, qui ne sont 
point mesm'ables, mais de connaitre leurs rapports. Or ces 
quantites dependent certainement de la loi suivant laquelle 
la chaleur initiale a ete distribuee, et l' efl"et de cette reparti
tion initiale dure d'autant plus que les parties du prisme 
sont plus eloignees du foyer. Mais si les termes qui font 

. d I' I 2 cr..:t:: cr." d I partIe e exposant, te s que 4 It t et rn ont es va eun 

absolues qui decFoissent sans limite, on doit employer lea 
integrales approchees. 0 

Cette condition a lieu dans les questions on l' on se 
propose de determiner les plus hautes temperatures des 
points tres~eloignes de l'origine. En eifet on peut demon
trer que dans ce cas les valeurs du temps croissent dans 
un plus grand rapport que les distances, et qu' elles sont 
proportionnelles au quarre de ces dista~ces, lorsque les 
points que l'on considere sont tres- eloignes de l'origine. 
Ce n'est qU'apres avoir etabli cette proposition qu'on peut 
operer la reduction sous l'exposant. Les questions de £eo 

genre seront l'objet de la section suivante. 
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SECTION III. 

Des plus hautes temperatures dans un sQlide infini. 

386. 
Nons considererons en premier lieu Ie mouvement lineaire 

dans tine barre infinie, dont une portion a ete uniforme
ment echauffee, et nous chercherons queUe doit ctre la va
leur du temps ecouIe pour qu'un point donne d~ cette ligne 
parvienne 11 sa plus haute temperature. 

On designera par 2 g r etendue de la partie echauifee dont 
Ie milieu correspond avec r origine 0 des distances :c. Tous 
les points dont Ia distance 11 raxe des y est moindre que G, 
et plus grande que -g, ont par hypothese une tempera
ture initiale commune /, et toutes les autres tranches ont 
Ia temperature initiaIe o. On suppose qu'il ne se fait it Ia 
surface exterieure du prisme aucune deperdition de chaleur, 
ou, ce qui est la mcme chose, on attribue 11 la section per
pendiculaire it raxe des dimensions infinies. II s'agit de COD

nattre quel seJ."ll pour un point donne, dont la distance est 3:, 

Ie temps t qui repond au maximum de temperature. 
On a vu, dans les articles precedents, que la temperature 

yariabIe d'un point quelconque est exprimee par l'equatioD 

_(Il_.x)S 
-ike 

Le coemcient k represente C ~ D' K etant la conducibilite 

specifique, ~ la capacite de chaleur, et D Ia densite. On fera 
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CHAPITRE IX. 495 
k = I pour 'Simplifier Ie ealcul, et dans Ie resultat on ecrira 

k t on :. ~ au lieu de t. L'-expression d~ 'II est done 

. +g -(.-:.:). 
I f fd 4' 

11=2 V; Vi "e 
-g 

Ell I,·, I d I" . dv d" v L ~ . tl-u e est Integra e e equatIon tlt = dx.' a lonetion h 

mesure 1& vttel6e avec laquelle la chaleur s' ecaule 81livant 

l' axe du prisme. Or eette valeur de ~; est dOllll6e dans .la 

question actuelle sans aueun signe d'integrale. On a en effete 

+g -(.-:.:). 
dv _ f f d (,,-x) 41 
J - V= V= 2 " ~ e u.X 2 1r 1 .. t , 

-g . 

ou en aehevanl l'integration. 

387' . 
La fonetion ~~~ peut done aussi etre exprimee sans signe 

d'integrale; or elle equivauta la fluxion du premier ordre 
dv d . ',,!.,. I " I d d-u • d t; one en "1)a ant a zero cette va eur e d t qm mesure 

l'aeeroissement instantane de la temperature d'un point 
queleonque, on aura la relation eherchee entre z et t. On 
trouve ainsi 
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-{z+~' -(Z-K)' 

d''V_ f (-2(X+g) 8-4-'- (x,-g) 41 )_dll 
dX a -2V'lrVt" 4t +2 4t 8 -. dt' 

ce qui donne 
-(z+g)' -(z-g)" . 

(x+g) 8 4' =(x-g) 8 41 , 

on en conelut t= gx 
log. (~"j-K). 

, x-g 

On a suppose c ~ ~ I. P0':lr retablir ·le coefficient, il faut 

ecrire ~ D au lieu de t et l' on a 

t=g.C.D x 

K log. (x+ g). 
x-g 

Les plus bautes temperatures se succedent suivant la loi 
exprimee par cette equation. Si ron suppose qu'elle repre .. 
sente Ie mouvement varie d'un corps qui decrit une Iigne 
droite, x 6tant l'espace parcouru, et t Ie temps ecouIe, Ia 
vitesse du mobile sera celle du maximum de temperature. 

wrsque la quantite g est infiniment petite, c'est-a-d~re 
lorsque toute la chaleur initiale est reunie dans un seul ele-
ment place it l'origine, Ia valeur de t se reduit a ~ et par Ia 

differentiation ou Ie developpement en serie, on trouve 
Kt 'x' 
c.u--;-" 

On a fait abstraction de la quantite de chaleur qui se dis.
sipe par Ia surface du prisme; nollS allons maintenant avoir 
egard a cette deperdition, et nous 8upposerons que Ia cba-
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leur initiale est contenue dans un seul e1emeDt de la baITe 
prismatique infinie. 

388. 
Dans la question precedente-oD.a dete.,mne l'eta~ variable 

d'un prisme infini dont une portiondeterminee emit aff~tee 
dans tons les points d'une temperature initialef. On suppo
sait que la chaleur initiale etait distribuee dans une eten
due.iafinie depuis x=o jUsqU'a x='b. On suppose main
tenant que la meme quantite de chaleur b f est contenue 
dans· un element infiniment petit, depuis x=o jusqu'a 

X=6». La tem~rature d~ la tranche echaufi'ee 'sera doncf:, 

et il resulte de ce qui a ete dit precedemment, que I'etat 
variable du soNde sera exprime par l'equation. 

-.I:. 
f." t/4,tt -ht 

.' '11= v; 2Vft.e; (a) 

ce resultat a lieu lorsque Ie coefficient C~ D qui .entre dans 

I, , 0 dilr.!. . II d'V K do 'V 1. d' 0 , equation llerentle e de = Co DO d z* - T. 'V, est eSIgDe 

Ie Qua "m . 1.'1" ,HI ..J..! 0 par. nt au coe Clent I., I eqwvaut a C":'D.S;' on UC'SI-

gne par S l'aire de Ia section du prisme, par I Ie contour 
de cette section, et par H la conducibilite de la surface 
exterieure. En substituant ces valeurs dans l'equation (a) ona 

. • C.D HI -z -
!J~ e '4,t, -_'_.t 

'V=if; vi K e CoD.S (A) 
2Vt. C.D 

. 
f represente la temperature moyenne initiale, c'est-a-dire 

63 
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celie <J1l'anrait .0 seW point, Ii rOD diatribuait dgalemeat 
la chaleur initiale entre tous les points d'une portiOD de Ia 
barre dODt la longueur serait b, ou, plus simplement, l'unite 
de mesul'e. n s'agit de dete~ner fa Taleul' du telllpa ecowe 
t, qui r6pond all maximum de temperature dfan poillt 
donne. 

Pourl'es&udre calm question, il sadie de cJedQire de I' equa-

tion (a) la valeur de ~; efde regaler it zero, on aura 

tlv k :1:" 1 -I I 2k 1 4·Al -=- 'V+-v--t . v et ----=-tit .( Ict" 2 ., t":I:" t .:c" (b) 

.done la valeur e, du temps. qui. doit s' ecouler pour que Ie 
point place a Ia distance :c atteigne sa plus haute tempe
rature, est exprime par l' equation 

ek= I' (e) 
1 V I 4" -+ -+-.:c" z" Ir z· . 

Pour connaitre la plus haute temperature V, on remar

quera que l'exposant de e - 1 dans l'equation (is) eat 
.:c" -.:c" 1 

h t + m. Or l'equation (b) donne ht= 4 kt -;f done 
. oZ" 1/&" I . 1 

k t+ 4ke,= 21t-; et, mettantpour t sa valeur connue, 

on a k t + 4.:c; t = V ~ + ;.:c l ; subatituant eet exposaot de 
4 . 

e -I dans l'equation (a), on a 

. 
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CHAPITR E IX . . 499 
.et remplaQ8nt VQ par sa valeur COI)Due, on trouwe, i»~ 
l' expl'flMiOll da maximum V 

Les equations (c) et (d) contieonent ta solution de la fJ\les· 

tion; on remplacer.: h et k par leurs valeurs C;~D~ e~ C~1J; 

on peut MIII8i .me ;8' au li~u de i, en npresentaat par R 

la demi-epaisseur du prisme dont la base est un qaarre. On 
aura, pour deterniinep V et e, les equations 

_V2B.r+~ 
IJ f e 5. 6 4. /r..--.-' -7::;;=== 

V= v-. - V 1+2' /~z·+~, (D) ~ 1r or . V K,. 4 

Ces equations s'appliquent au mouvement de la chaleur 
,dans une barre peu epaiaae, doot la longueur est tres-gr.ande. 
On suppose que Ie milieu de ce prisme a et~ affecte d'une 
certaine quantite de chaleur b f qui se propage jusqu'aux 
ntremites, et se dissipe par Is surface CORvexe. V designe Ie 
maximum de temperature pour Ie paint dont la distance au 
foyer JH'imitif est ~ " • t"8t Ie temps qui s' ecoule depuia Ie 
CQJDmeneemeut de I, diffusion jusqu'a. l'instant oil .Ia pillS 
haute temperature V a Iw,u. ·Lea ooefJicienta C, H, K, D 

t& 

Digitized by Goog Ie 



• 

-Soo TH'£ORIE DE LA CHALEUR. 

deslgnent les memes proprietes specifiques que dans les 
questions precedentes, et g est Ie demi-oote du quam forme 
par une section du prisme. 

389' 

Si l' on veut rendre ces resultats plus sensibles par une 
application numerique, on supposera que la substance dODt ' 
Ie prisme est forme est Ie fer, et que Ie cote 2g du quarre est 
la vingt-cinquieme partie d'un metre. 

, . Nons avons mesure autrefois, par nos experiences, les va
leurs de H, K; celles de C et D etaient deja connues. En 
prenant Ie metre pour unite de longueur, et la minute sexa
gesimale pour unite de temps, et employ ant les valeurs ap-

. prochees de H, K, C. D, on determinera les valeurs de Yet 
de e relatives it une distance, donnee. Pour l'examen des con
sequences que 'nous avons en vue, il n'esl pas necessaire de 
c.ol1I.1aitre les coefficients avec une grande precision. 

On Toit d'abord que si la distance :z; ,est' d'environ un 

metre et demi ou deux metres, Ie terme ~::z;" .. qui entre 

sous Ie radical, a nne grande valeur par rapport au second 

terme ~'. Le rapport de ces termes est d'autant plus grand 

que la distance est plus grande. 

~insi la loi des plus hautes temperatures devient de plus 
en plus simple, a mesure que la ,cb .. leur s'eloigne de l'ori
gine. Pour determiner cette loi reg~liere quis'etahlit dans 
toute l' etendue de la barre, il faut supposer que I~. djstyce 
.'C est tres.-grande, et l'on trouv~, " , ' 
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V2H I 

v- IJf .-z iG~(2H)4 
-Vi V"" Vz KG 

...!-e- z 
C.D - ~H 

2 -oK., 

ou 

390 • 

50[ . 

(~) 

(y) 

On voit par la seconde equation que Ie temps qui repond 
au maximum de temperature, crolt proportionnellement a 
la distance. Ainsi la vltesse de l'onde (Ii toutefois on peut 
appliquer cette expression au mouv~ment dont if s'agit) est 
constante, ou plutot elle Ie devient de plus en plus, et con
serve cette propriete en s'e10ignant a l'infini de J'origine de 
lit chaleur. 

On remarquera aussi dans Ia premiere equation que la 

quantit6 fe -z v1J exprime les temperatures perma
Dentes que prendraient lea difl'erents points de la barre, Ii 
l' on aft'ectait l' orisine d'une temperature fixe f, eomme on 
peut Ie voir dans Ie chapitre I, page 65. 

II faut done, pour se representer la valeur de V, cOIlce
voir que toute Ia chaleur initiale que Ie foyer cofttient, eat 
egalement distribuee dans nne portion de la barre dont la 
longUeur est b ou l'unite de mesure. La temperature f qui en 
resulterait pour chaque point de cette portion, est en quel
que sorte Ia temperature moyenne. Si ron supposait que la 
tranche placee it rorigine flit retenue pendant un temps 
infini a la temperature constante f, toutes Ies autres tran
ches acquerraient des temperature~ fixes dont rexpression 

./Sii 
generale est f e - ZV iI-, en designant par 3: la distance 
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de la tranche. Ces temperature~ fixes representees par lea 
ordonm!es d'une logarithmique sont extremement petites, 
10rsque la distance est un peu considerable; elles decroia
sent, COIIllDe on Ie sait, tres-rapidement it mesure que I'on 
s'eloigne de 1'000igine. Or I'equation (ct) fait voir que ces tem
peratures fixes, qui sont les plus hautes, que chaque point 
puisse acquerir, surpassent beaucoup les plus hautes tem
peratures qui se succedent pendant 1& diffusion de la ~ha
leur. Pour determiner ce demier maximum, i1 Cam calcu.1er 
la valeur dUo maximum fixe, Ia multiplier par Ie l'K)JIlbre 

cons~t (~ ~ ) f vi-;, et diviser par la racin~ quarree de 

la distance x. 
Ainsi les plus hautes temperatures se succedent daDS 

toule l' etendue. de 1a ll.gne, .comme les ordonnees d'une 10-
garithmique divisees par les racines quarrees des abscisses, 
et Ie Dlouvement de l' oude est uniforme. C' est suiv:int cette 

loi generale que Ia chaleur reanie un un seul point Ie 

propa~ dans Ie sens de la longueur du solide. 
39 1• - -

Si l' on ~ardait CcmlJDe Dulle la oonducibilite de la mr
Cue exteneure du prisme, on !Ii la oonducibilite X 0" 
l'epaisseur 2g dtaient 81lppOSees infinies, on obtiendrait del 

resultats tres-differents. On om~ttrait alors Ie t~rme ~ :If', 
.et l' on aurait 

f 1 v- .-
--2 v •. V'" Ie' 

et 

Dans'ce cas la valeur du maximum est en raison inverse de 

• -: ,i 
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Ia dillance. Ainsi Ie mOl1Wqaent de l' oade ne aetait pMnt 
1lOiforme. II fa.nt reaarque~ que cette· hypothese est pure .. 
!MDt theerique, et cpe si Ia coDdtlcibilite H n'est pas Bulle, 
.. is se1llement nne quantite extremeinent petite, Ii. -\tttes~ 
em ronde n?est ,oiRt" variable daDS lea parties du prism$ 
qw sont trea.eloignees de l'origine. En. eft'm, 1ue1que pe
t.i&e q.e soit Ia valeur _de H, si cette valeur est donnee: ainsi 
que celles de K et 6, et si r on: s~pPose que Ia di6tarlCe :6 aug .. 

Ii · I 2H d . d . b mente sans ~Ite, e terme KS x' eVlen ra touJPurs eau· 

Coup plus· grand que~. Les w&tanca peuvent d'abord ~tlle-
, ~ 

• ~H d' A ,.' assez petites pour que ce terme Kg x' olve etre e6Mep¥e 

aa&l sous Ie radical. Alon les temps sont proportionnels aux 
quarrea des distances: mais a meS11re que lao chaleur s' eooUis 
dans Ie sens de Ia longueur· infinie, la loi de la propagation 
s'altere, et lea temps devie.DJleDt proportionnels awl dis.
tances. La loi initiale, c'est·a·dire celle qui se rapporte aux 
points extremement voisins du foyer, difThre . beaucoup de 
Ia loi finale qui s' etablit dana les parties tres-tHoignees, d 

jusqu'a rinfini : mais; dans les P0I1i:ODS inte~ediaires, les, 
plus ha~es temperatures S8 succedeat suivant une loi mixte, 
exprimee par lea deux equations preeed.mtes (D) et (C). 

392 . . 

II nous· reste a determiner les plus hautes temperatures 
pour Ie cas ou la chaleur se propage a l'infini, et en tout 
sens dans la matiere solide. Cette recherche ne presente au
cune dimculte d'apres les principes que nons avons· etablis. 

Lorsqu'une portion determinee d'un solide infini a ete 
echauffee, et que toutes lea autres parties de la masse ont Ia 
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temperature -initiale 0, la chalwr se propage dans toas Ie. 
&ens', et apres un certain temps I' etat du solide est Ie meme 
que si eUe avait ete primitivement reunie dans un seul point 
a I' origine des coordonnees. Le temps qui doit s' ecouler 
pour que ce dernier effet ait lieu est extremement grand, 
lorsque les points dB la masse sont tres-e1oignes de I' origine. 
Chacun de ces demiers points qui avait d'abord la tempe
·rature 0 s'echauffe insensiblement; sa temperature acquiert 
en suite la plus grande valeur qu' eUe puisse recevoir; et eUe 
finit par diminuer de plus en plus, jusqu'a ce qu'il ne reste 
dans la maS$e aucune chaleur sensible. L'etat variable est en .. 
general represente par l' equation 

-{a-z)" -{6---7)" -(c-z)' 

'V '1dajJ!fdc.'e2 V~~t .: V;~': v4~t .f(a,/J,c) (E) 

lee integrales doivent etre prises entre les limites 

Les limites -ai' +a., -hi' +h., -cl , +C., so~t 
donnees; eUes comprennent toute la portion du solide qui 
a ete primitivement echaufTee. La fonction f( a, h, c) est 
aussi donnee. Elle' expJjme la temperature initiale d'un point 
dont les coordonnees sont a, h, c. Lea integrations definies 
font'disparattre les variables a, h, c, et il reste pour 'V une 
fonction de x, y, z, .t, et des constantes. Pour determiner Ie 
temps & qui repond au maximum de'll, en un point m 
donne, it faut tirer de l' equation precedente la valeur de 

~; ,on formera ainsi une eqUation qui contient e et lea coor-
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donnees du point m. On en pourra donc deduire la valeur 
de e. Si ron substitue ensuite cette valeur de e au lieu de t 

dans r equation (E), on connaitra la vale~ de l~ plus haute 
temperature V exprimee en 3J, y, Z et en constantes.' I, 

.On ecrira au lieu de l' equation (E) 

en designant par P Ie produit des trois fonctions sembla
b1es, on ~ura ensuite 

~:=-~'~'V+ fdaJdb fde ((a-Z)'+'('jfr)"+.(C-Z»)P{(a, b, e). (e) 

3g3. 
II faut mainten~t appliquer cette derniere expression 

aux points du solide qui sont tres-eloignes de l'origine. Un 
point quelconque de Ia portio~ qui contient".la ~haleur ini
tiale, a pour cOOl'Cionnees lea variables a, b, e, et Ie point 
m, dont on veut determiner la temperature, a pour coor
donnees :x, y, z. Le quarre de Ia distance de ces deux points 
est (a-x)~+(b-y)a+(c-.z)a; et cette quantite entre comme 

facteur dans Ie second ter~e de ~;. O~ ~e point m· etant 

tres-eloigne de l' origine, il est evide~t que Sa distance A a 
un point quelconque de la POrtioD echauffee, se confond 
avec la distance D de ce meme point a l'origine; c'est..a-dire 
que Ie point m s' e10ignant de plus en plus du foyer P.;imitif 
qui contient I'origine des coordonn4eS, Ia ~ernier.e, raison 
. des distances D et A est I. -.. . . 

II suit de Ii que dans l' equation (e) qui donne Ia valeur 
64 
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til) . ..' 

de tit il faut remplacer Ie facteur (a-x)'+(b-y)"+(c-z» 

par .,;" + y" + z", ou r' en designant par r la distance du 
point m it l' origine. On .aura dQDc 

ou 

S· I' I' I' I Kt 1 on met pour 1) sa va eur, et 81 on remp ace t par c.o' 

afio de retablir Ie coefficient C \' que l' on avait suppose ega} 

a I, OD aura 

, -(Ca-.x)·+(6-J'jJ+(c-z)a)_1 
d v I r' - 3 1 f · r. 1" .. .. K dt= K 2 K daJdb ace,. C.D t 

,4(C.D t ) 2 C.Dt ... 2'r.~(~)~ ./T.a,b,c). 

394. 
Ce resultat ne convient qu' aux poiots du solide dont]a dis

tance a r origine est tres-grande par rapport it la plus grande di
mension du foyer. n .faut toujours remarquer avec soin qu'il ne 
s' ensuit pas de cette condition que l' on puisse omettre les 
variables a, b, c sous 1e signe exponentiel. On doit seule
ment les on,tettre bors de ce signee Si 1'00 ne faisait point 
cette distitJction on pourrait commettre une erreur conside
rable. En effet, Ie tertne qui entre sous les signes d'inte
gration, et qui multiplief (a, b, c) est Ie produit de plu-

I 
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sieurs facleur8, tels que 

2a:x: 
K K K 

4·C•D t 4C.D~ 4. G.D t . 
e , e , e . 

Or il ne suffit pas que Ie rapport -; soit toujours un tres
grand nombre pour que I' on puisse supprimer les deux 
premiers facteurs; par exemple: si ron suppose a ,ega! 
a un decimetre, et x egale a dix metres I et si 'Ja 
substance dans laqueUe la chaleur se propage est Ie fer, 
on voit qu'apres neuf ou dix. heures ecouIees, Ie facteUl' 

2a:x: 
---r 
4-t 

e C.D est encore plus grand que 2;donc,en Ie supprimant, 
on s'exposerait a reduire Ie resultat cherche a la moitie de sa 

valeur. Ainsi la ~aleur de ~; telle qu'elle convient aux 

points tres-e10ignes de I' origine, et pour on temps quelcon
que, doit ~tre exprimee par l'equation (.); mais il n'en est 
pas de meme, si l' on ne considere que des valeurs du temps 
extremement grandes, et qui croissent proportionnellement 
au quam des distances. n faut d' apres cette condition OIDettre 

sous Ie signe exponentiel meme, les termes qui contiennent 
(J, I ou b I ou c. Or la condition a lieu lorsqu' on veut detel"
miner la plus haute temperature qn'un point e10igne puiss.e 
acquenr, comme nons allons Ie pl'OUV~l". 

~5. 

En etret la valeur: ru: ~: doit etre Dulle dana Ln~s 40nt 

it 8'rrgit; on aura don" 
64. 
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508 THEORIE DE LA CHALEUR. 
r" 

4~t' c.)) 
ou 

Ainsi Ie temps qui doit s'ecouler pour qu'un poin~ tres
elorgne acquierre sa plus hautetemperatureest'proportionnel 
au quam de la distance de ce point a l' origine. 

Si dans l' expressio~ de 1) on remplace Ie denominateur 
K 'I I, 2' , . • -I • 4 C.D t pa~ sa valeur a r' lexposant de e qUI est 

(a-x)' + ("-.r)' + (c-z)' 
2 • 

ar 

'd' ,3 I ~ I" peut se re wre a - parce que es lacteurs que on omet se 
. 2 

confon~ent avec l'uni~. 
On trouve par consequent 

L'integraiefdo,fdbfdc f(o" b, c) represente la quantite 

de chaleur' initiaIe; Ie volume de la sphere dont Ie rayon 

est ,r est 11r'rs, en sorte qu'en desigriant par fla tempe~ature 
q~e recevrait chaque molecule de cette sphere, si I' on distri
buait egalement entre ses parties toute la chaleur initiale, 

- v'T on aura 1) :f -' 
'Ire' 

. Les 'res\1ltats que nons avons exposes' dans ce chapitl'e 
font connattre suivant queUe loi Ia ~ur cpntenue dans 
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CHAPITRE IX. 

une portion determinee d'un solide innni pelletre progres
sivem(mt toutes les autre~ parties dont la temperature ini
tiale etait nulle.· Cette question est resolue par une analyse 
plus simple que celie des chapitres preced~nts, parce' qu' en 
~ttribuant· au solide des dimensions infinies, on fait dispa
rattre les conditions relatives a la surface, et que la princi
pale difficulte consiste dans l' emploi de ces memes condi-' 
tious. Les consequences generales 'du mouvem~t de la 
chaleur dal)s une masse solide non terminee sont tres-remaf-

I 

quables, parce que Ie mouvement u'est point tr~uhIe par 
l'obstacle des surfaces. Il s'a(',complit librement, en vertu des 
proprietes naturelles de la .chaleur. Cette analyse est, a· pro
prement parler, c~lIe de l'irradiation de la chaleur dans j~ 
matiere solide. 

SECTION IV. 

Comparaison des integrales .. 

• ' . 3~. 

l:illtegrale de' l'equation de la propagation de la chale~r 
se presente sous diiTerentes formes qu'il est necessaire de 
com parer. II est facile, comme' 'on Ie voit dans' la section 
deuxieme de ce chapitre, pages 47 ( et 478,. de rainener Ie 
cas des trois dimensions a celui .du mouvemeDt lineaire; it 
suffit donc d'integrer I' equatioll . 

d'V K d" 'V 
-;r; = C .. D • dz' , 

.. 

• 
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510 THEORIE DE LA CHALEUR. 

ou celle-ci : 

dv d'v 
dl = dz" (a) 

Pour deduire de cette equation differentielle I~s lois de la 
propagation de la chaleur dans un corps d'une figure deter
minee, par exemple, dans une arinille, iI etait necessaire de 

. connahre t'integrale, et de l'obtenir sou~ une certaine forme 
prbpre- a la question, et qui ne pourrait' etre suppIeee par 
aucune autre. Cette integrale a ete donnee pour IB premiere 
fois dans notre Memoire remis it l'Institut de France Ie 21 de
cembre 1807 (page 124, art. 84) : eUe consiste dans l'equa
tioil suivante, qui exprime le sysieme variable des tempera-
tures d'un anneau solide : '-' 

R est Ie rayon de la circonference mOlenoe de 'ranoiIle; 

l'iqtegrale J. par rapport it «, doit etre prise depuis «. 0 

jusqu'a «= 2~R, ou, ce qui donne Ie meme resultat, depuis 
«=-~R j~qu'a (It =~R. i est un oombre eotier queI-

. ·tonqae,. .et la aomme l: doit .... e prise depais i=- ~ ;jwr

iqil'~ i ' +~. 11 designe la temper~re ,que 1'00 observt:

rait apres Ie temps ecouIe t, en chaque point d'one section 
separee par l'arc ~ de cene q~j ,est a l'origine. On represente 
par 11::::; F ~ la temperature initiale d'un point quelcooque 
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CHAPITRH IX. 5u 
de I'anneau. D faut dODDer It i les valellrs &uccessjves 

0, + i, + 2, + 3, + 4 ... etc., et -(, -2, --:-3,"-4 .. etc. 

)' d ,(oX-IX) , . et au leu e cos,, -r' ecnre 

( , oX) ( ,IX) . (' oX) . (,. ) . cos. "R • cos. ,. R + SlO. ,'. 1\ ~ SlO. ,. it ' 

On ohtient ainsi tous les termes de la valeur de 11. Telle est 
la forme SOllS laquelle doit etre mise l'integrale de I'equa .. 
tion (a), pour exprimer Ie mouvement variable de Ia chaleur 
dans nne armitle (chap. IV , page 272), On cODsidere Ie cas 
ou la forme et l'etendue de la section generatrice de I'ar-
mille soRt tenet, qoe lee points d~une m&1le &eCtion con
aerTent del temperature. sellsiblement egalel. On 6¥pJlOfe 
aUMi qu'iI ne'Be f.it it la superficie de l'anneau alJClJpe de .. 

- perciition dela chaleur. 

, . L'eC)yati?n (.) s'appliquant It toutes les valeurs de R, on 
y peut supposeI' R infini ; elle donne dans ce cas la solution 
de la question suivaote : L' etat initial d',un prisme solide 
'd'nne petite epaisseut et d'uoe longueur infinie, etant connu 
et exprime par v=F.x, determiner tous Ies etau subse
quents. On considere Ie rayon R comme contenant un nom
bre n de fois Ie rayoll I des tables trigon.ometriques. Desi
gnant par q nne variable, qui de.vient lUGCessi.ement ilq., 
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512 THEORIE DE' IJA CHALEUR ... 

2dq ,. 3dq, .... idq • •. etc., Ie nombre infini n sera ex

prime par ;q' et Ie nombre variable i par J-q .. Faisant ces 

substitutions, on trouve 

Les termes qui entrent sous Ie signe I sont des quan
, tites differentieUes, en sorte que ce signe devient celui d'une 

. integrale definie; et ron a 

+. +. 

'V= 2~f drx. Frx.f dq e-q"e • cos. (qx-q.). -. -. (,) 

Cette equation est une seconde forme de l'integralede 
l'equation (a); eUe exprime le mouvement lioeaire de .. 
chaleur dans un prisme d'une longueur infinie (chap. VII, 
page 441). Elle ·est une consequence evidente de la premiere 
integrale (rx.). 

398• 

On peut,dans l'equation (~}, effectuer l'integration definie 
par rapport a q: car on a, seioD un Iemme connu, et que 
l'on ~ ~~montre precedemment (art. 375), 

I' 

..... f d -z" h -h" ze COS.2 z=e V;. -. 
Faisant donc s"=q" t, on trouvera 

, 
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+00 . _ (Gt ' X)' f 't V- V-
dqe-9 cos. (9X-, qGt)=V~e 2 , 

-00 

donc I'integrale (~) de l' article precedent devient 

+/00 JGt.FGt ~ ~ c: V;)' 
11 = ,./_,./_.e • 

2y 'l'l'Y t 
(y) 

.-GO 

Si}'on emploie au lieu de Gt une autre indeterminee~, en . 
~ • X-Gt .aalsant -:-:-7Ii" = ~, on trouve 

2V t 

. . 
Cette forme (~) de l'integrale de l' equation '( a) a ete don nee 
par M. Laplace, dans Ie tome VIII des Memoires de Z' Ecole 
poly-technique. Ce grand geometre est parvenu a ce re
suhat en considerant la serie infinie qui represente l'inte-
grale. . . 

Chacune des equations (~), (y), (~), exprime la diffusion 
!", Jineair~ de l~ chaleur dans un prisme d'une l<tngueur iilfinie. 

II ~st evident que ce sont trois formes d'une meme integrale, 
et qu'aucune ne peut etre consideree com~e plus generale 

- que lea auues. Chacune d' elles est con~nue dans l'integrale 
, ' (Gt). dont el}e derive en donnant it R nne valeur infinie. 

399· 

II est facile de developper la'valeur de 11 deduite de l'equa-
. '" 

• 

" 
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514 THEORIE DE LA CHALEUR. 

tion (a) en series ordonnees suivant les puissances crois
santes de rune ou !'autre variable. Cea developpements se 
presentent d'eux-memes, et nous pourrions noos dispenser 
de les.rapporter; mais ils donnent lieu a des remarques utiles 
pour la ~echerche des integrales. En designant par ,', " 

", , • d do tis 
, , etc., lea foncbons I/;'x, dz" 'x, 4z' ,~, etc., on a 

dv " 
dt ='11, et 

la constante r~reseDte ici une fonction quelconque de 3e. 

En mettant pour v· sa valeur crt + r d tv"', et continuant 

toujours des substitutions semblables, on wuve 

w=c+ f dt.v" 

==e+ f J.t(c'+ [ell.Vn ) 

- =e+ fdt(c"+ fdt(c"+ fdt 'lin)), 
ou 

tA' ~?> ,." 
1H:: C + te" + -cn + -- en + c' .. n + etc. • 11.3."" •. 3.4.b· . (T) 

'Darrs cette serie, e designe une fOBctien ar.bitnire flO ~. Si 
l' on veut ot'dooner Ie developpemeRt de Ia valear de tI, 

selon les puissances ascendantes de x, on ecrira 

• 
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CHAPITRE IX. 

et, designant par 'P" 'I" fill' etc., les fonctions 
d d- d' 
Tt'P, ;re;"'P, de'" etc., 

on aura d'abord v.=o,+b3:+ f tl3: jtl:I:V; 0, et b repre

sentent ici deux fonctions quelconques de t. On mettra" 

ensuite pour v, sa valeur" a, + h,:I: + j d3: j d3: 1J,,; et, pour 

IV • sa valeur a + b z+fd3: fdxv , et ainsi de suite. On 
u' II II J' III 

trouvera, par ces substitutions continuees, 

lV=:a+bx+ ftl;; jdzv, 
• 

=a+bz+ ftlxfdx( a,+b,+ jdxjJxvu) 

=a + bz+ jtl:ep z(a, +b,z+ jtlmjtlm( a. "-+ b .... + fd"'idm v~) ). 

. z· Z4 ZS 
ou 1I=a+-a, +-3 i a" + 3 4 5 6 iJ ,u + etc. 2 2. .• 2 .... 

. z, Z, Z7 
+ xb + -3 b, + 3 4 5 b" + 3 4 5 6 b'll + etc. 2. 2. . . 2 .•..• , 

Dans cette serie, a et b designent deux fonctions arbi
traires de t. 

Si dans cette aerie donnee par l'equation (X) on met, au 
lieu de a et h, deux fonctions ,t et *e, et qu' on les deve ... 
loppe seion les puissances ascendantes de t, en ordonnant 
Ie resultat total par rapport it ees memes puissances de t, 
on ne trouve qu'une seule fonction arbitraire de x, au 
lieu des deux fonctions a et h. On doit cette rema~e it 
M. Poisson, qui l' a donnee dans Ie tome VI des Memoire$ 
de l Ecole polytechnique, pag. 1[0. " " 

65. 

(X) 
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516 THEORIE DE LA CHALEUR. 

Reciproquement, si dans la serie exprimee par l'equatioD 
( T) on developpe la fonction c selon les puissances de :J:, 

en ordonnant Ie resultat par rapport it ces memes puissances 
de x, les coefficients de ces puissances se trouvent formes 
de deux fonctions entierement arbitraires .de t ,. ce que l' Oil 

peut aisement verifier en faisant Ie calcul. 

400. 

La valeur de.'v, developpee selon les puissances de t, ne 
doit en effet contenir qu'une fonction arbitraire en x : car 
l' equation differentielle (a) montre clairement que, si l' on 
connaissait en fonction de x la valeur de 1), qui repond It 
t = 0, les autres valeurs de cette fonction v, qui repondent 
aux valeurs subsequentes de t, seraient par eela meme deter
minees. 

11 n' est pas moins evident que la fonction v, etant deve
loppee selon les puissances ascendantes de x, doit contenir 
deux fonctions entierement arbitraires de la variable t. En 

I!f! I" . dol!f!' 0 11 d' v dv . I' euet, equabon l11erenl1e e dx' = dt montre que, SI on 

connaissait en fonction de t la valeur de 'V, qui repond It 
une valeur det~rminee de x, on ne pourrait pas en conclure 
les valeurs de 'V qui repondent it toutes les autres valeurs 
de x. 11 faudrait, de plus, que l' on donnat en fonction de t 

la valeur de 1) qui repond it une seconde valeur de:J:, par 
exemple it ~en~. qui est infiniment voisine de la premiere. 
Alors tous les autres etats de -Ia fonction v, c'est-a..dire ceux 
qui ~epondent it toutes les autres valeurs de:l:., seraient de
termines. L'equation differentielle (a) appartient It nne 
surfac~ courbe, l'ordonnee verticale d'un point quelconque 
etant 'V, et les deux coordonnees horizontales etant :& et to. 
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n suit evidemment de cette equation (a) que la forme de 
Ia surface est determinee, lorsqu' on donne la figure de la 
section vei1:icale dans Ie plan qui passe par l'aXle des X; et 
~ela· resnlte aussi de la nature physique de la questioB : cal' 
il est manifeste que} r etat initial du prisme etant donne, tous 
les etats subsequents sont determines. " Mais on ne" poorrait 
pas construire la surface, si eUe etait seulement assujettie a 
passer par une courbe tracee sur Ie premier plan vertical 
des t et des 'V. II faudrait de plus connattre la courbe tracee 
sur un second plan vertical paralleIe ~u premier, et que ron 
peut supposer extremement voisin. Les memes ~emarques 
s~ appliquent a toutes les equations aux differences partielles, 
et I' on voit que l' ordl'e de l' equation ne determine point pour 
tous les cas Ie nombre des fonctions arbitraires. 

401. 
La serie (T) de l'art. 399, qui derive de l'equatiol:l. 

dv d' 'V 

dt = dz·' . (a) 

A' ~.. +tD' peut etre mise sous cette lorme 1l=e .tpr. On deve-
loppera r exponentielle "selon lea puissances de D, et ron 

ecrira d;. au lieu de Di, en considerant i comme indice de 
dz' . 

differentiation. On aura ainsi 

d' t' d 4 t' de 
'V=tpx + t dz'cpX+ -; dz4 CPX+ 2.3 d4C" ,oX + etc. 

Suivant la meme notation, la premiere partie de la serie (X) 
(art. 399), qui ne contient que 6les puissances paires de x, 
sera exprimee sons ce~te forme : ~os. (.xv. D) cP t. On deve-
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loppera selon les puissances de x, et l' 00 ecrira ti; au lieu 
, dt 

de Di , en eonsiderant i comme indice de differentiation. 
La seconde partie de la sene (X) Ie deduit de la premiere, 
en integrant par rapport it x, 'et changeaat Ia fonction ,t 
en noe autre fonctioo arbitraire 4 t. On a dODe 

rv=cos. (x~ D) + W, 

• 
et W=4 t jdxcos.(xV 0). 

o 

Ces notations abNgeea et connues derivent des analogies 
qui subsistent entre les integraIes et les puissances. Quant 
it l'usage que nous en faisons ici, il a pour objet d' exprimer 
les series, et de les verifier sans aucun developpement. II 
suffit de differentier SODS les signes que cette notation em-

ploie. Par exemple, de l'equatio~ ~=lo· 'x, on deduit, 
en dift'erentiant par rapport it t seulement, 

a'V to- tl· r
dt ==D'.e ,X=DIV = d:J&.·A; 

ce qui montre immematement tpe la serie satisfhlt a l'equa
don dift'erentielle (a). Pareillement, si l'on considere la 
premiere partie de la serie (X), en ecrivant 

v=cos. (xV-o) ,t, 
on,aura, en ditrerentiant deux fois par rapport a z seule
ment, 

~'V D h 
d:J&.= .cos. (xV=O) ,t=Dv= dt· 

Done cette valeur de '11 satisfait it l' equation dift'erentielle ( a ). 
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On trouvera, de Ia ...&me JDMIi8re, que l'eqaation diff'e.

rentielle 
d"u a"v . 
tI z- + tV· = 0, { b ) 

donne pour l'expresaioB' de 11" ell serie developpee selOD 

lea puisaance8 croissant.es de y, 

11=008. (yD) ,.21. 
11 faut develop per par rapport a y I et ecnre d~' au lieu 
de D. En effet, on deduit de cette valeur de 11, 

d"v d a 

tI;-=- D2 cos. (yD) ,.2:=_Da~=_ d.'I:* 11' 

La valeur sin. (.rD)+z satiafait ausai a l'~tion difTeren
tielle : donc bl valeur generale de 11 eat 

'V=cos. (yDh>.2:+ W et W=sin. (yD)+.z. 

40~. 

Si r cSquation dift"erentieUe proposee est 
ds'll tI"v tlav 
tI t" = tlz" + tl,y" , ( c) 

et que 1'0n veuille exprimer 11 en sene ordonnee selon lea 
puissances de t, on designera par D, la £onction 

II- tis 
dzs' + d,y° cP; -

I" . .L tl° 'II D et equabOD .:tant -;rea == 11, on aura 

11 = cos. (t~ D), (.2:, y). 

,En eifet, on en oonclut .. 
ds'll tls'll II-tI 
u=~'V= tlz· + Ilr:' , , 

\ 
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II faut deve~opper la valeur .. preOOdente de 'V selon Its puis-

( d" d" )i , l 

sances de t, ecrire w + dy" ~ a\llieu de D'r et reg,arder 

ensuite;, comme indice de differentiation . 

. . La valeur suivante fat cos. (t~ ,'b) 4 (;;y). satisfait a 
la meme condition : ainsi l,a valeur la plus generale de 1) est 

v=cos. (t~) cp (x,y) + W 

et w~fdtcos.(tV. D):;~(.x,.r) •. 
'Vest une fonctionf(x,y, t) de trois variables. Si ron fait 

t=o," on af(.x, y, 0)=, (.x;y); et, designant ;ef(-z,y, t) 

par.l' (x, .1', t), on aura f'· ( i&, y, 0) = ~ ( x, .r).: 
Si l'equation proposee est .. ' 

Il'v 'd4 v 
de" + d~4= 0, 

• 

(d) 
la valeur de v en aerie ordonnee selon les puissances de t 

, d" 
sera v=cos. (tD") cp (.x, .1'), en designant d~' par D : car 
on en deduit 

d" v d4 

dt" = ___ D4V. - d.r4.V. 

La valeur generale de'll, qui ne pent contenir que deux 
fo~ctions arbitraires de :I; et y, est' done 

v=cos. (tD') :cp (.x,y) + W , 
et W jdtcos.(tD·),~(.x,y). 

, 0 

Designant 1) par fe';,y; t), et'~V par I' (x, .1', t), on a, 
e . . . 

pour determiner les deux fonctions arbi~aires, 
\ 

,( x,.r) =f( .x,'.r, 0), et ~ (.x, .1') f' (.x, y, 0). 
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403. 
Si I'equation dift'erentielle proposee est 

d-v d 4 v d 4 v d'v 
dt- + dz4 + 2Jz- d.r- + d.r'= 0, (e) 

5~1 

d ' . D I ~ . 9 .-., on eSIgDera par ,a lonction h- + d.r-' en sorte que 
d- d-

DD, ou D', se formera en elevant Ie binome dz" + d.r" au 

quarre ,et regardant les exposants comme indices de diffe

rentiation. L'equation (e) deviendra donc ~t~ + D" 1) = 0 ; 

et la valeur de 1), ordonnee selon les puissances de t, sera 
cos. (tD),(x,.r) : car on en tire 

tl"v . d'v tl'v d'v d 4 v 
dt.=-D''V, on dt-+d;4 + 2 dz"d.r'+ tl.r'=o. 

La valeur 'Ia plus generale de 'V ne pouvani contE:nir que 
deux fonctions arbitraires en :x: et.r, ce qui est une conse

.. quence evidente de la forme de I'equation,- cette valeur 1) 
sera ainsi exprimee : 

1)=cos. (tD),(x,.r) + jdtcos.(tD)+(x,.r). • • 

Les fonctions, et '" sont determinees coDime il suit, en de;' 

signant la fonction 11 par f(x,.r,~), et #ef( x,.r, t) par 
f, (x,.r, t), . 

, (x,.r) f( z,.r, 0), '" (z,.r) =J; (x,.r, 0) . . 
Entin, soit l' equation dift'erentielle proposee, . 

dv il"v d 4 v de'll d''V . 
de = Q;r;;; + b dz4:- C die. + d dz' + etc., (f) . 

les coefficients Q" II, c, tl sont des Dombres cODnus, et 
l' ordre de l' equation eat indefini. 

66 
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La valeur la plus generale de 11 ne peut pas eontenir plus 
d'une fonction arbitraire en 3J : car il est evident, par la 
forme meme de l' equation, que si l' on eonnaissait en fonc
tion de z la valeur de 11 qui repond it t = 0 , toutes les autres 
valeurs de 11, qui repondent aux valeurs sueeessives de t, 
seraient detenninees. On aura done, pour exprimer 11, 

I". tD equatIon 11=e • ~ 3:. 

On designe par D 11 l' e~pression 
d', a', d , • 

a d x' + b d x' + C ax' + etc. , 

e' est-it-dire que, pour former la valeur de 11, il faudrait deve
lopper, selon les puissances de t, la quantit6 

et(aGt' + lnl' + cGt'+aGt I + etc.), 

et ecrire ensuite d: au lieu de Gt, ~n eonsiderant les expo

sants de Gt comme des indices de differentiation. En efTet, cette \ 
valeur de 11 etant differentiee par rapport it t seulement, on a 

d v t D d' V d' V d S v 
dt=De f3:=D11=a dx'+ b dx' +cdxS+.etc. 

II serait inutile de multiplier ces applications d'un meme 
procede. Pour' les equations tres-simp1es, on pent se dis
penser des expressions abregees; mais, en general, eUes 
suppl~nt a des calculstres-composes. Nousavonschoisi pour 
exemple les equations precedentes, parce qu' ellesserapportent 
to utes it des phenomenes physiques dont l'expression analy
tique est analogue a celle du ~puvemeQt de la c.haleur. Les 
deux premieres, (a) et (b), appartiennent a la tbeorie de 
la chaleur; et les tl'ois·snivantes~·(c),.(d), (e)., ii des ques
tions dynamiques; la derniere, (f), exprime ce que serait 
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Ie mouvement de la chaleur dans les corps solides,' si la 
transmission instantanee n'etait pas bornee it· UDe distance 
extremement petite. ·On a un exeinple de ce genre de ques- . 
tion dans Ie mouvement de la chaleur lumineuse qui penetre 
les milieux diaphanes. 

404. 
On peut obtenir par divers 'moyens les integrales de ces 

memes equations. Nous indiquerons en premier lieu celui 
qui resulte de l'usage du theoreme enonce dans l'art.361., 
pag.449, et que nous allons rappeler. 

Si l'on considere l'expression 
-toGO' -toCID' f dfl. 'fl.jdp cos. (pz-pfI.), (a) 

-GO -GO 

on vait qu' eUe represente une fonction de z: car les deux 
. integrations definies par rapport it fI. et p font disparattl'8 

ces variables, et il reste une fonction de z. La nature de 
cette fonction dependra evidemment de cel1.e que ron aura 
choisie pour, fl.. On peut deman'der quelle d~it etre la fonc
tion de ,fI., pour qu'apres les deux integ~ations definies OD 
obtienne une fonction dODneefz. En general, la recherche 
des integrales propres it exprimer diven phenomenes. phy
siques, se reduit it des questions semblables a la precedente. 
Ces questions ont pour objet de determiner les fODctioDS arbi-; 
traires sous les signes d'integra~ion de6.nie, en sorte 'que te 
resultat de cette integration soit une fonction donnee. II est 
facile de voir, par exemple, que l'integrale gel,lerale de l' ~ 
quation '.: -

all «- v a 4 11 d' 11 tiS 11 . 

Tt=a a.2:- + 1I'd;4 + C d:x:i + tlU +-ete. . (j) 
66. 

" 
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serait connue si, dans l'expression precedente (0,), on.pou
vait determiner t ex, en sorte que Ie resultat de l' equation filt 
une fonction don nee fx.· En ~ifet, on-forme immediatement 
une valeur particuliere de 'V, ainsi.exprimoo, 

-m't 
v=e . COS.PZ, 

et ron trouve cette condition : 

m = o,p. + bp· +. cpt + etc. 

On pourra donc prendre aussi, 

-mt (p ) • v=e' cos. z-p'«, 

en donnant a la constante « une valeur quelconque. On aura 
pareillement 

'V= dex If« dp e . cos. (pz-p .. ). f f -t (ap·+6p'+cp·+etc.) 

II est evident que cette valeur de 11 satisfait a r equation 
differentielle (f); elle n'est autre chose qu'urie somme de 
valeurs particulieres. De plus, supposant t=o, on doit 
trouver pour v une fonction arbitraire de z. Designant cette 
fonction par fez), on a . 

fZ fa. If« fap cos. (pz-pex). 

Or il re:;ulte. de la forme de l' equation (f) , . que la yaleur 
la plus generale de 11 ne peut contenir qu'une seule fone- , 
tiOl~ arbitraire en x. En eifet, cette equation montre clai
rem~nt que si l' on connait en fonction de ~ la valeur de 11 

pour une valeur donnee du temps t I toutes les autres valeurs. 
de 'V qui correspondent aux auues valeurs du temps, IOnt 
n~ssairement determinees. II s'ensJUt rigoureusement que 

f 
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si ron connait en fonction de t et de x nne valeur de 11 qui 
satisfasae it l' equation difterentielle; et si, de plus, en y fai
sant t=o , cette fonction de tJ: et t devient une fonetion entie
rement arbitraire de x, la fonetion de x et t dont it s'agit 
estl'integralegenerale de l'equation (fl. Toute laquestion est 
donc reduite it determiner dans l' equation la fonetion f tx; 
en sorte que Ie resultat des deux integrations BOit une .fonc
tion donnee f x. II est seutement necessaire, pour que la 
solution soit generale, que l' on puisse prendre pour f:,: une 
fonction entierement arbitraire et meme discontinue. II ne 
s' &git do~c que de connaitre la relation qui doit t?ujours 
exister entre la fonction donnee f:X et la fonction inconnue, 
f tx. Or cette relation tres-simple est exprimee par Ie theo .. ' 
rime dont nous parlons. Elle consiste en ~ que les inte
grales etant prises entre des li~tes infinies ~ la fo~ction '«, 
est 21'1':/ tx; c' est-a-dire qu' on a l' equation .... .... 

f:X=:'I':jdtx ftx fdp cos. (p:X-ptx). (B) -.. -. 
On en conclut, pour l'integrale generale de la proposee (j) , .... .... 

I fa fd -t(ap"+"p'+cp'+etc.) 11=;; txftx p~. cos.p:x-ptx). 
-. .--

405. 

Si l' on propose l'equation ' . 
do 11 il'1I 
de" + d.x' =0, (d) 

qui exprime Ie mouvement 'Vi,bratoire d'une lame elastique, 
on .ooDsi~rera que; d'apres la forme" de cette equation, Ia .. 
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valeur la plus generale de 'V ne peut contenir que deux Conc
tions arbitraires en x : car, en designant cette valeur de 'V 

par f( x, t), et par f' (x, t) la fonction :ei(x, t), il est evi

dent que si l' on connaissait f( x, 0) et f (x, 0), c' est-a-dire 

les valeurs de 'V et de ~; au premier instant, toutes les autres 

valeurs de 11 seraient determinees. 
• • 

Cela resulte aussi de la nature "meme du phenomene. En 
effet, considerons dans son etat de repos une lame elastique 
rectiligne: oX est la distance d'un point quelconque de cette 
lame a l'origine 0 des coordonnees; on change extremement 
peu la figure de cette lame, en l'ecartant de sa position d'equi
libre, ou eUe coincidait avec raxe de x sur Ie plan hori
zontal; en suite on I'abandonne a ses (orces propres excitees 
par Ie changement de figure. On suppose Ie deplacement 
a"rbitraire, mais tres-petit, et tel que la figure initiale donnee 
a cette lame soit celIe d'une courbe comprise dans un plan 
vertical qui passe par l'axe de x. Le systeme changera succes
sivement de forme, et continuera a se mouvoir dans Ie plan 
vertical de part et d'autre de la ligne d'equilibre. C'est ce 
mouvement dont l'equation 

d'v d 4 v 
dt" +7.;;4=0 Cd) • 

exprime la condition la plus generale. 

Un point quelconque m, place dans la situation d'equilibre 
a la distance oX de l' origine 0, et sur Ie plan horizontal, est, a 
la fin du temps t, tHoigne de ce point de la hauteur perpendi
culaire 11. Cet ecart variable 1) est nne fonction de:;r; et t. La 
valeur initiale de 1) eat arbitraire; elle est: exprimee par une 

I 
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CHAPITRE IX. 527 
Conction quelconque ,.x. Or, l'equation (d) deduite des 
principes fondamentaux de la dynamique fait connattre que 

I d fl . d . '. d' 'II 1ft· a secon e UXlon e 11, prise pour t, ou dt"' et a UXlon 

d ·, rd' d 4 V d to U quat~eme 0 re, prise pour.x, ou dx" sont eux lonc-

tions de x et t qui ne different que par Ie signe. N ous n' en
trons point ici dans la question speciale relajve 11 la discon
tinuite des fonctions; J.lous n'avons en vue que l'expression 
analytique de l'iotegrale. 00 peut sup~ser aussi, qu'Tres 
avoir deplaee arbitrairement Ies divers points de la lame, 
on leur imprime des vttesses initiales tres-petites, et dans 
Ie plan vertical ou les vibrationsdoivent s'aceomplir. La vttesse 
initiale donnee a un point qoelconque '" place 11 la distance 
11:, a une valeur arbitraire. Elle est exprimee par aBe fODe

tion queloonque ~:t: de la di~tance x. 
II est manifeste que si ron donne, 1° la figure initiale d11 

systeme ou fX, !J,0 les impulsions initiale~ ou la fonetion ~x, 
tous les etats subsequents du systeme sont determines. Ains~ 
1a fonetion 11 ou f( x, t)" qui represente, apres un temps 
quelcooque t, la forme correspond ante de la lame, eontient 
deux I fonetions arbitraires f x et ~ Z. . 

Pour determiner la fOBetion cherehee f( x, t), nons eonsi-
derons que, dans I' equatiog • . 

_ d" V d'v 
d t" + d .x' = 0 , ( d) 

onpeutdonnerav la valeur tres-simple u-cos. (qat) eo~(qx), 
ou celle-ci : 

u=eos. (gOt).cos. ('1:1:-qat), 

en design_nt par q et at des quautites quelconques qui De 

, 
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eQntiennent ni z, ni t. On aura done aussi . 

u j d« F « .f d tJ • cos. (tJ' t) cos. (tJ z - q« ), 

F« etant une fonetion queleonque, et queUes que soient les 
limites des integrations. Cette valeur de 11 n' est autre chose 
qU'une s~mme de valeurs partieulieres. 

11 est necessaire maintenant qu'en supposant t=o, la va
leur de " soit eelle que nollS avons designee par J( z, 0) ou 
f z . .on aura done 

fZ = f d« F« f dq cos. (qz-q«). 

Il faut determiner la fonetion F ex, en sorte que, les deux in .. 
tegrations etant aehevees, Ie resultat soit la fonetion arbi
traire fX. Or Ie theoreme exprime par l'equation (D) fait 
eonnaitre que le~ limites de chaeune des integrales etant 

I I 
-- et +-o 0' . 

Done la valeur de " est donnee par l'equation suivante : 

-rOD + OD 

u=..!..jd«f«fdq cos. (q>t) cos. (qz-q«). 
~~ . 
-~ -OD • Si ron integrait par rapport a .. eette valeur", en yehan-

geant , en ~, it est evident que l'integrale designee par W 
satisferait encore it l'equation differentielle proposee (4), 
et l' on aurait 

W = 2-.fd« ~«fdq. ~ sin. (q> t) cos. (qz-q ex). 
2~ . f 

Cette Taleur W devient Dlille lorsque t=o ; et si rOD prend 
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CHAPITRE I,X. 
l' expression 

DW + ClIO +CIIO 

dt = 2
1-r:fd«.;«. fd~ cos. (qat) cos. (qx-q«.) , 

-ClIO -ClIO 

on voit qu'en y faisant t=o elle devient egale a ;x, Il n'en 

est pas de meme de l'expression ~ u; eUe devient nulle lors-t _ 

que t= 0, et u devient egal a 'x lorsque. t= o. 
Il suit de la que l'integrale de l'equation (d) est 

+CIIO ' "'CIIO 

v=';;fda. ,1dq cos.qatcos. (qx-qrx.) + ~= 11+ W 
-ClIO -ClIO 

... _ .. ClIO 

et W=2IWfd«.;«.fdq. ;. sin. (q't) cos. (qx-q«.). 
-ClIO -ClIO 

En effet, 10 cette valeur de 'V satisfait a l'equation diffe
rentieUe (d). 

~o Lorsqu'o~ fait t=o, eUe devient egale it la fonction 
entierement arbitraire 'x. 

30 Lorsqu'on fait t=o dans l'expression ~:, eUe se re-

duit a une seconde fonction arbitraire ;x. Done la valeur 
de vest l'integrale complete de la' proposee, et il ne peut y 
avoir une integrale plus genera Ie. 

406. 
On peut rCduire Ia valeur de u a une forme plus simple 

en achevant l'integration par rapport a. q. Cette redu~tion 
et celie d'autres expressions du meme genre' dependent des 
deux resultats exprimes par les equations ( I) et (~), qui 
seront demontrees dans l'article suivant. 
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• 530 THEORIE DE LA CHALEUR .. 

jdq sin. (q't).cos. (qz) = ~~ sin. (~r.-~;)' (2) 

On en conelut 

. u· 2:;·.Vi jd«tp«sin. Cir.+ (X~t«Y)' (~) 

Designant « v:· par une' autre indeterrninee 1'-, on aura 
2 , ' 

«=,T + 21'-Vi, d«=2dI'-V'i. 

Mettant, au lieu de sin. (i r. + 1'-' ) , 

sa valeUl' .r.. , . ./1 -, 
Vi' sm. I'- + V ;' cos. I'- , 

on aura ... -
. U=V:r.jdl'-(siD.I'-'+COS.I'-') tp (<<+2I'-Vt).(~') 

-01) 

Nous avons prouve dans un memoire particulier, que ces 
integrales (~) ou (~') de l'equation (d) representent d"nne 
maniere claire et complete Ie mouvement des diverses parties 
de la lame elastique infinie. Elles contiennent l'expression 
distincte du phenomtme, et en font connattre tacilement 
to utes les lois. C' est sous ce point de vue sur-tout que nollS 
les avons proposees' a l'attention des geometres. Elles mon
trent comment les oscillatioDl se propagent et s'etab~i~nt 
dans toute l'etendue de la lame t et comment l'effet du de
placement initial, qui est arbitraire et fortuit, s'altere de 
plus en plus en s' e10ignant de l'origine, devient bientot in
sensible, et De laisse subsister que l' action des fC?rces propres 
du systeme, qui sont ceUes de l' elasticite. . 

40 7' 
Les resoltats exprimes par les equations ( I) et (2) de-
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CHAPITRB IX. 
rivent des integraIes definiea 

. +-
soit G= fdx cos.x", 

-GO , 

et fdx sin.x·; 

""GO 

et 'h= (dx sin. x'; .. 
-GO 

et regardons G et.h comme des nombres connus. II est evi-
dent que, dans les deux equations precedentes" on pent 

, mettre y + b au lieu de x, en designant par b une constante 
quelconque, et que les Iimites de l'integrale seront les memes. 
Ainsi I'on a 

+GO +GO 

8--: jdyoos.(ya+ 2by+ba), k-fdr siD. (Y+2by+b"), 
-GO -GO 

, fd I cos • .,.' • cos. 2~.J".CO •• !J· - cos.y" .si,n. 2 !J.,..sin. 6"}' , 
G :;y '.' I. I. •• " I. '1.' -SlD • .r .SlD.2cJ.r.COI • ., -SlD • .,. .COS.2cJ.,..SlD.,,· 

Or it est facile de voir que toutes les integrales qui con
tiennent Ie facteur sin. (2 by~ sont nulles, si les Iimites sont 

-.! et +.!': car sin. (2 by) change de signe en memetemps 
o 0 . , ~ 

que y. On a donc 

r- ~os,b·fdycos.y . cos. 2by-sil:l~bfdy.sin!r, .CoS. 2b7·(a) 

L'equation en h donnera aussi 

h.-!.ftl I sin . .,.' . cos. 2 ".r. cos. !J'+ COS.,r" OOS. 2 6,Ysiu. 6 1 j. 
- Y •. L Z.I· I· Z. • z. , , . + cos . .,. . SlD. 2 cJ,r • cos." - ~lD.,Y • SlD. 2 ".,. • SlD." 

et, omettant aussi lea termes' qui contiennent sin. 2 by, on 
aura 

" 'cos.blJdY sio.y.col.~b.r+ s.in.bjdycos,y" cos. 2 by. (b> 

67' 
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Les deux equations (a) et (b) donnent done eng et h les 
deux integrales ' . 

jd1'.sin.1'·. cos. 2b1' et jd1'eos.1'a.eos.2b1" 

que nollS designe!,ons respectivement par A et B. On fera 
ensuite 

1" p" t, 

On a done 

et 2b1'=pz, 
z 

ou 1'=P Vt, b = 2 Vi" • 

ve.jdpcos.p't.cos.pz , A, Vt= !dp.sin.p1t.cos.pz=B. 

On deduit immediatement les valeurs 'de g et h du resultat 

connu f+· _ZA 

Vw= dx.e ·0 -. 
En effet, cette derniere equatiol) est iden~que, et.par conse
quent ne eessera point de l' etre, lorsqu' on mettra au lieu 

de x la quantite ( .+v=7) . :r V; .-

cette substitution donne 

V, - (1+v=i)1 (,3 -j-v=i' '1+ V=! (,3 "-V-. 
1;= Vi 'J aye 0 - Vi J a1' cos. l' . -I. SID. 1". 

Ainsi la partie reelie du second membre de la derniere equa-

tion est V;;, et la partie imaginaire est nulle. On en eon
clu~ 

et 

v;= ~/. (jd1'cos.y· + jdysin.1'I) t 

0= {dy cos.y· -/ dy sin.1'J, 
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CHAPITRE IX. 533 

ou jjYCOS . .rI=G=V~~, jd.rsin . .rl . h=V'~~. 
-GO 

II ne reste plus qu'it determiner " au moyen d~s equations 
( ~ ) . et (b), les valeurs des deux integrales 

EIles seront ainsi exprimees : 

A jdycos.y·.cos.2b:x ' hsin. b·+Gcos.b·, 

B fdY sin. y i • cos. 2,' by = h cos. b"-Gsin. b".· 

On en conelot : 

fd~cos.pltcos.pz=~.~'. (cos. c;;) + sin. C;;) )t 
fdPsin.p.~cos.ps= ~.;. . (COB. C;;) - sin. G;))· 
ecrivant sin. (i~), ou cos. Ci~)' au lieu de yr, 'on a 

rdpcos.(p·t).cos.(pz)=~ sin. (i + ;;),. (I) 

et jdpsin. (P"t).cos. (pzJ= ~;sin. Ci-;;). (2) 

408 . 
. La ·proposition exprimee par l' equation (D), page 525, ou 

par l'equation (E), page .449, et qu~ nous a servi it decou
vrir· cette integrale (~) et lea precedentes, s',pplique evi
demment it un plus grand nombre de variables. En effet, dans 
I' equation generale . 

+- +- . 
fx= 2~f drt.fa j dp cos. (px-prt.), 

-. -OD 
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ou 
-f-OO +:00 

fX=_1 fdpfdrx. cos. (pz-prx.)frz, 
2r. 

-00 -00 

on peut regarder f,x oomme une fonction de deux variables 
x ety. La fonctionft& sera done nne function de« etj. On 
regardera maintenant cette fonetion f( a.,y), comme une 
fonction de la variabley, et ron conc1ura du meme theo
reme (B), page 525, 

-f-oo 

f( rx.,y) = 21'1': f da.f( It, ~) f dq cos. ('1:r-9')· 
-00 

On aura done, pour exprimer une fonction quelconque 
des deux variables x et,r, l' equation suivante : 

!l -f- 00 -f- 00 -f- • -f- • 

I(x,y) = (~) fdrzfd~f(rx.,~ifdp cos. (px-p«ifdq oos. (qy-q~). (BB) 
-aD -oo -0 -oo 

On formera de la meme maniere l'equation qai OoDViebt 
aux fonctions de trois variables, savoir : • 

./(x,y, z} = (21.,tYfd«fd~ fdr f(a., €, r) 

fdp cos. (px-prx.) jdq cos. (q,r-9 ~) fd r cos. (rz -rl), 

chacune des integrales etant prise entre les Ii.:nites - ~ 
I 

et + -. o 

n est IIlIIlnifeste que In mille proposition s'etead.aax fone
ttOtlS qui comprennem ua oombre quelCODqae de variables. 

II nons l'este a lDuntrer tomment cette proposition s;ap
plique a la recherche des integrales, lorsqu~ res equations 
contiennent plus de deux variables. 

(BBB) 
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40 9. 
Par exemple, l'equation differentielle etant 

tI" "d" 'V d' 'lJ 

dt' = tlx" + '.Y"' ~ c) 

535 

on veut connattt-e la valeur de v en fonction de (~, y, t), 
et telle, Ie qu'en supposant t=o), 'V ouf(x,1', t) devienne 
une fonction arbitraire , (x, y) de :t et y; 

2 0 Qu'en faisantt=o dans lav'deurde~, ouf' (~/YI t), 

on trouve une seconde fonction entierement arbitraire ~ (x"y). 

Nous pouvons conclure de la forme de l'equation difteren
tielle (c), que la valeur de 'V qui satisfera a cette equation et 
aux deux conditions precedentes, sera necessairement l'inte
grale genera Ie. Pour decouvrir cette integral~, nous donnoDs 
d'abord it'll la valeur particuliere 

'V = cos. (mt) cos. (p~) cos. (q:y). 

La substitution de 'V fournit cette condition m = V p' + lJo. 

II n'est pas moins evident que l'<m peut ecrire: 
\ 

'V==cos. (px=;.) cos.(qH) cos.tv~·+q", 

ou 'V fd« fll~ F (<<,~) . 

fdp cos. (p~-p«) fdq cos. (qy-q~) cos.,tVp'+q·, 

queUes que soient lea quantites p, 9, «, ~ et F (<<, ti), qui ne 
contiennent ni x, ni y, ni t. En effet, cette derniere valeur 
de'll n'est autre chose qu'une somme de valeurs particu
lieres. 
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Si l' on suppose t = 0, il eat necessaire que v devienne 
f (x'1'). On aura donc 

,(x,y) = fd~ fd~F (~,~) f~pcos. (px-p~) fdqcos"(q:r-q~). 
Ainsi Ia question est reduite a determiner F ( ~, f5), en sorte 
que Ie resultat des integrations indiquees soit f(x,1'). Or, en 
comparant la derniere equation a l'equation (BB), on trouve 

2+;0 +- -+oao -+OGD 

f (X, 1') = (21~)fdfJ.fd~f(~~)jdpcos.(px-p~ifdqcos.(q:r-qf5). 
-ao -GD -GD -ao 

Donc l'integrale sera ainsi exprimee : 

v=(.;;)}d1d~f(~'~!fdpcos·(px-p~ifdqcos.(q:r-qf5)cos.tI/'pw+(. 
On obtient ainsi une premiere partie ude l'integrale; et,.desi
gnant par W la seconde partie, qui doit contenir l'autre 
fonction arbitraire ~ (x'1'),.on aura 

v=u+W, 

et ron prendra pour'w l'integrale f~dt, en changeant seu

lementf en~. En eifet, u devient egale it f (x,1'), lorsqu'oD 
fait t=o; et en meme temps W devient nulle, puisque l'in
tegration, par rapport at, change Ie cosinus en sinus. 

De plus, si ron prend la valeur de ~;, et que ron fasse 

t=o, la premiere partie, qui contient alors un sinus, de-. 
vient nulle, et la seconde partie devient egale it ~ (:&, 1'). 
Ainsi l'equation v=u + W est l'integrale complete de la 

, 
proposee. 

On formerait de la meme maniere l'integrale de l'equatioD 
d'v d'v d'v d'v ---+-+_. at'-liz' d".' dz' 
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II suffirait d'introduire un nouftau facteur 

.;; coS. (rz;-rr) , 

et d'integrer par rapport a r et y. 

410. 
S . I'" , a"v J"v d" v '1" Olt equabon prop~see az" + dy' + a z. = 0; I s &glt 

d' exprimer 1.1 en une fonetion f(:J:, Y I z), telle, 10 .que 
f ( x, y, 0) soit nne fonetion arbitraire ,( x I y); 20 qu' en 

faiSant z;=o dans la fonetion dJzf(x,y,z;), on trouve une 

seconde fonetion arbitraire ~ (x I y). 11 suit evidemment de 
la forme de l' equation differentielle, que la fonction ainsi 
determinee sera l'integ,ale complete de la proposee. Pour 
eonnaitre' cette fonetion, on remarquera d'abord que rOD 

satisfait a l'equation en ecrivant 1.I=cos.px.eos.qy.emz I 

les exposants p et q etant des nombres queleonques, et la 
valeur de m etant +Vp·+q". 

On pourrait done aussi ecrire 
( .tV~ -ZV~) 'V=Cos.(px-p«)eos.(qy-q~) 6 P f +6 P f , 

ou ~ fd«fd~ F(e,~) {dp faq. 
cos. (px-p«) cos. (qy_q~) (6ZVP"+f' + 6 -ZVP"+f"). 

Si l' on fait z; = 0, 00 aura, pour determiner F (<<, ) ), fa 
condition suivante: 

f,(X,y) = filefa" F (<<,~) fdp faq cos. (pz-p«) cos. (qy-q~); 
68 

II 
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538 THEORIE· DE LA CHALEUR. 
et, en eomparant a l'equation (BB), on·voit que 

F(<<,~)· C~~)2 ,(<<,~). 
On aura done, pour l'expression d'une premiere. partie de 
I'integrale: 

u= (~I~)"fd«fd~ f (<<,~) . 

fdp cos. (px-p«) r~qcos. (q.r-q~) (e% V"+f' + e -zVi'+f-). 

, Cette v~leUr de u se reduit it f (x,y) lorsque z;=o, et la 

meme 'substitution rend nulle la valeur de :: . 

On pourrait aussi integrer par rapport a z la valeur de u, 
et I' on donnerait it l'integrale la forme suivante dans laquelle 
+ est une nouvelle fonction arllitraire : 

W,=C~~Yfd«fd~"" (<<,~) 

f . 'f - ( ZV"+f' -zVp,+~.) 
dpeos.(px-p«) dq cos. (qy-q~) tJ v.=~. . 

- . 'p'+Ij" 

La valeur de W devient nulle lorsque ~= 0, et la meme 

substitution rend la fonetion ddv:. ega Ie it "" (x,y). Done l'in-

tegrale generale de la proposee est 'V=u + W, ' 

411. 
Entin, soit l' equation 

d'v d·v d4v d.v 
dt' + dX4.+ dZ'dy' + dr=o: (e) 

ou vent .connaitl't:i ponr'V nne fonetion/(x;y, t), qui salis-
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CHAPITRE IX. 

fasse a. la proposee (e) et aux deux conditions suivantes, 
savoir, 1° que la substitution de t=o dansf(.x, y, t) donne 
une fonction arbitraire ,(:11, y); que la merne substitution 
dans tid f(x,y, t) donne une seconde fonction arbitraire' 

.t 

'" (.x,y). 
II suit evidemment de la forme de l' equation ( e ), et des 

principes que nous avons exposes plus haut, que·la fonction 
11, et~nt d~terminee en sorte qu' elle satisfasse aux conditions 
precedentes, sera l'integrale complete de la proposee. Pour 
decouvrir cette fouction on eerira d'abord 

V = cos. (p.x) cos. (qy) cos. (mt), 
d'ou. ron tire . 
J- 'V ,tI' v 4 tI' v •• d£ V 4 
dt. ="""":,,m V, d~=P V, d:xttlr p q V, fij4=q 11' 

~ a do~e la condition m p 2 + q2. Ainsi I' on ecrira 

v=eos. p:x:.eos. qy.cos. (t.pa + fa) 
OU v=cos. (p.:x:-,,) cos. (q.!-~) cos. (t.~· +q2) 

ou V fd"fd~ F (<<,.~) jdp jdq 
cos. (p:x:-p~) cos. (qy-q~) cos. (pat + q' t). 

, . Lorsqu'on fait t=o, on doit avoir 11=, (:x:,y); ee qui sert 
a determiner la fonction F (<<, ~). Si ron compare it I'equation 
generale (B B), on trouve que, les integrales etant prises 

I entre des limites infinies, la valeur de F (~,~) est C;j~y ,(<<,~). 
On aura done, pour exprimer une premiere partie If, de 
l'integrale, . 

u=(';;Yfd{a~'(<<,~ifdp foq cos. (p:x:-p«) cos. (qy~q~)( cos.p' t+ qOt). 
- . 68.. 
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540 THEOR"lE DE LA CHALEUR. 

En integrant Ia valeur de u par rapport it t, et ~ desi
gnant Ia seconde fooction arbitraire, on trouvera une autre 
partie W de l'int6grale ainsi expri~ee : 

( 
I )!l r. . I r. . r.' sin (p't+q't) 

.' V = ;; J d'«J d~ ~ (<<, ~~, dp J dq cos. (p:x;-p«). COS,, (qy-q ~) '1" + 'I' '. 

Si I'on fait t=o dans u et dans W, la premiere fonction 
devient egale it '!p (~, y), et la seconde nulle; et si l' on fait 

aussi. t =0 dans ~t u et dans ;t W , la premiere Conction d~
vient nulle, et la seconde devient egale it + (:x;, y) : dODC 

v = U + West l'integrale generate de Ia pl'9posee. 

412. 
On peut donner a lil valeur de II une forme plus simple 

en effectuant les deux integrations par rapport it p et q. On 
fait usage, pour cee calcul , des deux equations ( I) et ( 2) qUe 
nous avons demontrees dans I'an. 407, et ron obtient rin
tegrale suivante : 

= ~f+d· j+JOD A ( A) • .!..' C'( z-« t + (,.- ~ )- )-, 
u ~ « t"!P II, t" 41 SID. '41 

-aD -OD 

Designant par u cette premiere partie de I'integrale, et par 
W la seconde, qui doit contenir une autre COBction arbi-
traire, 011 a 

,et v=u+ W. 
o 

Si l' o~ designe par I" et y deux nouvelles indeterminee&, telles 
que ron ait. 
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CHAPITRE IX. 
et que ron substitlle, PQur ec, ~, dec, d~, leurs valeurs 

oX + 21'Vt, .r+2vVt, ~dI'Vt, 2dvVi, 

on aura cette autre forme de I'integrale 

'V= ;fd; fd: sin. (I" + .,.1) , (oX + 21' Ve, y+ 2vVi, ) + W ~ 
-OD -OD 

NoDS ne pourrioDs multiplier danntage ces applications 
de nos formules, sans nous ecartet de notre sujet principal.
Les ex:emples precedents se rapportent it des phenomenes 
physiques dont 168 lois etaient inconnues et difficiles it de
couvrir; et nons les avons choisis parce que lea i~tegrales 
de ces equations, qne ron avait inutilement cherchees jus
qu'ici, ont une analogie remarquable avec celles qui ex
priment Ie ~ouvement de la chaleur. 

413. 

On peut aussi, dans la recherche des in~egrales, ·consi
derer d'abord les series developpees seJon les puissances 
d'une variable, et sommer ces serIes au moyen des theo
r~mes exprimes par les equations (8), (BB). Voici un 

I exemple de cette analyse~ choisi dans la tMorie meme de 
la chaleur, et qui nous a paru remarquable. 

On a vu, art. 399, que la valeur generale de 'V, deduite -
de I'equat~on 

(a) . 

developpee en serle, selon lea puissances croissantes de la 
variable t, contient une seule fonctioo- arbitraire de z; et 
.qu'etant developpee en serie selon lea puissances croissantes 
de oX, elle contient deux fonctions entierement arbitraires de t. 
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La premiere serie est ainai expr~ee: 

d' t- d 4 t 3 d' 
v=::mX+ t d--- 'x+- -d 4 'x+ -3 d---: 'x + etc. T x 2 X 2. X (T) 

L'integrale designee par (~), art. 397, ou 

'V~ 2~fdrl. frl. fdp e-p ' t cos. (px-prz.), 

repTesente la somme de cette serie, et eontient la seule fone
tion arhitraire 'x. 

La valeur de 11, developpee selon les puissances de z, 
eontient deux fonetions arbitraires ft et F t, et est ainsi ex-. , . 
pnmee : 

or-' d X4 d' . . x' d l 

11 =/t+-;-;;-'t!,t Ft + 2.3.4·dt.ft + 2.5.4.5.6·dt.ft + etc. 

x, d X S d- x' ti' 
+xFt + 2.3 dtFt + 2.3.4.5 iWFt + 2.3.4.5.6'7 dtlFt + etc. (X) 

II Y a done, independamment de l' equation (~), une autre 
forme de l'integrale qui represente la somme de eette der
niere serie, et qui eontient deux fonetio~ arhitraires,ft et 
Ft. II s'agit de deeouvrir eette seconde integrale de I'equa
tion proposee, qui ne peut etre plus generale que la prece
dente (~), mais qui eontient deux. fonetions arbitraires. 

On y parviendra en sommant chaeune des deux series qui 
entrent dans l'equation (X). Or il est evident que si ron con-

. naissait en fonetion de x et t la soinm.e de la premiere aerie 
qui eontientft, il faudrait, apres l'avoir multipliee par dz, 
prendre l'integrale par rapport ax, et changer ft en Ft. On 
trouverait ainsi la seconde serie. De plus, i1 sumrait de 
connaitre Ia somme des termes impairs qui entrent dans Ia 
premiere serie : ~, en designallt cette somme par t£, et .. 
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CHAPITRE IX.' 543 
somme de tous les autres termes pa~ y, OJ} a evidemment 

o ~ 0 

II reste donc a trouver la valeur de ",. 01' la fonction ft 
peut etre ainsi exprimee, au moyen de I' equation gene-
-rale (:8), ' 

. ft-:';; fJ«f« rap COl. (pt-. p«). (B) 

II est facile d' en deduire les val~urs des fonctions , 
d" d 4 ,p 

, ifiOft, d ,.ft, d reeft, etc.. 

11 est evident que 1& differentiation ·se reduit a e~'rire dana 
Ie second membre de l'equation (B), sous Ie signe .[ap,· 
lesfacteurs respectifs -p~,.+p., _pI, +p', etc. 

On aura done, en ecriva'ut une sewe fois Ie facte~r com
mun cos. (pt-p«), 

'",= 21~fd«f«fjp cos. (pt-p«) 

( p"re' ','re' p"re" ) 1---+ - - - +etc· 2.3!4 2.3.4.5.6.,.8 2.3 .•...... 12 . 

Ainsi la question consiste ~ trouver la somme de ·Ia s~rie . 
qui entre dans Ie' second membre, ~,ql1i ne presente. au
cune difJiculte. En effet, soit:r 1a valeur de cette serie" on 
en conclut 
J',r B're' . fe &,' d' y 
-=-p.+~- + etc , oUd~.=-P":r. !&,' 2.3.4 2 .. 4 •.. 8 . -

Integrant cette equation lineaire, et determinant les con
atantes arbitraires, en lOne que, ~ etant' Dulle, :r soit ! ' 
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544 THEORIE DE LA CHALEUR. 
d.J' Ii"". 'd1.7. ' 

et d x' d x', d Xl' • sOlent nulles, on trouve, pour la somme 

de la serie, 

y= (eX V;; + e-xV;;) cos. (,x1/2P). 

II serait inutile de rapporter Ie detail de ce eaIcui ; il 
suffit d'-en enoncer Ie resuItat, qui donne pour l'integrale 
cherch~, 

'V=Vdafajdq_ij (cos. ( 2(j" t-a.) (~qz + c,-gX) cos.q.1: 

-sin. ( 2q"e=;) (e fZ _e .... gZ)~n. q,xl + w. (P~) 

Le terlDe W est Ia seconde partie de l'in~egrale; on Ie 
forme en integrant Ia premiere partie par'rapport a.z, depuis 
,x . 0 jusqu'a x='3:, et en changeantf en F. Sou cette 
forme l'integrale contient deux fonctions entierement arbi
traires, ft et Ft. Si, dans la valeur de 'IJ, on . suppose 3: 

nulle, Ie terme W devient nul par hypothese, et la pre
miere partie u de l'integrale devientft. Si ron fait la meme 

substitution .x=o dans la valeur de ~ =, it est evident que la 

., . du. d . d II I d dW premIere parbe iIi eVlen ra nu e, et que a secon e, d or J 

qui ne ditfere de la premiere que par la fonction F pJacee 
au lieu de /, se reduira it Ft. Aiosi l'inttfgrile exprimee 
par l'equation (~~) satisfait it to utes' les conditions', et eUe 
represente la somme des deux series qui forment Ie ~oDd 
mem,bre de I'equation (X). 

C'est cette forme de l'integrale qu'it est Deeessaire de 
choisir dins plusieurs questions de la theolv de Ia chaleur; 
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CHAPITRE IX. 545 
on voit qu'elle est tres-differente de celIe qui est exprimee 
par l' equation (~), art. 3g7. 

414. 
On peut employer des procedes de ealeul tres-varies, pour 

expriruer, en intpgrales definies, Ie~ sommes des series qui 
representent Ies integrales des equations differentielles. La 
forme de ees expressions depend aussi des limites des inte
grales· definies. Nous eiterons un seul. exemple de ee caleul -
en rappelant Ie resultat· de l'art. 3[ 1 , pag~ 380. Si, dans l'e
quation.qui termine cet article, on eerit x + t sin. u sous Ie 
signe de fonetion " on a 

~ , 

;jd ( t ') t· 1/ t~.,. tf! ,.. t - u, x+ Sln.u ='x+-;., z+-;--4o·t x+ 345 6" x+e c. 2 2 • 2 •••• 
o 

Designant par'll Ia somme de Ia serie qui forme Ie second 
membre, on voit que, pour faire disparattre dans chaque 
terme un des facteurs 2', 40 , 6', 8', etc., il faut differencier 
une fois par rapport at, multiplier Ie resuitat par t, et dif
ferencier une seeonde fois par rapport it t. On conclut de lit 
que'll satisfait it l'equation aux differences partielles . 

do v I d ( tl'V) dO v do 1) I d'V 
d:ICo=t· dt t· dt-' ou tlz'= dt' + t' dt' 

On a donc, pour exprimer l'integrale de cette equation? 
~ 

v=ijdu,(x+tsin. u) + w. 
o 

La seeonde partie W de l'integrale contient une nouvelle 
fonction arbitraire. La forme de cette seconde partie W de 
I'integrale difrere beauooup de celie de la premiere, et pour
rait aussi etre expri~ee en integrales definies. Les resultats 

69 
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546 THEORIE DE LA CHALEUR. 
que l' on ohtient au moyen des integrales definies varient 
selon les procedes de calcul dont on lea deduit, et selon les 
limites des integrales. On peut dire, en general, que ces re- • 
cherches n'ont point un hut assez determine lorsqu'on les 

. separe des qilestions. physiques auxquelles eUes se rap
portent. 

415. 
Il est necessaire d'examinel' avec soin la nature des pro

positions generales qui servent a transfonner .lea fondions 
arbitraires : car l'usage de ees theoremes est tres-etendu, et 
l' on en deduit immediatement la solution de plusieurs ques
tions physiques importantes, que l' on ne pourrait traiter pa r 
aucun~ autre methode. Les demonstrations suivantes, que 
nous avons dOllnees dans nos premieres recherches, sont trcs
propres a rendre sensible la verite de ces propositions. 

Dans l'equation generale 
+QO ...... 

fa;=~Jdrt.f"fdp·cos. (p .. -px),. ,r. 
-QO 0 

qui est la meme que l' equation (B), page 525, on peut eft'ec
tuer l'integration p~r rapport a p, et ron trouve 

+00 . 

f I fd f. sin. (prt.-poX) x=- IX IX. • 
r. «-oX 

-QO 

On doit donc donner a p, dans cette derniere expression, 
une valeur infillie; et, eela etant, Ie second membre expri
mera la valeur de f x. On reconnaltra la verite de ce resultat 
au moyen de la construction suivante. Nons examinerons 

d' bo d I" • 1 d'fi' fd . sm.3C a r mtegra e e Ime x· --;:- , que. ron sait etre 

egale a ~r. ,art. 356. 0 
2 
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CHAPITRE IX. 

Si ron construit au-dessus de raxe des x la ligne dont 

l'ordonnee est sin. x, et celle dont l'ortlonnee est ~, et 
, x 

qu' ensuite on multiplie l'ordonnee de la premiere Iigne par 
l'ordonnee correspond ante de Ia seconde, on considerera Ie 
produit comme l' ordonnee d'une troisieme ligne d~nt il est 
nes-facile de connaltre Ia forme. 

Sa premiere ordonnee a r origine est I, et les ordonnees sui
vantes deviennent aiternativement positives ou negatives; la 
courbecoupel'axeaux pointsou. x ~,2~,3~,4~,etc., etelle 
serapproche de plus en plus decetue. Une secondebranche 
de la courbe, entierement sembiable it la premiere, est situee 

+00 • 

a la gauche de l' axe des y. L'j ntegrale f d X. Sll~ x est l' aire . 
o 

comprise entre Ia courbe et I'axe des x, et comptee depuis 
x=o jusqu'a une valeur positive il!finioe de x. 

+00 

L'integrale definie fdx, sin.~or), dans Iaquelle p est 
o 

suppose un nombre positif quelconque , a la meme valeur 
que la preced~nte. En effet, soit px=z; l'integrale proposee 

+- . 
d . d fd sIn. z , II ,. . eVlen ra .z -z-, et, par consequent, e e eqwvauta~ssl 

o 0 

it ;~. Cette proposition est vraie, que} que soit Ie nombre 

positif p. Si ron suppose, par exemple, 1'=10, la courbe 
d I, d ' sin. (10 or) d . ., be ont or on~ee est or a es SlDuosltes aucoup 

plus rapprochees et plus courtes que celles dont l'ordonnee 
sin. or • I" I d' ." r est --:;-; mals 81re tota e epws x=o JUsqu a x=o est 

la meme. 
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Supposons maintenant que Ie nombre p devienne de plus 
en plus grand, et qu'il croisse sans limite, c'est-a-dire' qu'iI 

. soit infini. Les sinuosites de la courbe dont .sin. (pz) est 
z 

l'ordonnee sont infiniment voisines~ Leur base est one lon-
gueur iofiniment petite egale it~. Cela etant, ~ ron com

p 

pare l'aire positive qui repose sur un de ces intervalles :!. 
p 

8 l'aire negative qui repose· sur l'intervalle suivant, et si ron 
desigoe par X l'abscisse finie et assez grande qui repond au 
commencement du premier arc, on voit que l'abscisse Z I 

• I ) 
qui entre comme denominateur dans l'expression SIn. ~z de 

l'ordonnee, n'a aucune variation sensible dans Ie double 
intervalle ~ qui sert de base aux deux aires. Parconsequent, 

p 
l'integrale est la meme que si z etait une quantite con stante. 
II s' ensuit que la somme des deux aires qui se succedent 
est Dulle: 

II n' en est pas de meme lorsque la valeur de zest infiniment 

petite, parce que l'intervalle ~ a dans ce cas un rapport fioi avec 
p +oa 

la valeur de x. On connait par 18 que l'integrale f d z ain. :tz ) , 
o 

dans laqueUe on suppose p un nombre infioi, est entiere
ment formee de la somme de ses premiers termes qui re
pondent Ii des valeurs extremement petites de z. Lorsque 
l'abscisse a une valeur fioie X, l'~ire ne varie plus, parce 
que les parties qui la composent se detruisent deux Ii deux 
alteroativement. Nons exprimoos ce resultat en·ecrivant 

!. ~ 

f· dz· sin. (eor.) = (d z. sin. (pz) = !~. 
~ Z 2 

o o 
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La quantite Cal, qui designe la limite de la seconde integrale, 
a une valeur infiniment petite; et la valeur de l'integrale est 

la meme lorsque cette limite est Cal, et lorsqu' elle est ~ . 

416. 
Cela pose, reprenoDS l' equation 

f. I jJ j: sin. (p.«=a-) 
3:= - aa a . 

~ . ~--:e 

Ayant place raxe des abscisses «, on tracera au-dessus de 
eet axe la ligneff.'Iit~ dont l'ordonneeestftlto La forme 
de cette ligne est entierement arbitraire; eUe pourrait n'avoir 
d' ordonnees subsistantes que dans une ou dans quelques par
. ties de son cours, toutes les autres ordonnees etant nulles. 

00 placera aussi au-dessus du meme axe des abscisses une 

lignecourbess dontl'ordonnee est sin. ~z) ,Z designant l'ab

scisse et p un nombre positiC extremement grand. Le centre 
. de cette courbe, ou Ie point qui repond it la plus grande 
ordonneep,pourra etreplacesoital'origineo desabscisses «, 
soit a I' extrelDite d'une abscisse quelconque. On suppose 
que ce centre est successivement deplace, et qu'il se tra~
porte a tous les points de l'axe des «, vers la droite, a partir 
du point o. Considerons ce qui a lieu dans une certaine po
sition de la seconde courbe ~ lorsque Ie centre est parvenu 
au point x qui termine une abscisse x de 1a premiere courbe. 

La valeur de x etant regardee comme constante, et « etant 
seule variable, I' ordonnee de 1a seconde courbe sera 

.in. (p;:::;) 

Si donc OD conJUfJU6 les deux courbes pout en former une 

.. 
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troisieme, c'est-a-dire si'l'on multiplie chaque ordonnee de 
la premiere par I' ordonmfe correspondante de la seconde, et 
si l' on represente Ie produit par l' ordonnee d'une troisieme 
courbe tracee au-dessus de l'axe des ex, ce produit sera 

~ sin.(p.ex~x) _ 
J ex' ex-x ' 

L'aire totalede la troisi~mecourbe, ou l'aireco~prise entre 
cette cGurbe et l'axe des abscisses, sera donc exprimee par 

+QD ( -) f sin. p .IX-X 
dexflX' . «-3: 

-QD 

Or, Ie nombre p etant infiniment grand, la seconde courbe 
a toutes ses sinuosites infiniment voisines; on reconnait faci
lement que, pour tous lea points qui sont it une distance 
'finie du point x, l'integrale definie, ou I'aire totale de la 
troisieme courbe, est formee de parties egales alternative
ment positives ou negatives, et qui se detruisent deux it deux. 
En effet, pour un de ces points places a une certaine di-
-stance du point..c, la valeur deftit varic infiniment peu lors-

qu' on augmente la distance d'nne quantite moindre que !!. 
p 

II en est de me me du d6nominateur ex -x, qui melure cette 
distance. L'aire qui repond a l'intervalle ~ eat donc fa 

p 
meme que si les quantitesflX et IX-X n'6taient pas variables. 
Pur consequent eUe est n~l1e lorsque ex-X est une gran
deur finie. Done l'integrale- d6finie peut etre prise -entre des 

. limites ausai voisines que I'on veui, et eUe donne, entre ces 
limites, Ie meme resultat qu'entre des limites infinies. Tout 
se rMuit done a prendre l'integrale entre des points infi-

, 
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Diment voisins, run a gauche., I'autre a droite de celui on 
«-xest nul, c'est-a-diredepuis «= x - (0) jusqu'a «=x + (f), 

. en designant par Of une quantite infiniment petite. Or, dans 
eet'intervalle, la fonction f« ne varie point, elJe est egale 
a fx, et peut etre mise hors du signe d'integration. Done 
la valeur de l'expression est Ie produit de f (x) par 

f a«. sin.(p~, 
«-x 

prise entre les limites «-31=-(0), et" «-X=(o). 

Or cette intc;;grale est egale a '=, comme on l'a vu dans l'ar
tide precede.nt; done l'integrale definie est egale a '=fx, 
d' 011 l' on conelut l' equation 

I f+" 2.sin. (P;=;) I f-l::" f+OD 
/z=- d«f« =- d«f« dp cos. (px-p«). 

2'= «-:JC 2'= 
-. ' -00 -00 

4'.7' 

(B) 

La d~monstration precedente suppose Ia notion des quan
tites infinies, telle qu'eUe a toujours ete ad mise par les' 
geometres. II serait facile de presenter la meme demonstra
tion sous une autre forme, en examinant les changements 
qui resultent de l'accroissement continuel du facteur p sous 

Ie signe sin. (p ;=x). Ces considerations sont trop connues 

pour" qu'il so it neeessaire de les rappeler. . 

11 faut sur-tout rcmarquer que la fonctionfx, a laqueUe 
eette demons.lTation s'ap'plique, est entiea:ement arbitraire, 
et non assujettie a une loi continue. ~ pourrait done eon
eevoir qu'it s'agit d'une fonction teUe, que l'ordonnee qui la 
represente n'a de valeurs subsistantes que si l'abscisse x est 
comprise entre deux. limites donnees, a et b,' toutes les 

• 
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autres ordonnees seraient supposees nulles, en sorte que la 
courbe'n'aurait de forme tracee qu'au-dessus de l'intenalle 
de x=a a x=b, et se confondrait avec l'axe des ex dans 
to utes les autres parties de son cours. 

La mem~ demonstration fait connattre que ron neconsi
dere point ici des valeurs infinies de x, mais des valeurs ac
tuelles et determinees. 

On pourrait aussi examiner d'apres les memes principea 
les cas ou la fonctionfx deviendrait infinie, pour des valeurs 
singuliere~ de x comprises entre des limites donnees; mais 
cela ne se rapporte point a r objet principal ql1e nous avons 
en vue, qui est d'introduire dans les integrales les fonctions 
arbitraires; il est impossible qu'aucune question natureUe 
conduise a supposer que la fonctionfx devientinfinie, lors
qu' on donne a x une valeur singuliere comprise en~re des 
limites donnees. 

En general, la fonction f x represente une suite de valeurs 
ou ordonnees d"ont chacune est arbitraire. L'abscisse x pou
vant recevoir une infinite de valeurs, il y a un pareil nomhre 
d'ordonnees fx. Toutes ont des valeurs numeriquea ac
tuelles, ou positives, ou negatives, ou nulles. On ne suppose 
point que ces ordonnees soient assujetties a nne loi com
mune; elles se succedent d'une maniere quelconque, et cha
cune d' elles est donnee comme Ie sera it une seule quantite. 

II peut resulter de la nature meme de la question, et 
de l'analyse qui s'y applique, que Ie passage d'une ordonnee 
it la suivante doive s' ope~er d'une maniere continue. Mais il 
s'agit alors de conditions speciales, et requation generale (B), 
consideree en elle-meme, est imrependante de ces conditions. 
J:lle s'applique rigoureusement aux fonctions disconti~ues. 
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CHAPITRE IX. 553 

SUppOSODI mamtenant que la foncbon f x cOIncide avec 

une certaine expression analytique, telle qu'e sin. x, e -z·, ou 
fxlorsqu'on donne a xunevaleur comprise entre deux limites 
a et b, et que to utes les va'leors defx soient nolles Iorsque 
x ntest pas comprise entre OJ et b j les limites de l'integration 
par rapport it «, dans l' equation precedente (B) seront done 
«==0, «=b : car Ie resultat serait Ie meme que pour les 

, . ' -

limites «=-.!., «=.!., toutes les valeur!i de IX etant nulles 
• ,0 

par hypotbese, lorsque « n'est point comprise entre a et b. 
, ,On aura done l'equation: 

" +00 

fx=f:;!d«tpa.jdp cos. '(pX-plX). (8') 
.. -00 

Le seco~d membre. de cette equation (B') est nne fonction 
de la variable rx: car les deux integrations font disparaitre'les 
variables a. et p, et il De reste que x et les constantes a et h. 
Or cette fonction equivalente au. second, membre est telle , 
qu' en y substituant pour x une valeur quelconque co~pl'ise 
entre a et", on tl'ouve Ie meme resultat qu'en substituant 
cette valeur de :z: dans tpx, et ron trouve un resultat nul, si, 
dans Ie second membre, on met au lieu de x une Taleur 
quelconque non comprise entre a et b. Si done, en conser
vant toutes les autres quantites qui forment Ie second mem
bre ~ on rempla~it les limites a et b par des limites plus 

. voisines, a' et b', dont chacune est comprise entre a et hJ 
on 'changerait la fonction de x qui equivaut au second 
membre, et reft'et du changement serait tel que ce' second 
membre deviendrait nul foutes les foi8 que Yon'donnerait 
it ~ une valeur non comprise entre a' et b'; et, si la valeur 

70 
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de x etait comprise entre a' _et h', on aurait Ie meme re-
5ultat qu'en s~bstituant cette valeur de x dans 11 x. 

On peut done varier it volonte les limites de I'integrale 
dans Ie second membr;- de requation- (B'). Cette equation 
subsistera toujours poul" les valeurs de x comprises en~rc 
les limites quelconques a et h, que I'on aura choisies; et, si. 
ron emploie toute autre valeur de x, -Ie second membre 
sera nul. ReprJsentons 11 x par I'ordonnee variable d'une 
courbe dont 3: est l' abscisse; Ie second membr~, dont la valeur 
est f x, representera l' ordonnee variable d'une seconde courbe 

, dont la figure dependra des limites a et h. Si ces limites sont 

- ~ et + ~, les deux courbes, dont rune a pour ordonnee 

IIX, et I'autre a pour ordonneefx, coincideront exactement 
dans toute J'etendue de leur cours. Mais, si ron donne d'au
tres valeurs a et hit ces limiJ;~s, les deux courbes coincide
ront exactement dans ,toute la partie de leur cours qui re
pond it l'intervalle de x=a it x= h. A droite et a gauche 
de cet intervalle, la seconde courbe se confondra precisement 
dans tous ses points avec l'axe des x. Cette consequence est 
tres-remarquable, et determine Ie veritable sens de la pro
position exprimee par l'equation (B). 

418. 

II faut considerer sous Ie meme point de vue Ie theoreme 
exprime par l'equ~tion (u) de rart. 234, pag. 258. Cette 
equation sert a developper une fonction arbitrairefx en une 
suite de sinus et de cosinus d'arcs multiples. La fonctionfx
designe une. fonction entierement arbitraire, c'est-A-dire une 
suite de 'va~eurs donnees, assujettie~ ou non it une Joi com-
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CHAPITRE IX. 555 
mune, et qui repondent· a toutes l~ valeurs de x comprises 
entre 0 et une grandeur quelconque X. 

La valeur de cette fonction est representee par l'equation 
suivante: 

" If' . (i 2~-) f(x)=;;. I da.f«·cos. T x-a. . (A) 

L'integrale, par rapport a a., doit etre prise entre les limites 
a.=a et a..-:...h " chacune de ces limites a et h est une quan
tite" quelconque comprise entre 0 et X. Le signe I uffecte 
Ie nombre entie.' i) et indique que ron doit donner a i toutes _ 
ses valeurs negatives ou positives, savoir : 

... -5, -4, '-3, -!1, -I, 0, +~, +2, + 3, +4, + 5, ... 
et prendre la somme des termes places sous ce signe I. Le 
second membre devient, parces integrations, une fonction 
de la seule variable x et des constantes a et b. La proposi
tion generale consiste en ce que 1° la valeur du second 
membre, que I'on trouverait en y mettant au lieu de.:x; une 
quantite comprise en'tre a et b, est egale' a celIe que 1'0n 
obtiendrait en mettant cette meme quantite au lieu de x 
dans la fonction fx " 2° toute autre valeur de x comprise 
entre 0 et X, mais non comprise entre a et h, etant substi
tuee dans Ie second membre, donne un resultat nul. . 

Il n'y a ainsi aucune fonctiQn.fx, ou partie de fonction, 
que l' on ne puisse exprimer en une suite trigonometrique. 

La valeur du second membre est periodique, et l'inter
valle de la periode est X, c'est-a-dire que cette valeur du 
second membre one change point lorsqu' on ecrit x + X au 
lieu de x. 1'outes ses valeurs successives se renouveUent it 
chaque intervalle X. 

, 
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La suite trigonometnque egale ao second membre est 
convergente; Ie sens de cette derniere proposition est que, si 
ron don·ne a la variable z nne valeur quelconque, la SODlme 
des termes'de la suite s' approche de plus en plus, et infini
m«mt pres, d'une limite determim?e. C'est cette limite qui 
est 0, si ron a mis pour x une quanti~ comprise entre 0 

et X, mais non comprise entre a et b " et si cette quantite 
mise pour x est comprise entre a et b, la limite .de la serie a 
la mcme valeur quefx. Cctte derriiere fonction n'est assu
jettie a aucune. condition, et la Iigne dont eUe represtmte 
l'ordonnee peut avoir une for~e quelconque; par exemple, 
celle d'un contour for~e d'une suite de lignes droites et 
de lignes courbes. On voit ·par la que les Iimites lJ, et b, 
I'intervalle total X et la nature de la fonction dant arbi
traires, cette proposition a un sens tres - etendu; et, 
comme eUe n'exprime pas seulement nue· propriete aoaly
tique, mais qu'elle conduit facilement a la solution de p'u
sieurs questions naturelles importantes, il ~tait neoessaire 
de la considerer sous divers points de vue, et d'en iudiquer 
les principales applications. On a donne plusieurs demons
trations de ce theoreme daDS Ie cours de eet ouvrage. 
Celie que nous rapporterons dans un des articks sulvanta 
( art. 4~4) a I'avantage de s'appliquer aussi it des fonctions 
non periodiques. 

Si ron suppose l'intervalle X infini, les tennes de 1ft serie 
devienneDt des quantites differentielles; la somIile iD~iquec 
par ie signe I devient une integrale definie, comme on Ie 
TOit dans lei art. 353 et 355, et l'equation (A) se. transforme 
dans l'equ.tioB (B). Ainst cette dernrere equation (B) est 
contenue dans la, precedente, et convient au cas ou rioter-
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yalle X est iofiai: elors lets li.ites a et " soot ftidemaeo.t 
des constantes entierement arbitraires. 

!f19· 
Le theoreme exprime pal' l'equation (8) offre aussi di

_~erses applicatiollti analytiques, que ·nou~ ne pourrions ex
poser sans nOU8 ecarter de l'ohjet de cet ouvrage; DJais DOlls 
.enooce~ou~ Ie principe. dont -ees applications derivent. 

00 volt que, dans Ie second membre de I' equation 

" .... 
ftE=~fd«f« fap cos. (pz-p«), (B) 

'. -CD 

Ia fonctioD/Z est tellement transformee, que Ie &isoe de 
fouctionf' n'affecte plus la variable ~, mais une variable 
auxiliaire.. La variable Z eat selllement affect6e du SiBDO 

cosimlS .. 11 suit de II que, pour differencier la fODctiOD ftl; 
par rapport a :1;, autant de fois que rOD voudra, iJ suffira 
de. differencier Ie second membre par rapport .a ~ 80US Ie 
sig06 cosinu~ 00 aura dODC, en deaigoant par i un oombre 
eotier quelconque t 

d2.i .. 
dx2tfX= ± jtl«f«!dp p'" c~ (px--p«)· 
. 

00 ecrit Ie signe superieur'lorsque ! est pair, et Ie sigoe in- . 
ferieur'lorsque i est impair. 00 aura en suivant cette meme 
regIe relative au choix du signe: 

~2i+l) f f . .+ 
dx 2;+ I f:x::=::=;. -;; d«f« tIp p,"J I sin. (p:x:-p«) . 

. 
On peut aussi integrel' plusieurs fois de suite, par rap-

port a:&~ Ie second .mbrt de l'equation CD); ilauffit d'e-
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cri~ au-devallt du signe sinus ou cosinus -une puissance 
negative de p. 

La meme relJlarque s'applique aux differenciations tinies, 
ou ~ux integraies designees par Ie signe I, et en general 
aux operations analytiques qui peu;vent s'ef£ectuer sur les ... 
quantites trigonometriques. Le caractere principal du theo
reme dont it s'agit, est de transporter Ie signe general de 
fonction a une variable 8uxiliaire, et de placer la variable 3: 
so us Ie signe trigonometrique. La fonctionf3: acquieri en 
quelque sorte, par cettc transformation, toutes les proprietes 
des quantites trigonometriques; les differe~tiacions, les in
tegrations et la sommation des suites s'appliquent ainsi it 
des fonctions generales de la-memc-maniere qu'aux fonctions 
trigonometriques exponentleHes. C'est pour cela que l'em
ploi de cette proposition donne immediatement les inte
graies des equations a differences partielies a coefficients con
stants. En effet, il est evident que l' on peut satisfaire a ces 
equations par des valeurs particulieres exponentielles; et, -
comme les theoremes dont nous parlous dODnent a des fonc
tions generales et arbitraires Ie caractere des quantites expo
nentielles, its conduisent facilement it I' expression des inte
graies completes. Cette meme' transrormation donne aussi, 
comme on I'a vu dans I'art. 413, un moyen facile desommer 
les ~uites infinies. losqne ces suites contiem~ent les differen
tielles successives, ou les fntegrale~ successives d'nne meme 
fonctioll : car la sommation de Ia suite est reduite, par ce 
procede, it celie d'une suite de termes algebriques. 

420. 
On pent aussi faire us.ge do theol~me dout il s'agit pour 
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subit;ituer SOIlS ~e Signt; ~q~f~ fie,. tQ~ct.iw;a;uu. bin~ Co. 
d'une parti~ re~He et' d'1l:~le pill·ti~ ima.~ill.~ire. Cette questipn 

. d' aD~lY$e: s' es~ pr~~n~f~; ~~s~r ,?i:~~i~~. ~11~~~~~! ~e~ differe~ces 
partielles; et n01;Js,ll,ndlguer<;>ns ICI parce qu eU~ a un rap-

• • ." I h'" I. f ~. ~ • II . 

port 'p'!us direct ~~ec notre ~~~~~ pr~llCJpa.1. " , 
Si daus la fO,nct~oll Ix. ~ll ecrit I" + v. ~r au lieu de x ~ 

• . .~ , .•• ~' •. ,' ,.J ~. 1.&' , 

Ie res1;JItat sera forme de deux parties ~ + V - r • ~. II s agit 
de cortnaftte en I" et v chactine des deux functions ~ et ~. On 
y parviendra facilement &i l'on remplaeef,x par l'expression 

2~fdrl.frl.fdp.cos. (px-prl.): 

C8J.la ,question sera reduite it substituer· ~ +''1 -VI au lieu 
de x sous Ie signe cosinus, et a calculer Ie terme reel et Ie 
coefficient de V=-i'. 00 aura ainsi 

t f:x: :f(~~~·V:x)=2i.,;Jdrl.frl.fdpc~s. (p~+PV.V=l) 
: . .;..! (d~f'" Id~ 'r~~s"~(Pll-'~"c) (;" + e ~P") . . lI'trJ ~ J" 1" I.. . ...-

.i .; .' ..... '. ":' ~~~s~n. (PI"-Prl.) (eP"-e-P")} ; 
•••• 1 • 

d6ndJ f' ;fd~.frl.fdpcosl. (p"."":"prI.) (eP'I + e-P") 

4-=i!d,rl.f fl.!dpsin. '(p~-~rI.) (eP"-,·e-P"). 

Ainsi toutes les fonctions fx que l' on pent conc~voir, mftme 
celles qui ne sont assujetties it aucune loi de contlriuiie~' 

sont r:ed.uites a I.a for~e M + ~ ~~Or~~'9~.J r!~place 
la vanable 3J par Ie bmome ". + y • v=:;J . . \. -; ~ . 

'" -- 00-

. •. ,I. n r .• .. ,. ".1). d ' f" ,,) ,\ J, I . I I 
. I', 't"'!"1 ",' .. , , 

Pour aODDeJt ;Q ~xttJDpIe·· 4~ lU'$age ;dli CtlS denlieres. ·iOr.: I . 

/ 
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...... n.a, .",.,.: toD8~ I' .!quati<lll"r-~ + ~'~ =<>, qui 
se r~Pllor~.e au J;Ilou~eme~t uriiro~me d~ ,r chate~r 'da~s une 
table reetangulaire.· L'iIlt~grale' g~~era:re' de . cette equa~ion 
contient evidemment deux fotlctiobs arbitrai~es .. Supposons 
donc que l' on cQnnai~se en fonctiori de x la valeur d'e v Iors
que ),,=0, et que 1'0li connaisse auss~" par une autre (Qnction 

de 3), la valeur_ de ~ lo~~qu~ y~.o.,. on peut ded'uir~ l'inte; 

grale cb.erehee 'c:le eelle de l~equdiQD 

d' v . d"v 
--~ , dt·-dx·' 

qui' esfconnu\:, depuis long-temps; inais on tro:uve des quan
dtes imag'imiires SOUS Ie signe de fonction. Cette integrale est 

. I ' - -

V=f (z+.rV-=l}.-t;f (~--.r_~74) + w. 
,- ... ~ ~ . 

La seconde partie 'W 4e l'integrale deriv, de.la 'pr~~iere en 
integrant par rapport ay, et'than~a:nt cp'eil' ~~ n reste-donc 
it transformer lea quantites t (3; + yVI) et cp (x-yV--:X, 

, a6Q de separer les parties r~ell~s des parties imaginaires. 
Suivant Ie procede de l'article prece~ent" Qn, ~\'ouv~,~. RR'Hi; 
la premiere partie u de l'integrale , . -

-+- CIG "-+- lID .' \'.\ _ 

_ It= J,I7f:fd«/«fdp cos. (px-. p«) (e.p~,-+:-~r-pJ), 
l-- .... • .'~' II'~ !~ , , 

~t'P!r:,coDsequent . '" . ',: " 

:W' ~~j;~'F~~f;C9~- (P;~P~) (~PY.~e-f.r)., 
-CIG -CIG 

L'integrale complete de la prop'dsee exprimee en termes reels 
, est 4iQDeIl'l:ar;u +: W~ ~_:ru. Veconnalt ,-eb'etYet," to qtt'eile 

, 
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satisfnit it l'equation difTerentielle; 2 0 qu'en y faisant y=O, 

elledonne 11 1':X:j 30 qu'en faisanty=o danalafonction ~1I, 
I ' 1 ' ...,. e resu tat est F:x:. , 

Nous ferons aussi remarque~ que ron peut deduire de 
l'equation (D) une expression tres-simple du coefficient dif .. 

ferentiel de l' ordre indefini d~J:x:, ou de I'integral~ j'd:x: i .f:x:. 

L'~xpression cherchee est une certaine fonction de:x: et 
de l'indice i. II s'agit de connattre cette fooction sOus une 
forme telle, que Ie nombre i nty entre point comme indice, 
mais comme une quantite, afin de comprendre, dans une 
m~me formule, teus les cas on roo attribue it i des valeurs 
positives ou negatives quelconques. Pour y parvenir, noua 

re~rquerons que I'expression cos. (r+i;) , 

(i1f) . . (i1f) ou cos~ r. cos. 2" - SlD. ·r. SlD. -; , 

devient successivement 

-sin. r, -cos. r, + ~io. r, + cos. r# -ain. r, • • • •. etc., 

si les valeurs respectives de i sont I, ~, 3, 4, 5, etc ••.• Lea 
memes resultats reviennent d~ns Ie meme ordre, lorsqu' on 
augtneote la valeur de i. II Caut maintenant, dans Ie second 
membre de l' equatio~ 

f:X:=2'",!ac/c fap COl. (p:x:-pc), 

ecnre Ie facteur pi au-deftllt d'l aipe coainua, et ajouter 
7~ 
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soua ce signe Ie terine + i:. On aura. ainai 

d i -foGO -toGO • . Iff' (. 'Ir) ----.I'x=- da.fa. dp.p cos. px-pa. + i- . dxi'" 2'1r . 2 
. -GO -GO 

Le nombre i, qui entre' dans Ie second membre L sera re
garde comme une quantite quelconque positive ou negative. 
Nons n'insisterons point sur ces applications it l'analyse ge
nerale; it nous suffit d'avoir montre par divers exemples 
l'usage de nos theoremes. Les equat~ons du quatrieme ordre 
(d), art. 405, et (e), art. '411, appartiennent, comme nous 
l'avons dit, a des questions dynamiques. On ne connaissait 
point encore les integrales de ces equatio~s lorsque nous les 
avons donnees dans un Memoire sur les vibrations des sur
faces elastiques, In a la seance de l' Academie des Sciences, 
Ie 6 juin 1816 (art. VI, § 10 et Ii, et art. VII, § 13 et 14). 
Elles consistaient daBS les deux Connules ~ et ~, , art. 406, et 
dans les deux integrales exprimees, l'une par Ia premiere 
equation de rart. 41~, l'autre par la demiere equation du 
meme article. On a donne ensuite diverses autres demon
strations de ces memes resultats. Ce Memoire conteuait aossi 
l'integrale de I'equation(e), art. 40~h sous la forme rapportee 
dans cet article. Quant it l'integrale (BB) de l'equation (b), 
art. 413, elle est ici puhliee pour la premif.re fois. 

423. 

Les propositions exprimees par les equations (A) et (D'), 
art. 418 et 417, dout nOU8 avollS montre dive.-se5 applica
tions, peuvent etre considerees sons ,un point de vue plus 
geooal. La coutructioa indiqu.ee dans lea art. 415 et 416 
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De s'applique pas seulement a I. fonetion trigoDoznetnql1e 
'tin. (P;=; ) 
---'---~; elle conv:ient a toutes les autres fonctions, et 

GC-:x; 

suppose se.llemeot que Ie Dombre p deveDant infini, on 
trouve la valeur de l'in~ale par rapport a GC, en prenant 
cetie integra Ie entre des limite. extrememeot ·voisines. Or 
cette condition n'appartient pas seulemeot aux fonctionl tri
gonometriques, elle s'applique ~ une infinite d'a1ltl'es rone
tions. 00 pameot ainsi it exprimer une.fooctioD arbitraire f. 
sous. diverses formes tres-remarquahles; mais nous ne fai· 

. sons point usage de ces transformations dans la recherche 
speciale qui nous occupe. 
Qu~nt it I. proposition exprimee par l'equation (A) (art. 

4(8), il est egalement facile d' eo rendre la TentS I80sible 
par des constructions, et c'est pour ce theoreme que nous 
les avons d'abord employees. II suffira d'indiquer .Ia marche 
de la demonstration. 

Dans l'equation (A), savoir.:. 

on remplacera la somme des termes places sous Ie signe 1 

par sa valeur, qui se deduit de theoremes connus. Nous 
avons 1'U precedemment divers exemp'les de ce calcul, Sec
tion III, Chap. III. ·II donne ce resultat en supposant, pour 
rendr~ l'e~pression plus simple, 2~=X, et designan~ II-X 

par ,.. 

+1 U' ) ( . ) . U') sin. r I cos." = cos. J" + SID. ,.. • 
-I. SlD. 'Y8ft." 

71. 
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II faut done multiplier Ie second membre de .eette equation 
paJ!-d «f«, supposer Ie nombre j infini, et integrer depuis 
.=-~ jusqu'a «=.+~. La ligne ~urbe, dont l'abscisse 
est ex et l'ordonnee cos.jr,etant conjuguee avec la lignedont 
l'ab&cisse est « et rordol}n~fex, c'est-a-dire les ordonDees 
correspoDdaDtes etaDt multipliees l'une par l'auue, il ~t 

. manife&te que l'aire' de Ia courbe produite, prise entre des \ 
'limites quelcoDques, devient Dulle lorsque Ie nombre j Grolt 
sans limite. AiD~i Ie premier terme cos. j r donne un resul-
tat DUI. ' 

II en serait de meme du terme SiD. i 1"., s'il n' etait pas mul

tiplie par Ie mcteur' . sin.,. ,. mais en comparant les trois 
. IIn.ven.r 

courbes qui ont pour abscisse commune «; et pour ordon-

nees sin. r, . sin.,. ,f«, on reconnatt evidemmeDt que rin-
lin. verso ,. , • 

tegralefdfl..f«~sin.Ur) . sin.r n'a de va leurs subsi
sIn. vers.r 

stantes que pour de certaiDs iDtervalles infiniment petits; 

Iavoir,lorsque l' ordonnee . sin. r devientJnfinie. Cela aura 
. sln.ven.r 

lieu si r ou fl.-X est nulle; et dans eet intervalle OU • dif
!ere in6niment peu de~ 3:, la valeur de f« se confond avec 
f3:. Done l'integrale devient 

• • 
!l13:· J dr. sin. V r) • .;:. ou 4f3: fa; sin. U r), 

o 0 

qui est egale a 2~ .f:x: (art. 415 et 356). On en conelut 
l'equation p~cedeDte (A). 

Lorsque la variable 3: est preclsement egale a -'R' ou 
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, . CHAPITRE IX. 565 
. + 'Ir, la construction fait connalm queUe est la valeur du 
second membre de cett.e equation A. 

Si les limites de l'integration ne sont pas -'C et + ~', 
mais d'autres nombres a et b, dont chacun est compris entre 
- w et + 1r, on Toit pal" la meme figure queUes sont les va
leurs de x, pour lesquel1es le'second membre de l'equation 
(A) est nul. 

Si l' on con~oit qu'entre les limites de l'integration cer
taines valeurg de 1& deviennent infinies, la constnJction in
dique dans quel sens Ia proposition generale doit etre en
tendue. Mais nous ne considerons point ici les cas de cette 
nature, ~rce qu'ils n'appartiennent point aux questions 
physiques. 

Si, au lieu de restreindre les Ii mites -1r et + 1r,. on donne 
plus d'erendue it l'integr~le, en choisissant des limites plus 
distantes a' et b', on connalt par la meme figure que Ie 
second memhre' de l'equation (A) est forme de, plusieurs 
termes, et donne Ie ~suJtai d'une integration Bnie, queUe 
que soit la fonelion fx. 

On trouve des resultats semblables si l'on ecrit ~ /I-X 

au lieu de r, et si les limites de l'integration sont - X et 
+X. 

II fa~t considerer maintenant que lea consequences aux
queUes on est parvenu auraient encore lieu pour une infinhe 
de fonctioDS differentes de sin. (J r). II suffit que ces fonc
tions re~iveot des valeurs altemativement positives et nega
tives, en 80rte que l'aire devienne nulle, lorsque J crolt sans 

limite. On peut faire varier aussi Ie facteur . sin. r ,ainsi 
8iD.ven.r 
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que lea limites de rintegration, et ron peut supposer que 
I'intervalle devient infini. Ces sortes d'expressions sont done 
tres.-generales, et susceptihles des forples lea plus diverses. ~ 
NOllS qe pouvons nollS arreter aces developpements; mais 
i1 etait neeessaire ,de ~ontrer remploi des constructions: 
car elles resOlvent sana aueun doute lea questions qui peuvent 
s' elever sur les valeurs extremes et sur les valeurs lingu-
m~res; elles n'auraient pu servir a decouvrir ces theoremes, . 
m~is elles les demontrent et en dirigent toutes les appli-; 
cations. ' 

424. , 
Nous avons encore a faire envisager eel memes proposi

tions sous un autre point de vue. Si l' on compare entre elles 
les solutions relatives au mOUTement vane de la chaleur 
dans I' armille ~ la sphere, Ie prisme rectangulaire, Ie cylindre , 
on v~it que nous ~vions it developper nne fonction arbitraire 
loX en une suite de termes, tel& que ' 

". ,("'. x) + ". ,(",. x) + "J' ("'3X) +, etc. 
La fonction " 'lui, dans Ie second memb~ de l'equation (A), 
est 11.0' cosinus ou un sinus, est remplaeee ici par une fbnc
tion qui peut etre tres-difJerente du sinus. Les nombres fl. 1 , 

"'2' "'3' etc., au lieu d'etre des nombres.entiers, sont donnes 
, par une equation transcendante, dont les racines en nombre 

intini sont tautes reelles. La question consistait a trouver les 
valeurs des coefficients "I' "2' "3' "4' etc ... "i,·onyest 
parvenu au moyen des integrations definies qqi font dispa- . 
raitre toutes les inconnues, excepte une seule. N oua allons 
examiner specialement la nature de ce procede, et les con
sequences exactes qui en derivent. 

Digitized by Goog Ie 



, CHAPI'TRE IX. 
AJin de donner a cet eiamen un ohjet plus detennine, 

nous choiiiroos pour exemple Ulle des questiODs les plus 
importantes, ... voir celie du mouv~ot vane deJa chalnr 
dans la apher~ solide. On a. vu, art., 290, par. 348, que, 
pour satisfaire a la distribution ini~e· de ~ (:~JlI', il fau1i 
determiner lea coefficients ' 

a 3~ .. ,., t. 

dans l' equation 

a., 
• I 

zFx=~, sin. (I" I'X) + a2 sin. (1"2 x) + ';'3 sin. (1"3 ~ ) + ,etc. (e) 

La fonction F x est entierement arbitraire; elle designe la 
valeur v de la temperature initiale et donnee de la couche 
spheriqu~ dont Ie rayon est:E. us nombres l" I' /I. s' . .• '" i' 

sont les .racines l" de l'equati01l traoscendante 

eX -----=x I - hX. tang. fL . (f) 

X est Ie rayon total de la sphere; A est un eoefBcient Dume
rique connu d'uu.e valeur positive ~e. Nous avons 
prouve rigoureusemeJ;lt, dans nos premieres recherches, 
qUe touta lea valeurs. de f" ou lea raciaes de r equation if) 
sont reelles. Cette demonstration est deduite de la theorie 
,enera.ie 'ilea eqIMtions, . m D~exige poim que l'DB suppose 
connue la forme flea racines imaginaires que to~te eqU4-
tion peut avoir. NollS ne l'avOIls point rappeIee dans cet ou
vrage, paree qu' elle e&t· suppleee por des constructions qui 
rendent la propoaitioD plu&.sensible.. Au mdte, Dans avons . 
traite c~tte .. ~ ~n par l'a'nalyse, en determinant Ie , 
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568 THEORIE DE LA CHALEUR. 
mouvement varie de la chaleur. dans un corps cylindrique 
(art. 308, page 372 et 373). Cela pose, la question' consiste 
a trouver pour a I; a 2' a'3' .•• ,.. a;, etc., deS valeurs nu

meriques telles qUe Ie second membre de l' equation (e) de
vienne necessairement egal it x F oJ;, lorsqu' on y mettra pour 
~ une valeur quelconque comprise entre 0 et la longueur 
totale X. 

Pour trouver Ie coefficient ai' nollS avOns multiplie I'e-

quation (e) par dz sin. ('" i x ), et ensuite integre entre les 

limites x=o, x=X, et nous avons demontre, pag.349, 
que l'int6grale . 

x 

_ fdx sin. ("'; x) ~in. (I"j x) 
o 

a une valeur nulle toutes lea fois que lea indices i et j ne 
sont point les memes; c~est-8-dire lorsque les nombaes 1"; et 

1'" sont deux racines differentes de l'equation (f). 11 suit de 
J . 

Ill, que l'integr&tion definie faisant disparattre tous lea 
termes du second membre, excepte celui' qui contient ai' on 

a, pour determiner ce coefficient,. l'equatioD 
x x ' 

f dX( ~i~~ (I"; x) xF (01:») = (Jifd~ sin. (1";:1: ). sin. (I";x)-
o 0, 

Mettant cette valeur au coefficient a i dans I'equation (e), 

on en conclut I' equation identique (.): 
, x 

f( d •• • F ••• iD. «(4/.) 

zF.s==Jain. (1"1«:) i.0 • fed, . aiD. ~/~) aiD. ("'i~» (.) 
• 
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II faut dan. Ie .econd melDbue donne!' a ,; twt.e. 10&. ya.lewa,. 
c' ,.-"ire, mettr6 suceesai~t, au lieu,",,.~, w~ lea n-, .. 
cines Ii de'l'~uation (f).'[''integrale doi, ~tre prise po~r IX, 

depuis «=0 jusqu'it «=X, ce qui fait disparattre rindeter
minee IX. Il en est de m~me de ~, qui entre dans Ie denoJDi
nateur; en sorte que Ie tenne sin. (/Lix) est multiplie ~ar un 

, 
coefficient "i' dont la valeur ne depend qu(' de X et de 

l'indi~ i. ~ signe ] indique qu'apres avoir do~ne it i ses 
differentes valeurs, il faut ecrire la somme de tous les tennes. 

L'inteption offre donc un moyen' tres- siQiple de deter
miner immediatement les coefficients; mais i.l faut examiner 
attentivement l'origine de ce procede, ce qui donne lieu ~ux 
deux remarques suivantes : 

10 Si dans l'equation (e) 911 avait' omi! d'ecrire nne par
tie des termes, par exemple, tous ceux 00 l'indice eat un 
nombre pair, Oft trouver;rlt encore, en multi pliant r equa
tion pa» d x siD. ~!Ai:M), at integranb clepwi at~. juc{u.!a· 

x=x, cette m~e valeur de "i' qui ~ ete' d6termillee pre. 

c6demment, et I'on formerait ainsi one equation ~ui ne ae
rait point v~ie; car eUe ne contiendrait qu'une partie des 
termes de l'e«uation generale, savoir, ceux dont I'indice est 
im(»air. . 

. . 
,~O L'~aq ~plem (.), qwt 1'00. obtien., apre. av~r

cWt6mlil\e .. ¢QijfticieQ~, et qIJi ~ diWere point de l' e<J"a. 
1;iQD .-aPP()rt~ ~e 350, al1;" ~9J, daps ~a«(~ell~ on few:ait 
t=r= 0 et v -:-: F x, est telle que si l' on donn~ it x une valeur 
q,uelcon*lue c.ompris.e en.t~ Q et X, Ies deux membres sont 
nece~u.iJ:em~t ei~~; ~i& on ne peut point conclure \ 
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370 THEORIE DE LA CHALEUR. 

comme nollS I'avons fait observer, que .cette egalite ait lieu, 
si, cboisissant· pour Ie premier membre ;x: F:x: nne foncbGn 
assujettie it une Ioi continue, telle que sin. x ou COS.:X:, OD 

donnait a x une valeur non comprise entre 0 et x. En gene
ral, .1' equation resultante (a) doit ~tre appliquee aux. valeurs 
de x, comprises entre 0 et X. Or Ie procede q1;1i determine 
Ie coefficient a i nc. fait point connaitre pourqu~i toutes les 

racines II- i doivent entrer dans l' equation (a), et pourquoi 

cette equation se rapporte uniquement aux valeurs de z, 
comprises entre 0 et X. . 

. 'Pour re80udre clairement ces questions, il suffit de re-
o monter aux principes qui servent ~e fondement a notre 
analyse. . 

N01J!l divi80ns I'intervalle X en un nombre infini 11, de par
ties egale~ a dx, en sorte que I;on a ndx=X, et ecrivant 
fx au lieu dexF x, nousdesignons. par fl,h ,fl' . . .f; . .. f", 
les valeurs de Ix, qui repondent aux valeurs dz, !.Adz, 
3dx. . •. idx ... ndz, attribuees a a:; nollS composons 
I'equation genera Ie (e) d'un nombre 11, pe termes.; en 80rte 
qu'il Y entre 11, coefficients. inconnus, ai' a" a3' •. a i · .• all' 

Cela pose, cette equation (e) ~presente les 11, equations du 
premier degre, que ron formerait en y mettant successive. 

o ment, au lieu dez, sesnvaleurs dx, !.Adz, 3dz .•. ndz. 
Ce systeme de 11, equations contient dans la premiere fa, 
dans la secondefa,dans la troisiemeji, dans la naefll. Pour 

det~rminer Ie premier coefficient a., on multiplie 1a premiere 
equation par ai' la seconde par a" la troisieme par 03, ainsi de 
suite, et 1'0n ajoute ensemble les equations ainsi multipliees. 
Les facteurs a., a., al' •• a., doiTent 'et:re determines par cette 

• 
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CIiAP-ITRE IX. 
condition, que la somme de-tous les tennea des second. men1-
bres qui contieonent 4s, soit nulle,et qu'il en soit,de m~me 
pourtous lea coefficients suivants, as, a •• . .. all' Done ~ou~,. 
les equations emnt ajoutees, Ie Coefficient a. entre seul dans 
Ie resultat, et ron a une equation pour determiner ce coeffi
cient. Ensuite on multiplie de nouveau toutes les equations 
par d'autres facteurs respectifs p., PI' Pl" • Pn ' et ees facteurs 

-_ ~ont'determines en'sorte qu'en ajoutant les n equatiOflS, tous 
les coefficients soient elimines, excepte a.. On a aone une 
equation pour determiner al' On continue des operations 
semblables, et choisisaant toujo~rs de nouveaux. facteurs, on 
determine successivement tous les coefficients ineonnus. 
Or il est 'manifeste que ~ proeede d' elimination est precise
mentcelui qui resulte de l'integrati.on entre les limite. 0 et X. 
La serie 0.,01 , Os,o" des premiers facteurs est dxsin. (!L.dx) ... 

dx sin. (",.2a3:) .•. dz sin.{",.3dx) •. • dx sin. (",.naz). En 
'general, la serie des facteurs qui se"ent it eliminer' tous les 
coeflicients,excepteai,estdxsin, ("'tdz): . . dx sin. (~i~dz) . .. 

dz sin. (I'-i 3dx) . .. d:r;·sin. (!I'inax); elle ,est representee. par 

Ie terme general dz sin .. ("'iZ ) , dans lequel on donne' s.uccea .. . ',. 

sivement a z toutes Ies valeura 

d:» 2dx 3dz . .. ndz. 

On voit par lit que Ie procede qui noua sen t determi
Der lea coefficients, ne dift"ere en rien du calcul ordinaire de 
I' elimination dapales equations du premier degre .. Le oembre 
n des equations est egal it ceI~,dea quantites inconnues tI •• 
tis, as ..• ' a", et leo mane que Ie noDibre des quantites dOll:' 

oees /., fa, fJ" .f". Lea valeurs trOIl.'pour lea coefil-
,~. 
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cients sont celles qai doivent .TOir lieu. pour que lea a 6ft--
tions suh,istent a la fois, c'est..Q-dire, pour qae'l' equation (.) 
9ubsiste lorsqu'.on don~e a z ·une ·de ces n T81eun COIIIpl'isea 
,entre 0 -et X; et comdle 1e nombre " :est inini, il s' eosuit 
'que Ie premier membre fl& coincide neceuainmeot avec Ie 
second, Iorsque la valeur m, suhstitu8e dana l'Wl et l'autre, 
est COJQprise entre 0 e~ x. 

La demOll8tration precedente De ,'applique.pas aeulement 
au developpemens deBt la forme ,est 

~. sin. (I-'.x, + a. sin. (",.x) + a3 sin. (ft3.:t) ••. + aism. (~i':)' 

elle convient it tomes les fonctions '(".jx) que ron pourrait 

substituer a aiD. (f'ojX ), en conservant la condition principale, 
x 

savo~, que 'i'int~grale f dx , C~ix) ,C"'J x), ait une valeUr 
o ' 

nulle lorsque i et j sont des nombres different'S. 

Si ron propose de developper f.r !iOU8 cette fOl'Jlle: 

f,:lJ-a + Q. cos. 6: Q. cos. 2.1' ai' cos. (ilC) , etc. 
- j.aiD • .1' + j' aiD. 2.1' + ... /); sin. (i.1') + 

Les racines ",. ",. "'3 ... "'i ... etc., seront des nombres en
tiers, et la condition 

x 

·ftia:~. (~ .. i~)8in. (s~ji) =0 
'0 

ayantt·toujours lieu lorsque 1. inflices i et j SODt des nom· 
bres 'difterents, on '0btient,. ell determinant 15 coefIicieati 
"1, b i , i'equation getierale cn), pa~ &58, qui De diaere pal 

de l' equation (A), ';'page' 555. 
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425. 

Si 'l'oil ·~ttah d:atfs Ie $t!ct)bd:lI:lettibre ~ I'-equation te)· 
un ou plusieurs des terme~ qui repondent a une 'uu ,plU6~l1tl 
racines POi de l'equation (f), l'equation{a) ne aerait pas vraie 
en' general.. Pour .'en ,conv.inere, suppostins qu'un terme . 

. contenant POj et aj ne ~it point e~rii dans Ie second membre 

de I' equation ,e), on pourrait multiplie~ resp~cti:vemell:t I~s 
n, equa~ns par les, ~acteurs ' " . 

, . 
tk sin. (Il-jdx), da:~~(ll-jadz)td~6i.D~"j~(lZ .. _Jz s~:(f4j~~l; 

et en les ajoutant, la ~omme de tous les ~rmes des seconds 
membres serait butlt, 'en' 80rte qu"l nt· resterait aucun 
des coefficients inconnu8. Le resultat, forine de la somme 
del prelDien -:embres, ~'est..a·djl'e la somme. des valeurs 
f. fi j; . .. f,., multipliees respectivement pa~ les f~cteurs 

~siD.(p.j&x:),.J:D&ia.(p.j~dx),da;&m.(r..j3dx).~,:~sin'(l'yn.tk), 

Ie reduirait it zero. II faudrait par consequ~t que cet1.oe rela
tion existat ·entre Ies quantite~ donnees f. f. fi· .. 1';.,' et 

~n Be poul'Jlait point.1es consid-'rer ~~me, eo~ieremen:t a1:-
,"Faires .. ae ctui· eat COIltre .1~hypo1;bese.,.Si f;es quantit~s 
fi f.. fi f,,· •• ' out 'd. \'.4lleara illleI~Goques, la relation dont 

il's'agh 'ne .;$UbM&te point, ~ l~n he':pOtH'nUt'plB 8lAiiafai,re 
'Iltrx ~Obditfoti5 p~, en -0tlIeJtant tan ·ou .phtsifMl'8, ter
'iDes, tela que 'tlj tim. (p. j It) d~ 'I' equati01l ( e). DoBOIa .. jQoo. 

tion fx demeurant indetermillee', c*~gt~a~dire, repi-~entaI1t 
Ie systeme d'un nombre infini de constante& arbitraires qui 

• 
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correspondent it des valeurs de x comprises entre· 0 et X, il 
est necessaire d'introduire dans Ie second membre de l'equ~-

. tion (e) tous lea termes, tf!ls que aj siP~ (II-j:&) ~ ~ ~~tisfont 
'Ia d' . .• cQn ltion. .... .. 

x 

Jilx( sin. (II-,x). sin. C:II-j'~») =0, 
o . ~. 

'les i~di~es i et / etant ·di·fferents·; mais s'il arrivait que la fone~ 
tion fx fut telle que les n grandeurs f. f. fi· ... f~ eussent 

entre elles cette relation exprimee par l'equation 

x . . 

. fax (sin. (lI-jX) .fx) =0, 

il est evident.que Ie terme aj sin. c.lI-jx) ~t ~tre omis 

, dans l' 6quation (e). . 

. Ainsi, il y a plusi~urs classes de fonctions fx dont Ie de
veloppement, represente par Ie second membre de l'equa
tion (.), ne contient pas certains termes· correspondants a. . 
quelques-unes des racines II-~ II y a, par exemple, des cas ou 
ron doit omettre tous les termes dont l'indice est 'pair; et 
nous' en avons vu divers exemples dans Ie ·cours de eel .OU

vrage. Mais cela ne peut avoir lieu, si la fODctiODf~ a toute 
la generalite possible. Dans. tous lea cas, on doit sup~ 
Ie second membre de l' equation (e) complet, et Ie calcul.Wt 
connaitre les termes qui peuvent etre omia, par.ce que ·Ieurs 
valeurs deviennent nulles. 

t 

. 
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426 . 
. On voit clairetnent, par cet ~xamen, que la fonctionfx re-

presen~, dans notre analyse, Ie systeme d'un nombre n de 
quantites separees, correspondantes aux n valeurs de :.c com
prises entre 0 et X, et que ces n quantites ont des valeurs 
actuelles, et·par consequent non infinies, choisies it voionte. 
Toutes . pourraient etre nulles, excepte une seule dont Ia 
valeur sera it donnee.. -

II pourrait arriver que Ia serie de ces n valeurs f. f. /s .... 
f" CUt exprimee par une fonction 'assujettie a une loi conti-

nue, telle que :.c ~u :.c:, sin. :.c, cOS.:.c, ou en general 'x " alors 
la ligne ococurbe, dont les ordonnees representent les valeurs 
correspondantes aux abcisses x, ~t qui est placee au-dessus 
de l'intervalle de x= 0 a x = X, se ~nfond dans cet inter
valle avec la courbedont l' ordonnee est 'x, et Ies coeffici~ts 
(I. as (la' •• a" de I'equation(e), determines par Ia regie pre-

cedente, satisfont toujou~ a cette condition, qu'une valeur, 
de· x comprise entre 0 et X, -donne Ie meme resultat etant 
substituee dans 'x, et dans Ie second membre de l'equa
tion (a). 

F x represente la temperature initiate de la couche sphe
rique dont Ie rayon est x. On pourrait supposer, par exem
pie, Fx=b.z, c'est-a-dire, que la chaleur initiale c~tt pro
portionnellement a Ia distance, depuis Ie centre, on elle est 
nulle, jusqu'a la surface, on elle est b X. Dans ce cas, x F x 
ou f( x) es~ egale a b:.c"; en appliquant a cette fonction la 
regie qui determine les coefficients, on developperait bx" en 
une suite de termes, tels que 

.' . ' 

0" sin. (/'o.ot) + o,. sin. (/'0" x) + 0,3 sin. (/'03 x) . •• + a ,,·sin. (/'0" x). 

" 
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Or chaque terme sin. (II-ix), ~t developpe selon les puis

saw:~ @ ~, ~ £P~nt que dei. pu.issaQ~$.,de. J,"aJ;Ig. impair, 
. ~ lao fon(}~iQP b~' est; ll\\e puis:$ance de.. J;'ang Plir. 11 es.t 
trfi .. rema.rquab~ '1ue Cf:t~ fonctio.a b x'.. d~&i,gnam \W~ 
su4e de valeleU''' dcmuee& PQ1U' nntervall«t de. Q A X, f~ 
e.tnl: ~~vel~ en UQ~ &W~ d~ ~~m.~, ~ qqe , 

4l i sin. (II- i:l1)· 

No~ aVQnsdep pf01J.Ve l'e~actitude rigoureuse de ces resul-, 
tatii,. qui ne aetaient point encore presentes dans l'an~lyse~ 
et nous avons montre Ie veritable sens des propositions qui 
les e:Jpriment. On .a vu, par exemple, dans ral'ticle 223, 
.J;»age 238, que la fonction cos. x est developpee en une 
suite de sinus d'arcs multiples., en sorte que dans l'equation 
flui donne ce developpement, Ie premier membre De '~on
tient que des puissances p~res de la variable, ~t Ie' second 
ne contient que des puissaBces impaires. fteclproquement 
la fonction sin. x, ou il 0' entre que des tOoction. iulpail'tlft, 
est resolue, page 242, eo une Suite: de- C08iDUI qqi Be COD .. 

tiennent que les puissances paires. 
I)ans la question actuelle relative it la sphere, la. VlleUl" 

de x F x est developpee au moyell .te lequati~. (e·)' 11 faut 
ensuite, cOlOme on Ie voit art. 290, page 348, eenre dau& . 
chaque terme Ie facteur exponentiel, qui cootiest t, et 1'_ 
a, pour exprimer la temperature 11, qui est \1De rone. 
de :x: et t, I' eq.uation . 

. ~ 
Ji(d at. .0. (II.. at) ~ F« . -K ,"t . .... 

• 11-. 0 

.2:1I=IsIO'(II-,x)e Xl I •• 11 " It" 

fd~siD·<V-i~)·siD.~~) (E) 

Digitized by Goog Ie 



CaAPITRE IX. 
La solution generale que donne cette equation (E) est tota
lement independante dela nature de la fonct~on Fx, parce 
que cette fonction ne represente ici qu'une multitude infinie 
de constantes arbitraires, qui repondent it autant de va
leurs de x comprises entre 0 et X. 

Si l'on supposait la chaleur primitive contenue dans une 
seule partie' de la sphere solide, par exemple, depuis x=o 
jusqu'lt x=-i-X, et que lestemperatures initialesdes couches 

. s1lperieures fussent nulles, il suffirait de prend.re I'integrale 

f d« (sin. ("'j«) . fa. ). 

entre les limites x=o et x=.! X. 
• 2 

En general, la solution exprimee par l'equation (E) con
vient a tous les cas, et la forme du-developpement ne varie 
'point selon la nature de 1a fonction. . 

Supposoos maintenant qu'ayant ecrit sin~ x au lieu de F x , 
on ait determine par l'integration les coefficiens ai' et que 

ron ait forme l'equatioll . 

xsin.x=a,sin. ("..x) + o,-sin. (".,x) + a 3 sin. (".,x .... 
+ a; sin. "'j:' + etc. 

II·est cerbfin qu'en doonant a x nne valeur quelconque com
prise entre 0 et X , Ie second membre de cette equation equi
vaut it. x sin. x,. c'est une consequence necessaire de notre 
calcul. Mais il ne s'ensuit ftullement qu'en doonant a x 
nne valeul' .non comprise entre a et X, la meme' egalite 
aura lieu. On voit tres.-distinctement Ie oolftraire dans lea 
exemples que n~ avons cites, et si ron excepte les cas par-

. 73 
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ticuliers, on peut dire que Ia fonction assujettie a une loi 
continue, qui formerait Ie premier membre des equations 
de ce genre', ne coincide avec· la fonction exprimee par Ie 
second membre, que pour les valeurs de :J: comprises entre 
o et X. 

A proprement parler, l'equation (I) est identique, et elle 
subsiste pour toutes les valeurs que I' on attribuerait it Ia 
variable Xj mais l'un:et:l'autre membre de cette equation 
representent une certaine fonction analytique qui coincide 
avec une fonction connue f x, si l' on donne it la variable x 
des valeurs comprises entre' 0 et X. Quant a l' existence de 
ces fonctions·, qui coincident pour toutes lea valeurs de la 
variable comprises entre certaines limites, et different RPur 
lea autres valeurs, ene, est demon tree par tout ce qui pre
cede, et les considerati!>ns de ce genre sont un e1ement 
nece~ire de l'analyse des differences partielles. 

Au reste,il est evident que les equations (I) et (E) ne s'ap:
pliquent pas seulement it la sphere solide dont Ie rayo~ est 
X, eUes representent, rune r etat initial, l' autre l' etat variable 
du solide infiniment etendu, dont Ie corps spherique fait 
partie. et lorsqu' on donne dans ces equations, a la va
riable x, des valeurs plus graodes que X, elles se rapportent 
au parties de ce solide infini qui enveloppe la sphere. Cette 
remarque convient aussi it toutes.lea questions dynamiques 
que ron 'resout par 1'analyse des differences partielles. 

422' 
Pour appliquer la solution donnee par l'equa~on (E) au 

cas ou une seule cOucbe spberique aurait .ete primitivement 
echaufl'ee, toutes lea autres ayant une temperature ioitiale 
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DuUe, il sumrait de prendre I'integrale f(~« si~. (I'-i«).« F«), 

entre deux limites extremement voisines, «= r et «=r+ u, 
r etant Ie rayon de la surface interieure de la couche echauf
fee, et u I'epaisseul'de cette couche. 

On peut aussi considerer separement 1'effet resultant de 
I'echauffement initial d'une autre couchc comprise entre les 
limites r+u et r+ 2U,· et si ron ajoute III temperature va
·riable due a cette seconde cause a I~ temperature que 1'0n 
avait d'abord trouvee lorsque 1a premiere couche etait seule 
echauft'ee, la somme des deux ~emperatur~s est celIe qui au-: 
rait lieu, si les deux couches etaient echauft'ees it la fois. II 
suffirait, pour avoir egard aux deux causes ~eunies, de pren
dre l'integralefd« (sin. (I'-i«) «F.), entre les limites «=r· et 

.=2U. Plus generalement,l'~ation(E) pouvant etre mise 
sous cette forme: 

On reconnalt que l'eft'et total de l'echauffement des dim~
rentes couches est la somme del eft'ets . partiels que l' on de
terminerait separement, en supposant que chacune des cou
ches a ete seule echaufl'ee. La meme consequence s' etend a 
toutes les autres question" de la theorie de la .chaleur; elle 
derive de la nature meme des equations, et la forme des in
tegrales la rend manifeste. On voit que la chaleur cont.enue 
dans chaque element d'uD corps solide produit son. eft'et dis
tinct, co~me si cet element avait ete seul ecbauffe., taus .les 
autres .yant uoe temperature initiale nulle. Ces divers etats 
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se superposent en quelque sorte, et se rassemblent poUl' 
former Ie systeme general des temperatures. 

C' est pour cette raison que la forme de la fonction qui re
presente l' etat initial doit etre regardee comme entierement 
arbitraire. L'integwale definie, qui entre dans l'expression de 
la temperature variable, ayant les memes limites que Ie so-

. lide echauffe, mC;)Dtre expreWD;lent que ron reunit tona les 
effets partiels dna al'echauffement initial de chaque element. 

Nona terminerons ici cette seCtion, dont l'objet appartient 
presque entierement. it l'analyse. Les integraIea que nollS 
avons obteDues ne soot point seulement des expressions 
generales qui satisfont aux equatioD5 differentielles; elles 
representent de la maniere la plus distincte I' effet naturel ~ 
qui est l'objet de la question. C'est cette condition princi
pale que nous avons eu toujours en vue, et sans laquelle lea 
resultats du calcul ne nous parattraient que des transforma
tions inutiles. Lorsque cette condition est remplie, I'inte
grale est, it proprement parler, r equation du pl~nomene; 
elle en exprime clairement Ie caractere et le progres, de 
meme que l' equation finie d'une ligne ou d'une surface 
courbe fait connattre toutes les proprietes de ces figures. 
Pour decouvrir ces soltltions, nous· ne considerons poirit 
une seule forme de l'integrale; no us cherchons il obtenir 
immediatement celie qui est propre A ta question. C'est ainsi 
que I'iotegrale, qui exprime Ie mouvement de la chaleur dans 
une sphere d'un rayon donne, est tres-difterente de celie 
qui exprime ce mouvement dans un corps· cylindrique, 0'0 

m6me dans nne sphere d'un rayon suppose infini. Or, cha-
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cune de ce8 integraies a une fonne determinee qui ne p.eut pas 
etpeauppIeee par ·une autre.·Il est necessaire d'en faire usage, 
si l' OD veut connattre la distribution de la chaleur dans Ie 
corps dont il s'agit. En general, on ne pourrait apporter 
aucUD changement dansJa forme de nos solutions, sana leur 
faire perdre Ieill' caractere essentiel, qui eat de representer 
les phenom«mes. 

Ces diverses integrale& pourraient etre deduites les unes 
des autres; car elles ont la meme etendue. Mais ees trans
formations exigent de longs calcids, et supposent presque 
toujoul'8 que la forme des resultats est oonnue d'avance. 
On peut considerer. en premier lieu, des corps dont les di
mensions 80nt tinies, et passer de cette question a c~ne qui 
se rapporte a un solide· non term\ne. On aubstitue alors 
une integrale definie a la somme d~signee par Ie signe I. 
C'est ainsi que lea equations (IX) et (~), rapportees au com
mencement de cette section, dependent l'une de"I'autre. La 
premiere devient la secopde, lorsqu' on suppose Ie rayon R 
infini. On peut reciproquement deduire de cette seconde 
equation (~) les solutions relatives au corps de· dimensions 
limitees. 

En general, nons avons cherche a obtenir chaque resultat 
par la voie la plus coune. V oici les .elements principaux de 
la methode que nous avODS snivie. 

loOn considere a-la-fois la condition gem!rale donnee par 
l' equation aux differences partielles, et tou~s les COD,ditions 
singulieres qui determinent e~tierement I. questioB, et I'on 
se propose de former l' expression analytique qui sabsfait a 
toutes ces conditions. 

~o On reconnatt d' abord que cette expression contient un 
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582 THEORIE DE LA CHALEUR. 
nombre indefini de termes, on iI. entre des constantes in
connues, ou qu'elle equivaut it une i~tegrale on se trouvent 
une ou plusieurs fonctions arbitraires. Dans Ie premier cas, 
c'est-a-dire, lorsque Ie terme general cst aflecte du signe I, 
on deduit des conditions speciales-une equation transcen
dante determinee, dont les .racines donDen, les valeurs d'un 
nombre infini de constantes. 

Le second cas a lieu lorsque Ie terme general devient une 
quantite infiniment petite; alO1'S la s0lD:me de la serie se 
f.hange en une integrale definie. 

3° On peut demontrer 'par les theoremes fondamentaux 
de .l'algebre, ou meme par la nature physique de la ques
tion, que l'equation transcendante a toutes sea ra~nes reelles 
en nombre infini. 

4° Dans les questions eIementaires, Ie terme general est 
forme de sinus ou cosinus; les racines de l' equation deter
minee sont des nombres entiers, ou des quantites 'J'eelles 
et irrationnelles : chacune d' eUes est comprise entre de~ 
Ii mites determinees. 

, , 

Dans les-questions plus composees', Ie terme general est 
forme d'une fonct\on implicitement donnee au JDoyen d'une 
equation differentielle integrable ,ou non. Quoi qu'il en soit, 
l' equation detennmee subsiste ; elle a toutes ses facines r6elles 
en nombre infini. Cette djstinction des partiH, dont l'inte
grale doit etre composee, est tres-importante,' parce qu' eUe 
fait connaltre clairement la forme de la solution, et les rela
tiOIlS necessaires entre lea coefficients. . 

'5° Il reste it determiner les seuies constantes qui dependent 
de ('etat initial, ce qui se fait parJ'elimmation des incoDliues 
dans un nom1?re infini d'equa~ons du prem~ degree On 
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CHAPITRE" IX. 583 
multiplie l' equation qui se rapporte a l' etat inItial par un fac
teur differentiel, et I' on integre entre des limites definies, 
qui sont Ie plus souvent celles du solide ou Ie mouvement 
s'accomplit. 

II y a des questions pour lesquelles noDS avons determine 
les coefficients par des integrations successives, comme 011 

Ie verra dans Ie memoire qui a pour objet Ia temperature 
des habitations. Dans ce cas, on considere les integrales 
exponentielles qui conviennent it retat initial du solide in
fini; car it est facile d' obtenir ces integrales. 

II resulte des integrations que tous les termes du second 
membre disparaissent, except~ celui dont on veut determi
ner Ie coefficient. Dans Ia valeur de ce coefficient, Ie denomi
nateur devient nul, et ron obtient toujours one integra Ie 
definie dont les limites sont celles du Bolide, et dont un des 
facteurs est la fODction arbitraire qui convient a l' etat ini
tial. Cette for~e du resulta~ est necessaire, parce que Ie "mou
vement variable, qui est l' objet de la. question, 'Be compose 
de tOU8 ceux qui auraient lieu separement, si chaque point 
du solide emit seul 6cLauffe, et que la temperatUTe initiale 
de tous les autres rut nulle. • 

Lorsqu'on examine avec sain re procede d'integration, 
qui sert a determiner les coefficients, on voit qu'il contient 
une demonstration complete, et qu'il montre tres -wstinc
tement la nature des resultats, en sorte qu'il n'est nullement 
necessaire de les verifier par d' autres calculs. 

La plus remarquable des questions que nouS ayoDB 8-

posees' jusqu'ici, et la plus propre a Caire connaitre l'en
semble de notre analyse, est celie du mouvement variable 
de la chaleur dans un corps cylindrique. Dans d'autres re-

• 
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584 THEORIE DE LA CHALEUR. 

cherches. la determination des coefficients exigerait des pro
cedes de ealeul que nous ne connaissons point encore. Maj.s 
il faut remarquer que l' on peut toujonrs, sans determiner 
les valeurs des coefficients, acquerir une connaissance.exacte 
de 18 question, et de la marche naturelle du phenomene qui 
en est l'objet; la consideration principale est celle des mou,

Wflments IUnpleS. 
6° Lorsque l'expression cherchee contient une integrale 

definie, on determine les fonctions inoonnues placees sous 
Ie signe /, soit par lee theoremes que nous aTons donnes 
pour ex primer les fonctions arbitraires en integrales defi
nies, soit par un procooe plus compose, dont on trouvera 
divers exemples dans la seconde Partie. 

Ges theoremes s' etefident a un nombre quelconq~e de va
riables. Ilsappartienoent enquelque 80rte a une methode 
inverse d'integration definie: car ils servent a determiner 
sous les signes f et I des fonctions ineonnues qui doivent 
etre teUes, que Ie resultat de l'integ.ration soit 'une fonction 

. donnee. 
Les memes principes s'appliqaent i di'ferses autres ques

tions de geometrie, de physique generale, ou d' analyse, 
soit que les equations cOlltiennent des- differences tiDies ou 
in&nimeot petites, soit qu'elles comprenoent lea unes et les 
aulres. 

Lea solu1lions que I' on . obtient par cette methode sont 
completes, et consistent dans des integrales generales. Au
cune 8lltre integrale ne peut avoir plus d~eteDdueo Les- objec
tions qui avaient ete proposees it ce sujet soot deouees de 
tout fondement;ilserait aujourd'huisuperflu-de les discuter . 

. 7° N ous avoDS .dit que chacune de ces solutions donne 
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CHAPITRE IX. 585 
I' equat,;'on propre du phenomene, parce qu' elle Ie represente 

. distinctement dans toute l' etendue de son cours, et qu' elle 
sert a determiner facilement en nombre tous les resultats. 

J.£s fonctions que ron obtient par ces solutions sont donc 
composees d'une multitude de termes, soit finis, soit inti
nimeot petits : mais la forme de ces expressions n'a rien 
d'arbitraire; elle est determinee par Ie caractere physique du 
phenomene. C'est pourquoi, Iorsque la valeur de la fonction 
est "exprimee par une serie oU il entre des exponentielles re
latives au Umps, il est necessaire que cela soit ainsi, parce 
que l'effet l~turel dont on recherche les lois, se decompose 
reellement en parties distinctes, correspondantes aU1 diffe
rents termes de la ·serie. Ces parties' expriment autant de 
mouvements simples compatibles avec les conditions spe-' . 
ciales; pour chacun de ces mouvements, toutes les tempe
ratures decroissent en conservant 'Ieurs rapports primitifs. 
On ne doit pas voir dans cette composition un resultat de 
I'analyse du ala seule forme lineaire des equations differen
tielles, mais uu effet subsistant qui devient sensible dans lea • 
experiences. n se presente aussi. dans les questions ~
miques ou l' on considere les causes qui aneantissent Ie mou
vement; mais il appartient necessairement a toutes les ques
tions de la theorie de la chaleur, et il determine la nature 
de la methode que -nous avona sui vie pour les ·resoudre. 

La theorie mathematique d,la chaleur sa forme, lode Ia 
definition exaete de tons les elements du calcuL; 2 0 des equa
tiODS differentielles; 32 des integrales propres aux questions 
fondamentales. On peut arriver aux equations ,ar plusieurs 
voies; on pent aussi obtenir les memes integrales, ou fe
soudre d'autres questions, en apportant quelque change-

74 
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586 THEORIE DE LA CHALEUR. 
ment dans la marche du -calcul. Nous pensons que ces re
cherches ne constituent point une methode difTerente de la 
notre; mais elles confirment et multiplient les resultats. 

9° On avait objecte, au sujet de notre analyse, que les 
equations transcend antes qui determinent les exposants, 
ayant des racines imaginaires, il serait necessaired'employer 
les termes qui en proviennent, et· qui indiqueraient dans 
uue partie du phenomEme Ie carastere periodique : mais 
cette objection n'est point fondee, parce que les equations 
dont il s'agit ont en efTet toutes leurs racinew6elles, et 
qu'aucune partie du phenomene ne peut etre periodique. 

10° On avait alIegue que pour resoudre avec certitude les 
questions de ce genre, il est necessaire de recourir dans 

. tous lea cas it une certai~e forme de l'int6grale que ron de
signait comme generaIe; .et·ron proposait, sous cette deno
mination, }'equation (y) de I'article 398; mais cette distinc
tion n'est point fondee, et l'usage d'une seule integra1e 
n' aurait pour efTet, dans plusieurs cas, que de compliquer 
Ie calcul sans necessite. II est d'ailleurs evident que cette in
teg~le (y) se dOOuit de celIe que nous avons donnee en 1807 

pour determiner Ie mouvement de la chaleur dans une ar
mille d'un rayon determine R; il suffit de donner it Rune 
valeur i';finie. 

I loOn a pense que Ia methode qui consiste it exprimer 
l'integrale par une suite de termes exponentiels, et it deter
miner les coefficients au IPoyen de retat initial, ne resout 
point la question relative it un prisme qui perd inegalement 
sa chaleur Plr ses deux extremites; ou que, du moins, il 
serait tres-difficile de verifier ainsi Ia solution que l' on de
duit de l'integrale (y) par de longs calculs. On reconnattra 

-
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pa~ un nouvel -ex~men, que notre rpethode s'appIiquedi
rectement it cette question, et qu'il suffit meme d~un~ seule 
integration. . . 

120 Nous avons de.eloppe en series de sinus d'arcs mul
tiples des fonctioDS qui paraissent ne contenir que des puis
sances paires de la variabte, par exemple, cos x.' Nous av6ns 
exprime par des suites convergentes ou en integrales defi
nies des pa~ties separees de diverses fonctions ou des fonc
tions discontinues entre certaines limites, par exe~p)e , celIe 
qui mesure 1'0~donn6e dans un triaq.gle. Nos demonstrations 
ne laissent aucun doute sur.l'exacte -verite de Ices equa-
tions. 

# 

130 On ttyuve dans les ouvrages de tous les geometres des 
resultats et des procedes de calcnl analogues a ceux que 
nons avons employes. Ce sont des cas particuliers d'une me
thode genera Ie qui n'etait point encore formee, et qu'il 
devenait necessaire d'etablir pour connattre, meme dans les 
questions les plus simples, les lois mathematiqu~s de la dis
tribution de la chaleur. Cette theorie exigeait une analyse 
qui I~i est propre,et do!!.t un element principal est l'expres
sion analytique des flnctions stfparees,. ou des parties de 
fonctions. 

N ous entendons par fonctioll stfpart!e, ou partie tie fonc
tion, nne fonction Ix qui a des valeurs subsistantes, lors
que la variable x. est comprise entre des limites donnees, et 
dont la valeur est toujours nul Ie ,si la variable n' est pas ' 

. comprise entre ces limites. Cette fonction mesure l' ordomlee 
d'une ligne qui comprend un arc fini d'une forme arbi
traire, et se confond aVftc l'axe des abcisses dans tout Ie 
reste de son cours. 

• 
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Cette notion n'est point opposee aux principes' generaux 
du calcul; on pourrait meme en trouver les premiers fonde
ments dans les eCl'its de Daniel Bernouilly, de Clairaut, de 
La Grange et d'Euler. Toutefois on· avait regarde comme 
manifestl'ment impossible, d'exp~imer en' series de sinus 
d'arcs multiples, ou du moins en series trigonOlIli!triques 
convergentes, une fonctioll qui n'a devaleurs sub1iistantesque 
si celles de la variablt> sont comprises entre certaines Ii mites , 
et dont toutes les autres valeurs seraient nulles. Mais ce point 
d'analyse est pleinem,·nt eclairci, et il demeure incontes
table que les fonctiollsseparees, ou parties de fOllctions, sont 
exactement exprimees par des series trigonometriques con
vergentes,ou par des integrales dcfinies. Nous avons insic;te 
sur cette conseq~~nce des l'origine de nos recherches jus
qu'a ce jEtur, parce qu'il ne s'agit point ici d'une question 
lbstraite et isol.ee;' mais d'ulle consideration principale, in
timement liee aux applications les plus utiles et les plus 
etendues. Rien ne nous a paru plus propre que les construc
tions geometriques it demontrer la verite de ces nouveaux 
resultats, et a rendre sensibles les formes que l'analyse em. 
ploie pour It!S exprimer. 

140 Les principes qui nous on,t servi a etablir la theorie 
analytique de la chaleur, s'appliquent immediatement a la 
recherche·du mouvement des ondes dans les liquides dont une 
partie a ete agitee. lIs donnent aussi celie des vibrations des 
lames elastiques, des surfaces flexibles tendues, des surfaces 
planes elastiques de tres-grandes dimensions, et conviennent 
en general aux questions qui dependent" de la theorie de 
l' elasticite. Le pro pre des solutions que I' on deduit de ces 
principes est de rendre les applications numeriques faeiles, 
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et de presenter des resultats distillcts et scnsibJes, qui de-
terminent reeLlemellt de la question, sails re 
dre cette connaissance d'integrations d'eliminations qu'on 
ne peut effectuer. Nons, regardons comme superflue toute 
transforma~ion de6resultatS du caleul qUI ne satisfait point 
• cette condition principale. 

4~9· 

10 Nous presenterons maintenant diverses remarques 
eoneernant les equations du mouvement la 
chaleur. 

Si deux moldcules d' un corps sont 
'Voisines et onNles temperatures inegales, celle qUI: est la plus 
echauffee communique directement a l'autre pendant un, 
instant une certalne de ,cctte quantite est 
proportionnelle a difference extrcmement petite des tempe
'ratures: c' est-a-direque si cette difference devenait double 
triple, quadruple, et que toutes les autres conditions demeu
rassent les , la. chaleur communiquee serait double, 
triple qrtadruple. 

Cette proposition ex prime un fait general constant 
qui suffit pour servir de fondement a la .theorie matheItta
"tique. Le mode transmissi6"n est donc connu avec cer
titude independamment de foute hypothese sur nature 
de ta cause, it ne pewt etre sons deux points 
de vue differents. Il est evident que'la communication im
mediate s'opere suivant to utes les directions, et qu'dle n'a 
lieu dans lea fluides liquides non diapbanes, qu'entre 
des moMcu1es -extremernent voisines. 

Les equations generales du mouvement de la chaleur' 

• 

• 
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dans l'interieur des solides.de dimensions quelconques,·et 
a la surface de ces corps, sont des consequences necessaires 
de la proposition precedente. Elles s'en deduisent rigoureu
sement, com me DOUS I'avons prouve dans nos premiers Me
moires en 1807, et l' on obtient facilement ces equations au 
moytm de lemmes dont la demonstration n' est pasmoins exacte 
que celie des propositions elementaires de la mecanique. 

On deduit encore ces equations de la meme proposition, 
en determinant par des integrations, la quantittf totale de 
chaleur 'qu'une molecule re~oit de celles qui r environnent:
Ce c.alcul n'est sujet it aucune difficulte. Les lemmes dont 
il s'agit suppteent aux integrations, parce quils donnent im-

• mediatement I'expression du flux, c'est..a-dire de la quan
'tite de cbaleur qui traverse une section quelconque. L'un et 
l'autre calcul doivent evidemment conduire au meme re
s~ltat; et comme il n'y a aucune difference dans Ie principe, 
il ne peut point y en avoir dans les consequences. 

2° N ous avons donne, en 18 J I, I' equation generale qui se 
rapporte a la surface. EUe n'a pas ete deduite de cas parti
culiers, comme on l'a suppose sans aucun fondement, et 
elle n'aurait pu l'etre; la proposition qu'elle exprime n'est 
point de nature a etre decouverte par voie d'induction; on 
ne peut pas Ia conna itre p01ll' certains corps, et l'ignorer 
pour les autres; elle est necessaire pour tous, afin que r e
tat de la super:ficie ne subisse pas dqq.s un temps determiru! un. 
changement "Ttfini. Nons avons omis dans notre Memoire les 
details de Ia demonstration, parce qu'ils consistent seuIe
ment dans l'application de propositions connues. II suffisait 
dans cet ecrit de donner Ie principe et Ie re.ultat, comme 
JlPUS ravons fait dans l'article 15 du Memoire cite . 

• 
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On ,deduit aussi de cette meme condition l'equation ge-

,nerale dont il s'agit, en dete~ioant la quantite totale de 
chaleur que chaque molecule placee it la surface re~oit et 

. communique. Ces calculs tres-composes ne chan gent rien a 
la nature de la demonstration. 

Dans la recherche' de r equation differentielle du mouve
ment de la chaleur, on peut supposer que la masse 'n'est 
point homog4me, et il est tres-facil~ de deduire cette equa-

I tion de l'expresSion 8nalytique du flux; il suffit de laisser 
sous Ie signe de la differentiation Ie coefficient qui mesure . 
la conducibilite. 

30 Newton a con.dere Ie premier 1a loi du refroidisse
ment des corps dans l' air: celle qu~il a admise pour Ie cas 
oul'air est emporte avec une vitesse constante, est d'autant -
plus conforme aux observations que la difference des tem
peratures est moindre; elle aurait lieu exactement, si rette 
difference etait infiniment petite. 

'Amontons a fait une experience remarquable sur l'etabJis
sement de ,Ia chaleur dans un prisme dont l'extremite est 
assujettie a une temperature determinee., La loi logarith
mique du decroissement des tern peratUres dans ce prisme, 
a ete doonee pour la premiere fois par Lambert, de r Aca
demie de Berlin.' MM. Biot et de Rumford ont eonfirme 
cette loi par des experiences. 

Pottr decouV1'ir les equatio~s differentielles du mouvemeni 
variable de la chaleur, et meme dans Ie cas Ie plus eIemen
taire, ("omme celui du prisme cylindrique d'uD. tres-petit 

. rayon, il etait necessaire de connaitre l'expression mathe
matique de la quantite de chaleur qui traverse une partie 
extremement petite du prisme. ~ette quantite n'est pas seu-
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lement proportionnelle a la difference des temperatures des 
deux sections qui .terminent la tranche. On prouve de la 
maniere 1a plus rigoureuse qu' elle est aussi en raison inverse 
de l' epaisseur d~ cette tranche, c' est-a-dire, que si deuz 
tranches aun meme prisrne etaient inegc"zement tfpauses, d. 

que pour la premiere, la difference des temperatures des 
deux bases fut la meme que pour la seconde, les quantiufs 
de chaleur qui tra"ersent ces tranches pelldant Ie meine in
stant, seraient en raison in"erse des tfpais.seurs. Le 1emme 
precedent ne convient pas seulement a des txanches dont 
l'epaisseur est infiniment petite; il s'applique a des prismes 
d'nne epaisseur" quelconque. Cette nqlion du flux est fon
damentale; tant qu'on ne l'a point acquise, on De peut se 
former nne idee exacte du phenomcne et de I'equation qui 
l'exprime. 

II est evident que l'accroissement instaDtan~ de la tem
perature d'un point, est proportionnel a l'exces de 1a quan
tite de chaleur que ce point a rec;;ue, sur la quanti~ qu'il a 
perdue, et qU'une equation differentielle partielle doit expri
mer ce resultat : mais I~ question De cODsiste pas a enoncer 
cette proposition, qui est Ie fait 1ui-meme; eUe consiste a 
former reellement l' equation differentielle, ce qui exige que 
ron considere ce fait dans ses ele~ents. Si au lieu d'em
player l'expression exacte du flux de chaleur, on omet "Ie 
denominateur de cette expression, on fait naitre par eela
meme une difficulte qui n'est nullement inherente a la ques
tion; et il n'ya aucune theQrie matoomatique qui n'en pre
sentat de semblables, si l' on commen'5ait par alterer Ie pt'in
eipe des demonstrations. Non-seulement on ne pent former 
.ainsi une equation differentielle: mais il n'y a rieo de plus 
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oppose a one equation, qu'une proposition de ce genre, ott 
ron exprimerait l'egalite de quantites qui ne peuverit etre 
cC?mpa:tees. Pour eviter cette erreur, il suffit de aonner quel
que attention a la demonstration et aux consequences dn 
lemme precedent (art. 65, 66,67, et art. 75). 
. 40 Quant aux notions dont nons avons deduit p~ur· la pre
miere fois les equations differentielles, eUes sont celles que 
les physiciens ont toujours. admises. Nous ignorons si quel
qu'un a pu concevoir Ie mouv.ement de la chaleur, co~me 
.etant produit dans l'interieur des corps par Ie seul contact 
des surfaces qui separent les differentes parties. Pour nous, 
une teUe proposition nous paraitrait depourvue de tout sens 
intelligible. Une surface de contact ne peut etre Ie sujet d'an.
cune qaalite physique; elle n' est ni echauffee, ni coloree, ni 
pesante. Il est evident que lorsqu'une partie d'un corps . 
donne sa chaleur a une autre, il y a une infinite de points 
ma~iels- de la premiere, qui agissent sur une infinite de 
.points de la seconde. n faut seulement ajouter que dans 
l'interieur des m~tieres opaques, les points d~nt la distance. 
-n'est pas tres-petite ne peuvent se communiquer directement 
leur chaleur; celie qu'ils s· envoient est interceptee par les 
molecules intermediaires. Les tranches en contact sont les 
seules qui se communiquent immediatement leur chaleur, 
lorsque l' epaisseur de res tranches egale ou surpasse la dis-

" lance que la chaleur envoyee par un point, parcourt av~nt 
d'etre entierement absorbee.'I1 n~y a d'action directequ'entre 
les points materiels extremement voisins, et c'est pour eela, 
que l'expression du flux a la forme que nous lui attribuons. 
Ce .Sux resulte done d'une multitude infinie d'actions dont 
les eWets s'ajoutent; mais ce n'est point pour cette cause 

75 
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que sa 1'8leur, pendant l'unite de temps est une grandeur 
finie et mesurable, quoiqu'il ne soit determine que par UDe 

difference extrcmement petite entre les temperatures. 
LOI'SqU'Ull corps echauffe perd sa chaleur dans un milieu 

elastique, ou dans un espace vide d'air -termine par nne 
enveloppe Bolide, la valeur de ce flux exterieur est assure
ment nne integra Ie ; elle est encor due a l'action d'une infi
nite de points materiels, tres-vaisins de la surface, et DODS 

avons demontre autrefois, que ce CODOOUrs determine la loi 
du rayonnement exterieur. Ct'pendant la quantite de cha
leur emise • pandant l'unite dt> temps, serait infiniment pe
tite, si la 'difference des tt>mperdtures n'avait point unevaleur 
tinie. Dans l'interieur des mass.s, la faculte conductrice est 

incomparablement plus grande que celie 'iui s'ellorce 11 la 
8uperficie. Cette propriete, quellequ'en pnisse ctre la cause, 
noDS est connne de la maniere la plus claire,' poisque Ie 
prisme etant parvenu a son etat constant, Ia quantite de 
chaleur qui,traverse une section, pendant l'unite de temps-, 
compense exactement celie qui se dissipe par toute la partie· 
de la surface echauffee, qui est placee au-dela de cette eec
tion,et dont les tMDperaturessurpas&entcelle dumiliea d'ue 
grandeur linie. Lorsqu'on n'a point egard it ce fait prin
cipal, et que ron ornet Ie divisenr dans l'expression du Bux, 
il est entierement impossible de former l'equation differen
tielle, meme pour Ie cas Ie pins simple; ;. plus forte raUoD .. 
serait-on arrete' dans la recherche des equations generales. 

50 De plus, il est necessaire de connattre comment lea di
mensions de la section du prisme inHuent sur les valeurs 
des temperatures acquises. Quoi.qu'H- s'agisse seulemeot du 
lIlouvement linea.ire, et que tous les poinJ& d'une aection. 
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lOient re~ea comme ayant la meme temperature, il ne 
s'ensuit pal que ron puisae f'aire abstractioll des dimen
slons de la section, et eteodre a d'autres prismes les conse
quences qui De (lonviennent' qu'a un seul On ne pem point 
former r equation eucre sana e.xprimercette relation entre 
l'eteadue de la section et l'effet produit a l'extremite du 
prisme. 

Nous De developperoDs pas davantage l' eumen des prin-' 
cipel qui noua ont CODduit a la connaiAsance des equations 
differentielles ; nous ajoutons seulement que pour porter 
lID jugemeat approfondi sur l'utilite de ees principes, il faut 
&OSR considerer des questions variees at difJi.eiIes: par exem
ple,.celle que DOns allons indiquer, et dont la solution . man
quait it notre theorie, ainsi que nous l'avions fait remar
qoer depuis long-temps. Cette queStion consiste it former les. 
equations differentielles, qui expriment la distribution de la 
chaJev dau.s Ies liquides en mouvement·, lorsque toutes lea 
in~ sont deplaceea par des fQr<:ea queloonques, OOID

binees avec les chansements de temperature. Ces eqwatioDs 
que nous avons donnees'daus Ie coura de l'annee 182~, ap
partiennent it l'hydrodynamique generale; elles completent 
cette braadte ~ Ia mecanique 8nalytiqDe. 

430. 
Les differeatB corp. jouiaaent tres-inepIe.ent de cett.e 

propriete que-lea physieieos oat appetee contluctibiliu! ou 
conducibilietJ, c'.t-a-dire de la (aculte d'admettl'e la chaleur, 
et de la propipr dans l'interie.ur des masses. Noua D'aVODJ 

point ch~ge ces denominations, quoique elles ne nous pa
raissent point exactea. L'uDe et r'autre, et sur-tout la pre-

. 75. 
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miere, exprimeraient plutot, selon toutes les analogies, la 
faculte d'etre conduit que celie de conduire. . 

La chaleur penetre avec plus ou moins de facilite la su
perficie des diverses substances, soit pour s'y introduire,soit 
pour en sortir, et les corps sont inegalement permeables a 
cet element, c' est-a-dire qu·il s'y propage' avec plus ou moins 
de facilite, en pusant d'une molecule interieure a nne autre. 
NOlls pensonsque ron pourrait designer cesdeux proprietes 
distinctes par les noms de perult,.abiuttf, et de perrnBabilitt!. 

II faut sur-tout ne point perdre de ·vu~ que la 'penetrabilite 
de la surface depend de deux qualites differentes : rune est 
relative au milieu exterieur, et exprime la facili~ de la 
communication par Ie contact; l'autre consiste dans la pro
pri.ete d'emettre ou d'admettre la chaleur rayonnante;Quant 
a la' permeabilite specifique, elle est propre it chaque sub
stance, et independante de retat de la superficie. Au reste, 
les definitions precises SGflt Ie vrai fondement de la· theorie, 
mais- les denominations n'ont point, dans la matiere que 
nous traitons, Ie m&ne. degre d'importance. 

431. 

On ne .peut point appliquer cette demiere remarque anx. 
notations, car elles contribuent beaucoup au props de Ia 
-science du calcul. On ·ne doit les proposer qu'avec reserve, 
Di les admettre quapres un long examen. Celie que.llou 
avons employee se reduit it indiquer au-dessous et au-dessus 
du signe d'integralion fles limites de l'iot:egrale, en kri
vant immediatement apres ce signe, la diff'erentielle de la 
quantite qui varie entre ces limites. 

On se sert aussi du signe i~ pour ex primer la somme 
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d'un nombre indefini de termes qui derivent d'un terme 
. general, ou I'on fait varier I'indice i. N!>us plac;ons cetindice, 

8'H est necessaire, an-devant du signe, et nous ecrivons la 
.premiere val~ur de i au-dessous, et la demiere au-dessus. 
L'emploi habituel de ces notations en fera connattre toute 
l'utilite, principalement lor~ue Ie caleul des integrales de
finies 8evient compose, et lorsque les limites de'l'integrale 
sont elles-memes l'objet de ce calcul. . 

432. 

Les resultats principaux de notre th60rie sont les equa-' 
tions differentielles du mouvemen. de la chaleur dans les 
corps-solides ou liquides, et l'equation generale qui se rap
porte it Ia surface. La verite de ees equations n'est point 

-fondee sur une explication physique des effets de la chaleur. 
De quelque manieJle que l' on veuille concevoir la nature de 
eet element, soit qu' on Ie regarde comme un etre -materiel 
distinct, qui passe d'une partie de l'espace. dans une autre, 
soit qn'on fasse consister la chaleur dans la seule transmis
sion du mouvemer;tt, on parvien~ra toujours aux memes 
equations, parce que l'hypothese qu'on aura formee doit 

. representer les faits gen~raux et simples, dont les lois ma
thematiques sont derivees. 

La qua~tite de chaleur que se transmettent deux molecules 
dont les temperatures SIflt inegales , depend de 1a difference 
de ces temperatures. Si la difference est infiniment petite, il 
est certain que la chaleur communiquee eSt proportionnelle 
it cette difference; toutes les experiences concourent it de
montrer rigoureusement cette proposition. Or pour etablir 
lea equations differentielles dont il s'agit, on considere seu-
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lement r~Ofl reciproque des molecules infiniment voisine&. 
11 n'y a donc aucune incertitude sur la ronne des equations 
qui se mpportent it l'interieur de ,1a masse. 

, L'equation relative 8. 'Ia surface exprime, oomme IlOUS 

l'avOlls dit,que Ie flux. de la chalew-", dans 1e sens de Ia ooc
male et it l'extremite du solide, doit avoir la meme nleu.r, 
soit que l' on cable l'actio~ mutuelle des molecules dn so- • 
lide, soit que ron considel'e I'action que Ie milieu exerce sa.r 

l'enveloppe. L'expression analytique de la premiere valenr 
est tres-simple, et exactement connue; quant it la seconde 
valeur, elle est sensiblement proportionoeUe it la tempera
ture de la surface, lorsque I' exces de cette tem~ture sur 
celie du milieu est nne quantit~ assez . Petite. Dans les autres 
-Cas, i1 Caut regarder cette seconde valeur comme donnee par 
une sene d' oi>senrations ; e~le depend de l' emt de la superfi.
.cie, de la pression et de la natare d1l'"milieu i c'est eette 
valeur observee qui doit former Ie seeond membre de l'equa- ' 
tion relative a la surface. 

Dans plusieurs questions importantes, cette derniere equa
tion est remplacee par nne condition donnee, qui exprime 
l'etat ou constant, au variable, on periodique de la snper
ficie. 

433. 

Les equations diflereDtielles do pll'ftaeat de Ia duliear 
sont des amsetpenoes mathematiques .. alo~ &1IX eqaa
tioDS ~uerales de I'eqmlibre et du IDOUvement, et cpi de
riveDt, COIIlme-elles, des faits oaturels les plus constaats. 

, '. Les coefficients c, h, i, qui entl'mt dans ces equations, 
doivent etre considere., en general, comme des graadears 
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variables,'qui dependent de la temperature, 0t1 de l'etat des 
corps. Mais dans l'application aux questions natnreUes qui 
nous interessent Ie plus, on peut attribuer it ces coefficients 
des valenTS sensiblement eonstaotes. 

Le premier eoefficient c val'ie tres-lentement, it mesure 
que la temperature s'eleye. Ces changements &ont presque 
insensibles dans un intervalle d'environ trente degres. Uue 
suite d'observations precieuses, dues a MM. les professe-urs 
Dutong et Petit, indique que cette valeur de l~ capacite 
specitique crott fort lentement avec la temperature. . 

,Le coefficient h, qui mesure la penetrabilite de la surfac:e, 
est plus variable. et se rapporte a un etat tres-colllpose. Il 
exprime la quantite de chaleur commnniquee au milieu, soit 
par l'irrctdiation,. soit par Ie contact. Le calcul rigoureux de 
c~e quantite dependrait done de la question du mouvement 
~ 1a ehaleur dans les milieux liquides ou aeriformes. Mais· 
lorsque l' exces de temperature est UDe quantite assez petite,. 
Ie. observations prouvent que la valeur du coefficient pent 
&tre regardee eomme constante. Uans d'antres eas, il est fa
cile de deduire des experiences connnes une correction qui 
donne au ~sultat une exactitude 8uffisante. 

On ne peut douter que Ie coefficient k, mesure de la per
meabilite, ne soit sujet a desvanations sensible,; mais on 
n'a encore fait, sur ce sujet important, aucnne suite d'expe
rienees propresa MUS appr-endre eomment la facilite de con
duire la chaleur change avec la temperature et avec la pres
sion. On voit par les obServations, que cette qualite peut 
etre reg ard6e comme constante dans une assez grande partie -
de l'echelle tbermometrique. Mais ces memes .obaervations. 
nous porteraient it croire que la valeur du coefficient dont it 

• 
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s'agit,· est beaucoup plus changee par les accroissements de 
temperature, que celle de la capacite specifique. 

Enlin la dilatabilite des solides, ou la disposition a aug
menter de volume, n'est point la meme it toutes les tempe
ratures : mais dans les questions que nous avons traitees, 
ces changements ne peuvent point a1terer d'une maniere sen
sible la precision des result:ats. En general, daDS I'etude des" 
grands phenomenes naturels qui dependent de la distribu
tion de la chaleur, on est fonde it regarder comme con
stantes les valeurs des coefficients. II est d'abord necessaire 
de con~iderer sous ce point de vue les consequences de la 
theorie. Ensuite la comparaison atten.tive de ces resultats 
avec ceux d'experiences tres-precises, fera connaitre queUes 
sont les corrections dont on doit fair~ usage, et l' on dODl)en 
aux recherches theoriques une extension nouvelle, it mesure 

. que les observations deviendront plus nombreuses et plus 
exactes. On connaitra alors queUes sont les causes qui pour
raient modifier Ie mouvement de la chaleur dans l'interieur 
des corps, et la theorie acquerra une perfection qu'il serait 
impossible de lui donner aujourd'hui. 

La chaleur lumineuse, ou celie qui accompagne les rayons 
de lumiere envoyes par les corps enflammes, penetre les 
salides et les liquides diaphanes,. et s'y eteint progressive .. 
ment en parconrant un intervalle de grandeur_sensible. 

On ne pourrait donc point supposer,dans l'examen de ces . 
questions, .que les impressions directes de la chale~ ne 'se 
por~ent qu'it une distance extremement petite. Lorsque cette 
distance a une valeur ,finie, les equationS differentieUes pren
nent une form~ diiferente : mais· cette partie de la theorie ne 
presenterait des applications \ltiles qu'en se fondant sur des 

• 
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connaissances experimentales que noua n'avons point encore 
aequises. 

Les . experiences indiquent que, pour les temperatures 
peu elevees, une portion extremement faible de la chaleur 
obscure jouit d~ la meme propriete que lacbaleur lumineuse; 
il est vraisemblable que' la distance ou se portent les impres
sions de la chaleur qui penetre les solides, n' est pas tot~le
ment insensible, et qu' elle est seulement fort petite : mais 
cela n'occasione aucune difference appreciable dans les resul
tats dc la tbeori~; ou d~ moins, ces differences ont echappe 

. jusqu'ici a toutes les observations. 

FIN . 

• 

I 
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la capacit8, la conducibilite propre, ou permeahilite, et la con
ducibilite exterieure, ou penetrabilite. Les coefficients qui les 
expriment peuvent d'abord ~tre regardes comme des nombres 
constants, independants des temperatures. 

AaT. 12. 

9. Premier expose de la question de. temperatures terrestres. 

AaT. 13, 14, 15. 

II. Conditions necessaire5 aux applications de la theol'ie, objet des ex
periences . 

. . 

12. ,Les rayo'lls de chaleur qui sortent d'un m~me point d'une surface, 
n'ont point la m~me intensice. L'intensice de chaque rayon est 
proportionnelle au cosinos de Pangle que P ·direction fait avec 
la normale a la surface. Remarques diveraes, et considerations 
sur robjet et l'etendue des questions thermologiques, et sur les 
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An. 22, 23, 24. 

18. Temperature permanente, thermometre. La temperature designee 
par 0 est celie de la glace fondante. Nom designons par I celie 
de l'ebullition de reau dans un vase donne, sous une pressio~ 

[,:'1.. donne.. 
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necessaire pour resondre en eau liquide une certaine masse d'eau 
.glacee. 

, 
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augmentations de la qnantite de chaleur. Cette condition n'a 
point lieu ,dans les liquides en general; eUe est sensiblement vraie 
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AllT. 32, 33, 34, 35. 
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ART. 36. 

25, l\Icsure U!3 la conclucibiHte exterieure. 

AnT. 37' 

1',:'11, ~otion -de la conducibilite prop're; on obsene aussi cette pro
priete dans les liquides. 

An, 33. 39' 

~d;, t'lllilih:-c lll'S tcmp;:l'a~lIJ'l's. Cl't eCfet «!it independanl do contact. 
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s'etablit dans les espaces vides d'air, de la cause qui reOechit les 
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par la reflexion de la chaleur. 

Au. 50, 51. 
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An. 52, 53, 54, 55, 56. . 
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SECTION III. 
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ART. 60. 
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temperature moins elevee, il perd a choque instant une quantib; 
de chaleur que ron peut regarder, daus les premierearecherches, 
com me proportionnelle a l'exces de la te~perature de la surface 
SUI' la temperatuTe dn milieu. 
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Pac", 
43. Les p'ropositions enoncees dans les deux articles precedents SODt 

fondees sur dive ... es observations. I.e premier objet de la theorie 
est de tlticoumr to~tes les consequences euctes de cea proposi
tions. On peut ensuite mesurer les nriations des coeflicients, en 
comparant les resultats du ealcn! avec ties experiences tres
precises. 

SECTION IV. 

Du mouvement unfforme ef lineaire de la chakur. 

A.T. 65. 

. 46. Las temperatures permanentes d'un soli de infini compris entre 
deux bases paraBeJes retenues a des temperatures fixes, sont a

primees par l'equation ;:=;: e=h-a. Z; a et h sont les tem
peratures des deux plans ex~mes, e leur distance, et v la tem
perature de la section, dont la distance au plan inferieur est z. • 

• 
ART. 66,6,. 

49' Notion et mesure du flux de la chaleur. 

An. 68, 6g. 

53. Mesure de la conducibilite propre. 

ART. ,]0. 

55. Remarques sur les cas au l'action directe de la chaleur se porterait 
a une diStance sensible. -

Aa'l. ']1. 

56. Btat du 'm~me solide, Iorsque Ie plan superieur est expose a fair. 

ART. 12. 

58. Conditio~s generales du mouvement line-ire de.Ia chaleur. 
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SECTION V. 

Loi des· temperatures permanen~s dens un prisme d'une petite epaisseur. 

Au. ,3,74,75,76, 77, 78 ,79, 80. 
p ..... 

60. Equation du mouvement lineaire de 1a chaleur dans Ie prisme. 
Conseque~ces diverses de cette equation. 

SECTION VI. 

De l' ecluJufflTlUnt des espaces elos. 

Au. 81, 82, 83, 84. 

68. Vetat final de l'enceinte solide qui termme l'espace echauffe par 
une lurface 6, m~tenue a 1a temperature «, elt ellprimee par 
l'ecp,.ation suiTaDte: 

P 
m-n=(ct-n) -. 

I+P, 

La valeur de Pest !.. (8 + l.! + g) . m est la temperature 
S II. K. H 

d. rair interieur, n 1a temperature de l'air ftteirieur, g, 11., H 
mesUrent respectivement la pen8trabilite de la surface echauffee a, 
celle de 1a surface interieure de l'enceinte S, et celle de 1a surface 
exterieure S, e est l'epaiueur de l'enceinte, et K. sa conducibilite 
propre. 

Au. 85, 86. 

,2. Con.equ.nce. remarquablea de I'equation precedente. 

Aa'l'. 8" 88, 89,90,91. 

,5.. Mesure de la quanti" de chaleur necetsaire pour retenir a une 
temperature constanta un corps dont Ja surface est separee de 
I'air exterieur par plusieurs enceinte' succes~il"es. Effets remar-

• 
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quables de la separation des surfaces. Ces cOnHquenees s'lppli
quent a des questions tres-Tariee-. 

SECTION VII. 

Du moulJement unfforme de la chaleur suilJlJlr,t Us trois dimensiolts. 

ART. g2 et 93. 
83. Les temperatures permanentes d'un solide compris e~e six p1ans 

rectangulaires sont exprimees par l'equation-

v=A+a:e+6y+-c&. 

oX, y, Z sont les coordonnees d'Wl point quelconque, dent ~ est 
la temperature; A, a, 6, c. sont d6.'1 .Dombres constants. Si les 
plans extrimes sont retenus par des caues quelconques a des 
temperatures fixes qui satisfont a l'equation precedente, ,1e sys
t~me final de toutes les temperatures inthieures sera exprime par 
la m~me equation. 

Au. 94,95. 

86. Mesure du ftux de chaleur dans ce prisme. 

SECTION VIII. 

Mesure Ju moulJe11Z8nt de la chaleur en un point t/tmne d'une 
masse soliJe. 

ART. f)6, 97, 98, 99· ' 

89' On suppose que Ie sys~me variable des temperatures d'un solide 
est exprime par l'equation v=F(:e, y, z, t), on v de
signe la temperature que ron obsenerait apres Ie temps ecouIe t, 
au point dont les coordonnees lont :e,y, z, et ron forme rex
pression analytique du flux de chaleur dans l'interieur du solide, 
suivant une direction don nee • 

• 
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ART. 100. 
PO,oI. 

95• AppliClticm till thecdaae p~t _ Ga.oa.la. fODation F est 

-Bt 

99· 

e • cos. z COl.)' cos. z. 

CHAPITRE II. 

Equation du mDlINement de.la chaleur. 

SECTION PREMI-ERE. 

ElJuation til/, mol/,IIeme1lt vane de la c&ueu,r t:Uuu 11M armilIe. 
'f 

ABTICLU :001, 102, 103, 104, 105. 

Le mouvement variable'de'la chaleur dall5l'armi\le,'eat'uprime 
par r equation 

dv K d"v 41 
tit =C. D' 'hF- C.D.S . v~ 

L'are It: memre la diatance d'nne b'aIlche' ~ l'~rigine 0; v est la 
temperature que cette tranche acquiert ap. 1. teal,. ecoule t; 
K., C, D, 4 SODt des coefficients specifiques; S est la surface de 
la section, dont la revolution engendre l'anneau; I est Ie contour 
de cette seccion. 

ART. 106, 107, lOS; 109, 110. 

103. Lea temperatures des points places legales distances sont repre
sent8es par 1es termes d'nne aeri. ncunem& L'obaervadon des 
temperatures v, ,'V., v,, de trois points consecutifll, donne la 

4 v +v 
mesure du rapport K. : on a • v ]. IJ, 6)°-IJ(I) + 1=0, et . , 

4 S G log. (1»)2 La dis .1_ d . lC = 1 ). kg. e • .. unce U~ eux POlDts consecutifs est 

)., eI lag..- fit 81t Ie logarithme decimal d'une des dea valeuta 
de 6). 

77 
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SE'GTION II. 

EIJIMIIion tlti..,,,.,.,,... 'UIII'i&. Ia "..,.",. daIu ". .... Iolid •• 

P ••••. , . 
106. x designant Ie rayon d'une couche quelconque , Ie mouvement de 

la chaleur daM la sp)14)re est exprilll8 par l'equation 

dv K Cd-v 2 dv 
~~ ~ -r.-:"* _._) •. 
at' \..i. U ax· x ax 
.Au. 114, 115, 1l6. 111-

108. Conditions relatives a.l'etat d. la surface et a I'etat initial du solide. 

SECTION III. 

~lJuati(}n. du 71&Orwsme"t var;e de la choJew dans un cylindre solid •• 

ART. 118, J19, ~20. 

112. Les temperatures de ce solide IOnt cUtermDteei par trois equations; 
rune Ie npporte an tel8pbatores interieures, I. seconde ex

. priDie '1'&t ooofilnlll.de la m~, la ..... ~ GfUime I'chat 

.. iaieial .. "'ide. 
SECTION' IV. 

Equation. du 71&OUflement unfforme de la c~ Jmu ,.. prisms ' 
solide d'UM /mzguew infin.ie. . . 

.. ~ll'l'. 121, 1220 123-

"4. lAt . ., ..... des .temp ..... bts aatiafait a l~ea 
'. ;iii v : tl'v tl·v . 

;r.ra + d." + ~:;::: 0 ; 

·V est la temperature d'un point dont lea cordonnees sont x, j, z. 

Au. n4, n5.· ',' I.,. Eq .. ~ _lati.e a ,11_ de la eurfaoe et • OfJlai :de la premiere 
tranche. 

• 
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DES )lA-TltRES. 

SECTION V. 

~ • IIUJIIf/IIIIUII 'PII1"iJ tk la elulk", dQIU ",. eu6. ~. 

AaT. 126, 127, 128, 129, 130, .31 . 

I.e ays~me dII. temperasure5 nriables est deurmine pu- trois equa
tiona; rune exprime retat interieur, la seeonde se rapporte Ii 
I'etat de la surface, et la troiaieme exprime l'etat initial. 

SEC'TIOll VI. 

EtjualiDn Ke.,ak fk la 1""O.PlfJIlIionl/.e ~ .c/u1. ~ ~'.jIJr;m"" 
des solide. 

AIlT. 132, ISS, 154, 135, 136., IS!?, 188, .39. 
124. Demonstration elementaire des proprietes du mOtlvement. uni

forme de la chaleur dans un SQlide CQID'pris .eutre si~ ~ns ree
~ogulaires, lea temperatures eonstaotes etant exprimees par 
I'equation lineaire 

'V =A -4Z - by-cz. 

Lea tem~ratores n,e peuve~t changer,'parce Que cru.,ue point 
du solide ~it au~t de cbal~ur qu'il en donne. La quantite 
.de chaleur qui traverse, durant l'unite. de temps, un plan per
pendieulaire Ii l'axe des z est la mAme en 'Juelque ,point de cet 
axe que passe Ie plan. - La valeur de ce fl~ co ... mun eat' celle 

• qui aurait lieu, si les coef.6ci.enta a et lJ elaient nuls. 

Au. I~, 0141. 

131. Expression 8nalyticJue du flux dans l'iQt8rieur d'un soIide que~ 
eonque. L'~oa des temperatures ftant 'V-fC8e;"., I, t) la 

fonction - K 6) • *' exprime la quanti~ de chaleur qui traverse, 

pendant l'instant dt, une aire in6aiment petite 6), perpendicu
laire a l'ue des z; au point dont lea COQrdonnees sont 8e, y, Z, 

I et dont la temperature est 0 apres Ie temp. ecoule t. 
77· 

, 
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ART. 142, 143, 144, 145 

11 est facile de deduire du \heol~me precedeac ... l'equatioo ,.merale 
du mouvement de la chaleur, qui est 

dv K Cd-v -d"v tl"'!!."\ 
dt =C.D· tJa:a + dr + dz"/ (AE) 

.. 
SECTION VII. 

Equation gitaBrak relativs a La suifacs: 

Au. 146, 147;148, 149, 150, ,,51, 152, 153,154. 

138. On demontre que lea temperatures variables des points de la sur~ 
face d'un corps qui se refroidit dans I'air, satiafont a cette equa
~on : 

. . 
etant l' equation dift'erentielle de ]a surface qui termine Ie solide, et. 

I 

q etant egale a (m·+n·+i l )'. Pour decouvrir cette equation, 
on considere une molecule de I'enveloppe qui termine \e solide, 
et 1'0n exprime que la temperature de cet element ne cJ:1ange point 
d'une grandeur fihie pendant un instant infiniment petit. Cette 
condition a lieu et continue de subsister apres que I'action l-egu~ . . 
liere du milieu s'est exercee pendant un instant tres-petit. - On 
peul. donner a I'.'uement de l'enveloppe une forme quelcbnque. 
Le cas oil cette molecule est formee par des sections rectangu
laires ~re des proprietes remarquables. Dans Ie cas ]e plus 
simpie,qui est celui·ou la hue est paralWe aU plap IaDgent, la 
v~rite de l'equation est evidente. . 
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SECTION VIII. 

Application. des equations generales 

. ART. 155, 156. 
Po, ... 

149. En appliquanL l' equation generale (E) au cas du cylindre et de la 
sphere, on trouve les m~mes equations que celles de la section III 
et de la section U de' ce chapitre. 

SECTION IX. 

RemarqUIJS generales. 

ART. 15" 158, 159, 160, 16., 162. 

152. Considerations fondamentales sur Ja nature des quantites x, t, v, 
k, A. C, D, qui en trent dans toutes les expressions analytiques 
de 1a Theorie de la chaleur. Chacune de ees quantites a un ex
'posant de dimension qui se rapporte 1 la longueur, ou a la 
duree, 9U a la temperature; on trol1ve cea exposans en faisant 
varier les unite. de mesure. 

CHAPITRE III. 

Propagation dc la chaleur dans un solide rectangulaire 
infini. . 

SECTION PREMIERE. 

Exposition d8 la ljlustion. 

AIlTICLB& 163, ~64, 165, 166. 
p ..... 

159' Les temperatures constantes d'une lame recta~gulaire comprise 
entre deux ar~tes paralleles, infinies, retenues a la temperature 0, 

• .1.__ 1" . d" 'V d" 'V sont exprlmcal par equabon d r + ij = o. 
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163. On conaidere l'etat de cette lame a une distance ~memen~ grande 
de I~te tranaversale, Ie rapport des temperatures de deux 
poinu, dont ZIJ .1', _ ~a' J' Ie .. ' lea coordonnee., change a 
mesure que la valeur dey augrnentej z, et z, couervant leon 
valeurs res~tives. Ce rapport a une limite dont il app~be de 
plus en plus, et lonque.1' est infinie. it est exprime par Ie pro
duit d'une fonction de Z et crune fonction de .1" Cette remarque 
suffit pour decounil' Ia fonae ~4rale de'll, layoir: . 

~ -(si-r)z (' _. 
v= ~ G/ • COl. 21-1 • .1')' 

i=l 

n est facile de ~ .... rsre c:omaent Ie mouve_nt de la cbaleur 
.'~it ~ ceue luae. 

SECTION IL 

PlYJmUr eztnnple d.l'usag. tW ,;,w trig01U)mJtrVjues dan,/a t/abJrie 
d. /a cIualtMr. 

A.'1'. 1']1, 1']2, 1']3, 1'J4, 175,1']6, 1'J'1, I']S. 

16'J. Rechercbe des coefticienta dam l'lquation 

I =acos.z+6coe. 3z+c COl. 5z+dcoe.']z+, etc. 

On en conclut 
. I 4 . ;+1 a.= j .-(-1) , 

I 21-1 w 
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SECTION III. 

Aa'l'. 179, 180, '18, • ..... 
I:n. Pour trouver la valeur de' la aerie qui forme Ie ~ond membre, 

on suppose que Ie nombre m des termes ~t limite, et la serie de
vient une fObcbon de :e et m. On developpe cette fonction selon 
lea puissances r8c:iproques de m, et 1'0n fait til inflni. 

ART. 182, 183, 184. , 

180. On applique'le m'me proeeM a phuieurs autres .eries • 

..uT . .180 • ..aG .. lS, • .Ji8. 

184. Dana Ie developpement pnSceilent, qui donne la valeur de la fonc
tion de:e et de m, on determine rigoureuaement lea limites 
dans lesqaeHes est comprise la somma de tOllS lei termes, a 
partir dtun terme donne§. 

W, ,tW. 
189. Procede tNwimple pOUl" fOl'D'ael' la &hie 

$,ECT ION r~. 

, 1oluIiM' g"',u. 

AaT~ 190, 191. 

190. Expression analytique du ~OJlVe_nt de la chaleur dans la table 
rectangulaire; il_~e.cUlco~~'eD mQuvementl simples. 

4q.. Jg:a., J.93 ,J 1194 rIj5. 

193. Mesul'e de la quantite de _aleur qui trav .. une arete parallele 
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200. 

TA.BLE 

ou perpendicu1aire 1 la bue. Cette expression' du Dux sut'6nit 
pour verifier la solution. 

Au. I~, 197, la8, 199. 

Consequencers de cette solution. La table rectanguIaire doit etre 
consideree comme faisant partie d'uo plan infini; la solution ex
prime les temperatures permanentes de tout les points de ce plan. 

. . 
ART. 200 t 201, 202, 203, 204. 

On demontre que la question proposee n'admet aUCQDe autre solu
tion differente de celle que ron vient de rapporter. 

SECTION V. 

Au. 205, 206. 

207. La temperature d'un point de 1a table rectaDgUlaire, clont:r et y 
sont les coordonnees, est ainsi _primee 

~ ( 2 COS.)' ) -'V=arc. taDg. • 
2 z-z 

B -8 

SECTION VI. 

ART. 207,208, 2og, 210,211,212,213,214. 

210. On obtient ce developpement en determinant les vaIeun des coef

ficients inconnut dans les equations suivantes dont Ie nombre 
est infini, 

A=a+2 6+3 c+4 d+ etc. 
B=a+2 3b+3'c+4'd + etc. 
C=a+25~+35c+45d+ etc. 
D=a+27~+3'c+47d+ etc. 

etc. etc. 
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228. 

DES' .J.Td:B.ES.-

Pour woudre ees equations, on suppose d'abord que Ie nombra, 
des equations est m, et. qu'il y a seulement un no~bre m d'in
connuea a, ~, c, d, etc. en omettant lOus les termes subse
quel)ts. On determine'lea inconnues pour une certa~ne valeur du 

, nombre m, ensuite on augmente successivement cette -yaleur de 
m, et I'on cherche la limite clont s'approehent continuel1ement 
les valeun des coefficients j ees limites sont les quantites qu'it 
.'agit de determiner. - Expreuion des' uleun de ., /J, c, ti, 6, ete. 
lonque m est infini. 

AAT. 215, ~u6. 

On developpe toUS la fO,rme 

asin . .%'+ /Jsin. 2.%'+ c sin. 3.%'+·tlsin. 4,r + etc. 

la fraction f~, que ron suppose d'ahord ne eontenir que des 
puisaauc::es impaires de .%'. 

A.T. 217, ~u8. 
Expressioe differente d.e ee m6me developpem891. Application a la 

:It -:It 

fonction II -8 • 

ART. 219,220,221. 

231. La fouction quelconque fZ peut ~tre cUvelopph 1008 cet&cl forme: 

a sin • .%' +a. sia.2.%'+a. sin.3.%' •• • +a.siD.i.%' + de. 
. I 

'It 

La valeur du coef6eient general a. est !fd.%'f.%' sin. i.%'. On en 
, I W • 

o 
conclut ce th~r~me tres-simi»le: 

'Il 'If fr.. , 

";=sin • .%' !ac,c.sin:«.+li&. 2.%'filc,~.m. 2_+sin. 3,rf«,c sin. ifl. + etc. 
. • 0 0 

. OIl 

i=_ ft' • 

:. ,z= .l: l~n.i:x:fa4,oUIiIl.» • 
2 ,=1 

o 
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p .... 

ART. 222, 223. 

237' Application de ce theo~me; on en deduit cetie serie remarquable: . 
. 1r. 2. 4·. ~ 6. 8 . 
7cos,z=-3slD,Z+3 5 slD ... Z+5-SlD. '}z+ -sm.9z + etc. 

. .. I. • ., '}.9 

ART. 224, 225, 226. 

239. Second theo~me .sur Ie developpemene dea (oDctions en .eriea tri
gonometnques : 

i=_ 'Ir 

cos. iz f QCI£COS. i_", 
o 

Applications; on en conclue cette sene remarquable:. 

'1. I COS.2Z cos.4z cos.6z cos. (8z) 
-'lrSln.Z=-- --------- - etc. 
2 2 1.3 3.S 5.,} 7.9 

h'!'. 226, 227, 228, 229, 230. 

243. Lea theo~mea precedents s'appliquent aux fonctions discontinues, 
et resolvent les questions qui se soot eleftes sur l'analyse de 
Daniel Bernouilli tClans Ie probl~Dle del cordea vibrantes. - La 
valeur de la .. rie 

sin.Z.sila. vers.«·+~ sill. 2 z.si ... ven. 2«+ 3~sin. 3z.sin. vers.·3«+ ~tc. 
- 2 

. ' 

est !. 'Ir, si I'on choisit pour z une quantile plus grande que 0 
2 

et moindre que 4; et la valeur de la .erie est 0, Ii z eat un. 

quantite quelconque comprise entre IX et ! <fr. ApplicatiOn a d'au-
2 

cres exemples remarquables; lignes courbes ou surfaces qui Ie 

conCondent dans une partie de leur cours, et different. do. toutel 
les autres parties • 
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Au. 231, 232, 233. 

250. Une fonction quelconque F z peut itre developpee sous cette forme: 

" 

.. 

Chacun des coefficients est une integrale definie. on a en ge
nhal 

+'Ir +'Ir 

2W.\.= f dzFz, ,wll;= f dzFzcos:iz 

-'lr" --
et 

+'Ir. 

'lr h;= f dzF'Z. sin.i~. 
-'Ir 

On forme aina ce theo~me genbal, qui eat un des elementl 
principau de notre analyse: 

i=+_ +'Ir 

ou :a'lrF~= l: j d.F. cOs. (;z-i«). 
;=-. -'Ir 

Au. 234. 

256. On'doit regarder comme entierement arbitraires Ie. meUI'IJ de F~, 
qui repondent au valeurs de z comprises" entre - 'Ir et + w. 

On pent aussi cboisir pour z des limitel quelconques. 

ABT. 235. 

258. Remar~el diverses sur"I'usage'" dOveloppellltmts en series tri-
o gonometriques., 0 , 

78. 

• 
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SECTION VII. 

4pplicatiOlf. a la lJuestion. tlCtttelk • 

..... 
261. Expression des temperatures permanentesdans la table rectangu-

laire inUie, l'etat de l'~te transversale etant reprelent~ par un. 
fonction arbitl'aire. 

CHAPtTRE IV. 

Du mouvement liru!aire et varie de la chaleur dans .U1UI 

armille. 

SECTION Pl\EHIERE. . 

Solutio,,; generate de la ljUestion • 

...... 
_ ~66. Le' mouvemeRt nriable que ron considere est compose ~tt mou-

vements simples. Dans chacun de ces mouvements, les tempera
tures conse"ent leurs rapports primitifs. et decroWent, avec Ie . 
. temps, oomme les OtdoRnees v de la ligne dont I'equation est 

-mt 
t.I = Ae • Formation de l'expression generale. 

Au. ~45, 243, 244. 

272. Applieahoo a'" _emples N~ ~~. diverses 
de Ia .JOlutioa. 

ART. 245,246.· 

2'7'7. Le systeme des temperatUres converge rapidement Ten un ~tat re
pl'ier fit· ·Sual., .nt41ln fa· premim-e partie de l'integrale. 
Alon la somme des temperatures des deux points diam6etalement 
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oppost!s est 1. mhle, fIb.UI! ~ aoif la posltioh 'dtt . diametre. 
Elle ~quiftur l ]a temperature 1D0yenne. - Da~ . chaque mou
'Yement simple, la tirconfhence est divisk pat' des i1a!uds equi
distants. Tous ces mouvements partiels disparaissent progressi
'Yement, excepatS Ie prelllier; et en ,eru!nl la chaleur distribuee 
dans Ie solide y affecte nne disposition reguIiere, indepeod,ante 
de I' etat initial. 

SEC'l'ION lL 

De la communicatitJn de la cllaleur tntrt des masses Jisjointes~ 

Au. 247, ~48, ~49, 250. 

:&82. De Ia communicatioB de la chaleur entre deu ma ..... Esptelldu 
'des temperatures variables. Remarque sur Ia valeur du coefti
cie~t qui mesure la conducibilite. 

Au. 2~1, 232, 253, 254, 255~ 

287. De la communication de la chalew enta'e '" m ..... diljoiBtes, ran
res en liloe droite. ExpreasiQQ de Ia temptkatu .. , uriable de 
chaque masse; elle est dODn~. PM' ulle lone lion du te1dpa ecoule , 
'du coefficient qui mesure la conducibilite, et de toutes 1es tem
peratures initiales regardees comme arbitraires. 

Au. 256 ~ 257' 

s96. ~nsequences remarquables de cetle solution. 

Au. 258. 

298. Applica~on au cas OU Ie nombre des muses at infini. 
. -

ART. 259,260,261,262,263,264,265,266. 

" . " 

300. De la co~munication de la chaleur entre" masses disjointes range. 
circulairement. Equations differentielles propres A la question, 
integration de co equations. La temperature variallIe de .cbacune 
des muses est exprimee en fonction du coefficient qui mesure la 
CODducibilite, du temps qui ,'eat ecoule depuil l'instaDt OU la 
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communication a commence t et de toute5 les temperatures ini
tiales qui sont arbitraires : mais pour connat~ entierement ces 
fonctions, il est necessaire d' effecluer l' elimination des coeffi
cients. 

Aa'l. 26" 268, 269, 270, 27 r •. 

SI2. Elimination des coefficients dans lea equations qui contiennent c. 
inconnues, et les temperatures initialea donnees. 

Au. 272, 2,3. 

321. Formation de la solution generale; espression analytique du re
sultat. 

. ART. 274, 275, 276. 

323. Application et consequences de celte solution. 

ART. 277, 218• 

328. EDmen du cas ou 1'0n suppose Ie .nombre " infini. On obtient la 
solution relative l I'anneau solide, rapportee dans I'article 241, 
et Ie' tMor&ne de l'article 234. On connatt aino l'origine de 
I'analy. que nous avons employee pour raoudre Ie. eqaatiOlll 
relativea am: c~s continUs. 

ART •. 2'9' 
332. Expreuion analytique des deux resultats precedents •. 

ART. 280, 281, 282. 
• 

334. On demontre que la question du mouvement de la chaleur daDI 
l'armille, u'admet aucune autre solution. Cette integnle de 

1'.&... ... • tl'lJ ,p v .L.:·d . la I """'-"-1.. I' "'''I_bon ~ = d :1:2 eat.,Yl emment p us 5'i1-- que on 

puiue fonner. 

" 
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CHAPITRE V. 

De lo, propagation ile la chaleur dan, une sp/~re 'Olide. 

• SECTION PREMIERE . 

Solution. generate. 

Au. ~8~, 284, 285, ~86t ~3" ~88, ~, ...... 
340. On consider~ ~n premier lieu que Ie rappo~ des teoipbatures ft-

riables des deux points du 'solide s'appl'Oche contmuellemeDC 
d'One limite dtiterminee. Cette remarque conduit a l'equation 

• sin. (n~) -KA·C • • •. 
'V = A . . e , qUl e:rpnme 10 mouvement allnp1e de 

:I: 

la chaleur dans la sphere. Le nombre " a Une in6nite de valeurs 

donnees par l'equation ·detenn~n~ ~:x = I -h X. On 

designe par. X Ie rayon de la sphere, et par ~ Ie rayon d'une 
sphere concentrique quelconque, dorit vest 1a temperature t 
apres Ie temps ecoule t; h et K sont les coefficients speci6ques; 
A est UDe constante quelconque. Constructions propres a faire 

. connutre la nature de l'equation deterJDinee, les,limices et I. 
valeun de- sea racines. 

'ART. 290, 291 t 292 • .. 

34,. Formation de la solution gnerale; etat final ,do. solide •. 

hi: 293. 
350. Application au cu oil la sphere a ece khauffee par UDe 10DCU~ im

mersion. 
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SECTION IL 

.RemartjIUS diverses sur cette solution, 

........ 
352, Consequences relatives lax Ipllere., d'an pdit rayon, ~t aux tem

perat.llres finales d'une sphere quelconque, 

• I 

AaT, 298, 299, 300. 

Temperatare. variable- d'un ther~et.", plqoce dans un liquide 
qui se refl'O,idit librement. Application de ces re.ultau i. la c0m

paraison et a rUBage des thetmom~tres. 

Au. 301. 

3.62 •. ~pression de ~~ temperature moy~ne de Ia Iphe~ en fonction du 
temps eco~le, 

' .. A.T. 302, 303, 304. . 
363 •. AppHcation aux sph~res d'un tres-grand rayon, et a cellos dont Ie 

,rayon est tres-petit. 

AaT, 305, 

368,' l\eWnaPque fUr la n ..... cJ.l'eqution d~ 4fUi dOBlle toutel 
Ie. ';alem. ., nl 

Du mo~"e~ent de la, chaleur dans un cylirulre 'OliJe. 

Aar. 306, 301' , 

369, On remarque en premier lieu que Ie rapport des tempdrarures va
riables de deux points du solide .'approche continuellement d'une 
limite determinee, et l'on conna~t par-Ii. l'exiression du mouve
ment simple. La foaction de 11:, qui est un des facteul'l de cette 
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expression, est donnee pal' upe equation dift'erentielle du second 
ordre. 11 entre dans cene fonelion un nOIObre g 1 qQi doit satiJ..' 
faire Ii une equation deter~ee. 

ART. 308, 309' 

~'2. Analyse de eette equation. On demontre, au moyen des principaux 
theoremes de l'algebre, que toutes lea racines de 1'6qua\ion sont 
reenes. 

ART. 310. 

3,5. La fonetion " de la nriahle tIC est exprimee 

tr 

,,= ;J d,. cos. (tIC~. s,in.,.) i, 
o 

et 'I' equation d.hermmee est h" + ~ = 0, en donnant a tIC _, 

'Valeur totale x.. 
ART. 311, 312. 

3,8. Le developpement de la fonelion , (z) etant represente par 
• ~~ z3' . ' 

a+h+c-+d.-3+ etc., 
2 2. 

Ia valeur' de Ia serie .' , 

ht' ct'· df 
a+ -::T + =rp + ,. l' 6' + eJc. 

2 2 • ." 2, • .,. 

tr 

est ;, f d''', (~sin.,,). 
o 

Remarque sur eel usage des integrales. definies. 

Au., 313 •. 

381. Expression de 1a fonction " de ]a variable :II: en fraotiOD ClOntiDue~ 

79 • 
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~8~. Fbrniation de la solubon generale. 

Au. 315, 316, 317t 318. 

384. Exposition de ranalyse qui determine les valeurs, des coifficienfl. 

An. 319. 

Au. 320. 

393; Consequences de cette solution. 

CHAPITRE VIL 

Propagation de la chaleU,. dans un prisme 1'eCtangulaire. 

" . 
AaT. ~2:t, ~22, 323 • ...... 

395. Expression du mouvement simple determiuf! pat les proprietes ge-
nerales de la chaleur,·. pal' 1a sture du solide. II entre dans 

"cette e~preslion. un arc e qui satid'ait._ une equation" traDSCtD

chnte, dont toutes les racines lont nelles. 

My. ~2" 
398. On determine toUI les coefficients mcODIIUI par d. ilategtales de-

finies. . 

A~T. 3.5. 

399. Solution generale de la question. 

Au. 326, 32;. 

401. La question proposee n'admet aucune aatre solution. 

A.T. 328, 329' 
403. TemperaturS des points de l~axe du pr'iame. " 

Aat." aso. 
",05. AppticatiUIl au ad ota 1'..,.'UI' du ~Di'6 ~ tril.~ • 

• 
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ART. 331, 332. 

406. La solution fait connabre comment s'etablit Ie mouvement uni
forme de la chaleUr dans l'interieur du solide. 

ART. 332-

409' Application a des prismes dont la base a de vaades dimensions. 

eHA·PITRE VIII.· 

Du mouvement tie lo, ckoJeUl' dana:Un cube soliJe. 

...... Aa,... 333" 334 • 

411. Expl'eMien du lDou.ement simple. n y eRtre un are I tpi doit Ia-

tiseaire a une dquation. trigoDometriflUo dODt toutes lea racines 
sont~, . . 

ART. 335, 336. 

4J3. Yprmatioa tJe 1. aeluti~ "neral,. 

h'l'.83,. 

417' La question ne peut admettre •• 81IJle autre solution. 

All .. 33,1. 

JIJid. Consequence de cette solution. 

ART. 339' 

418. Expreuion de la teiDpenture moyeDne. 

4,aT • . ~4.0 • 
..p". .CoiaplniSOR d. IDOU.e~ final &Ie ~ .cbaJenr'" le.ftbe, avec 

Ie mouvement qui a lieu dans la sphere. 

AM. 34'. 
4SA •. A.ppIioi&ioJi ..... Cae I_pIe que "GII •. cOn."" u...l_ r,.eo. 

79· 

J 
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CHAPITRE IX. 

De la dif.fusion de. la chaleur. 

SECTION PREMIERE. 

Du moupemmt lihre de la chaleur dans u,~ ligne i'ffinie. 

, AIlTICI.BS ~42, ~43, 344. 
Papa. 

428. On considere Ie mouvement lineaire de 1a chaleUr dans une ligne 
infinie, dont une partie a ete e~hauffee; retat initial est repre
sente par a,I = F.t:. On demolltre le tbeoreme suivant: 

• • • 
:. Fz fatjcos. tjz fdt1.FtI. cos.l]t1.. 

o o 

La fanction F:r satisfait 'a la condition F z = F ( -z). Expres
lion des temperatures variables. 

Au. 348. 

433. Application au cas ou tous les points de ta partie echauffee oat ~u 
la merne temperature initial~~ L'inugrale 

foo dl]. ' 
- . sm. tj. cos.tjz est 
tj . 

I 
2 '11', 

o 

Si ron donne a z une valeur comprise entre I et - I ; et cette 
inwgi'aledefinie a une valeur nulle, si :en'est pas COlBptUe entre 
I et -I. • 1 

~T. 349. 

[hid • . Application au Cas ou recbauffement donne rftulce de 'ltchat fiB.I 
que determine l'action d'un foyer. 
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P0r-. 

·Au. 350. 

434. Valeurs discontinues de la fonction· exprimee par l'integrale 

flO dq 
~ . cos. q:JC' 
I+q 

o 

AliT. 351, 352, 353. 

435. On considel'e Ie mouvement lintSaire de la chaleur dans une ligne 
infiniedont les temperatures initiales sont representees par v /:JC 
a la distance :JC vers la droite de l'origine. et par v=-f.x Ii la 
distance :JC vers la gancbe de l'origine. Expression de Ia ~eDlpe
rature variable d'un point quelconque. On deduit cetle solution.
de ranalyse qui ex prime Ie mouvement de la chaleur dans une 
ligne infinie. 

All'!'. 354. 

439. Expression des temperatures variables lorsque l'etat initial de la 
partie ecbauffee est expri~ee par une fonction entierement 
arbitraire. 

Au. 355, 356, 35" 358. 

44r. Lea developpements des {onctions en sinns ou cosinas d'arcs mul
tiples se transforment en integrales de6niea • 

. AliT. 359. 

M4. On demontre Ie theorAme swftnt : . .. 
~f:JC f dq. sin.q~ f d"j'~ sin. tj c. 

o 0 

La fonction/:JC s.tistait Ii cette condition:/(-:JC).=-/:JC. 

, All'!'. 360, 36" 362. 

446. Usage des resultats pl'ecedents. On demODtre Ie tbeor~me exprime 
par ceue equation generale: 

• 
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+- -
ff'~=:f afl.,fI. f dlJooa ~1J~-lJfI.). 

-eo 0" 

Cette equation est mdemment colllprise dans l'eqwation (If), 
rapportee article 234. (Yoii' art. 397)' 

Au. 363.-

450. La solution precedeBte fait auai connaitr8 Ie BlOUMIDent Tlriab1e 
de Ia chaleur daDS uoo ligne infiDie, dont un point es, auujetti 
a uno temperature COIlttante. 

A.~T. 3d,f. 

453. On pent aussi resondre cette m~me question an moyen d'une aUlre 
forme de rintegrale. Formation de cette integrale. 

An. 865.1 366. 

45S. Applk.atioa de ceaa aolu&ioD .a UD pr.iame iD6.ni, dOD' 1es -.era
auw ilU-lMJ" ~ null •• Con.eqUeDC* ~bIea. 

Au. 367, 368, 369. 

461. La m~me integrale s'applique a Ja question de la diffuaion de la 
ehalear. 1& soIa&ioa que rOB en sedAlitest ~. otD.t q1II8 

ron a rapponie dam .. articles ~, 3.-. 
Au. 3,0, 3,J. 

466. Remarqtles .ur diverses for_ de fiD&8grale •• 1· ... 

d21 tr21 
d.t = d;,?' 

SECTION II. 
, 

Du moupement /wre de la c/aaleur dans un. solitle i'!fin.i. 

.A~:L 37.2 t 3,3. 3,4, 3,5, 3.16. 
470. L'espreuion du mOllvement varillale" la o-w.. .. -J1D8 masse 

• 
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solicle iduie, et selon Ie. tI'oil dimen.ioDl t Ie deduit immedia
IelUDt de c:eUe du IDCnaYeDlent liDHire. L'iac8gralt de l'equation 

tl 'IJ "tf> v do v d" 'IJ 

de == -;r;F + 7;. + U 

resout Ia question proposee. n ne peut y aToir aucune integrale 
plus etenduej elle 5e deduit auui de la Taleur particuliere 

__ Ar 

'IJ=" • cos. 1101: I 

ou de celle-ci: 

c" 
"'=~'" 

qui &atisfODt l'une et l'autre a I'.'tion * = ~01:~' La genera

lite des intc§grales que ron obtient est fondee sur Ia proposition 
.uiTante, que l'on peut reprder comble nidente d'et1e-m~e. 
Deus. fonctioDl des \'atiables /Ie,.1', Z, I sont neceasairement 
ideDtiques, si elles satisfont ll'equation dift'erentielle 

d v er 'IJ d" 'IJ d" 'II 
di:=;r;;s. + a".A +~, 

et si en m~me temps elles ont la m~me nleur pour une certain. 
ftlel'it de t. 

Au. 377, 378, 379, 380, 381,- 382, 383. 

480. La chaleur contenue daJl5 une partie d'un prisme in6ni, dont tou. 
les lUltres points ont une temperature initiale nulle, commence 1 
• distribuer dans toute la masse; Itt apres un certain intervaUe 
de temps, l'etat d'une pattie du ~olide 1Ie 'depend point de la dis
tribution de la chaleur initiale, mais seulement de sa quantite. 
Ce dernier multat n'est point dt\ ll'augmentation de la distance 
comprise entre un point de la masse et.la partie qui avait ete 
ecbauffee; il est enti~rement dt\ ll'augmentationdu temps ecoule. 
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- Dans toutes les question. soumiaes au calcu1, lea exposanu 
sont des nombres absolus, et non des quantites. On De doit point 
omettre les parties de ees exposants qui sont incomparablement 
plus petites que les autres, mais seulement ceUes qui ont des 
valeurs absolues extr~mement petites. 

ART. 383, 384, 385. 

4go. ~s m~mes remarques s'appliqueDt a ~ distribution de la chaleur 
dans un solide infini. 

SECT10.N III. 

Des plus hautes temperatures dans un. solids infini. . 

Au. 386, 38,. 

494. La chaleur contenue dans une panie du prisme se di.lriboe dans 
toute Ja masse. La temperature d'un point eloigne s'eleve pro
gressivement, arrive a sa plus grande valeur, et deoroit ensuite. 
Le temps apres lequel ce maximum a lieu, est ,une {onction de 
la distance z. Expression de cette fonction pour un prisme dont 
les points ec:hauffes ont rec;u Ja m~me temperature initiale. 

ART. 388, 389, 390, ~I. 

497. Solution d'une question aaalogue a Ja precedente. C9Dsequences 
diverses de cette solution • 

. ART. 392, 393, 394, 395. 

503. 00 considere Ie mouvement de Ja chaleur dans un solide infini, et 
ron determine lea plus hautes temperatures des points tris-eloi
goes de la partie primitivement ecbauft'ee. 

Digitized by Goog Ie 



• 

~~~o.~ .~.~~~. . . 

A.T. 396· 
."~ '1 ' - .. 

~. 

, .. 1 (). d I'''''"'' iI'I) d- 'I) Co' .. .L_l 
509, Preml~re Integra o. IX . ~. ;~.,,:~b?~ d.!:. d~.-. (~). ..~ .lnlC ...... e 

exprime Ie mouvement lIe la . chaleur danS l'armille. 
• • • J' 

,(s:.'''. 391-
511. Seconde integrale (~) de cette ~me ~aation .(a) • .EIle ~rime 

Ie mouYement lineaire de la chaleur dans un solido in&ni. 
' •• to • t.. . 

~ .. 39B. 
!h 3. On ~n ded.uit deux autres iOJ'mea ( 1) et (l) de l'integrale, qui de

.riTeBt.,. ~~e .1a p~~~~n~, ;de ~'i~tel!'a1e. (c). 

A.a.1'. '399, 400. 

514. -Premier d~~,Iqppement de la Taleur de 'I) ~lon les puitaaneea cro" 
santell du temps t. De.weme d8?ploppe~ent. selon les' pnil
sanaes de v. Le premi!r :~o~t ~ntenir une seule Conction arbi-
traire de t. ' . . 

~., ... ; . ~" " . ART. 401. I)·' 

51,. Notation propre a representer cell deTelopp~iDents. Le calcul qui 
en d~riTe dispense d'&tuerTie' developpement en aerie. 

• ,0: .' ..,. .f 

Au. 402. 

51~ Application aux "'~~II 

'. 

80 

(d). 
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tI·v d" V d'v d'v 
tit" + tlz" + 2. tlZ· .tly" + dy' =0, (e) 

et 
av tI" v • d'v as v a' v 
a=a'.7!i:S+6·az4 +c. dz.+ a. dz' + etc. (f) 

Au. 404. 
523. Usage du theo~me E de l'article 361, pour former l'integrale de 

l'equation Cf) de l'article precedent. 

Au. 405. 
525. Usage du m~me tbeo~me pour former l'integrale de J'equation (d). 

qui cOllvient au lames elutiquea. 

Au. 406. 

529' Seconde forme de cette ~me integrale. 

, Au. 407. 
530. Lemmes qui 8ervent 1 effect1ler ees transformations. 

A.B"~ 408. 
533. Notre theo~me exprime par' J'eqtiation (E), page if49, connent a 

un nomhre quelconque de variables. 

Au. 409. 
535. Usage de cette proposition pour former l'in~le de 1'4quti.on (e) 

de l'article 402. ' 
. Au. 410. 

53,. '~pplication du ~~me t1J~~me a l'equation 

a" v J" v a" v 
ax" + ay" + az" =0. 

!' r 
~T. 411. 

. . 
538. Integrale de l'equation (8) d,es surfacea elutiquea vibran •• 

Aa-r.412. 
540. Se cond~ fonne de cett. integrale, 
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A.~. 413. 
541. Usage du m~me theoreme poor ob~nir lea integrates, en sommant 

lea series qui lea represeDte. Application a l'equacion 

t/v d"v. 
it = dr." 

Intl!grale 1005 forme fmie·, contenaDt deux fon~ons arbitraires 
de t. 

, 
545. Lea expressio05 cbangent de forme torsqu'on ehoisit d'autres limitel 

dea integrales d~6nies. 

Au. 415, 416.. ' 

546. Construction qui sen a demontrer l'equation geDerale 
+- .... 

f:c= 21
'/r f d.cf«.·f dp cos. (p:c-p«.). -- -- (B) 

• ABT. 41,. 
551. On peut prendre des limites quelconques Q et !J pour l'iDtegraie 

par rapport a «.. Ces Iimites sont. celles des valeurs de :c, qui 
correspondent .• des valeurs subsistautes de la fonetion f:c. Toute· 
autre valeur de :c dODne pour f:le,· un re.ultat nul. 

ABT. 418. 
554. La. __ e remarque eonvient II l' equation generale 

+-. f t/«.f«. (''OS. "( i :~. ~), --
dont Ie .econ~ memhre reprisente une fOBotion ,enodique. 

ART: 41g. 
, . 

55,. Le: earac~~~·. principal du theorAlile exprime par l' equacion" (B), 

co~iste en .ce que l~ signe j de, fonction eat tIa.DIpOrte a une 
. 80. • 

• 
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autre indeterminee Cl, at ~e la variable principal. 1) n' est plus 
que 80US Ie aipe cOIiou. 

AlT. 420. 

558. Usage de ces tbeorimes dana Ie talcul des quantitei imagiDaire& 

Au. 4~u. 

J~'V Js", 

~ + dJ's=o. 

Au. 422. 

561. Expression pnerale de Ja 4dicHl4.1'0rdre i: 

tI (/' xl. 
«lI&i 

Au. 423 •• 

562. Construction qui sen a demontrer l'equation pnenle. - ConN
QUet2ces 1'eIati"ea .. l'tkendue des ~uarions de ce pn.,e, lUX ft

leui'! de f ~, qni rc!poftdeb.t aux limites de "x, IUS metra infinies.. 

def~· 
ART •• b4, 42~, 426, '27' 

566. La methode qui consiste a iHenmner par des integrales de6nies let 
coefficieala iaoonaWI d" .e.e&op,....,.t d'_ ....... d.-4t, 

• 

IODS la forme . 

-"{f'o,.-e)+ &,(p.~~)+ tt(", .~+~ . 
.. deduit des elements de ranalyse algebrique. Exemple relatil 

" .... scrib __ ... Ja .... d-. :Ia sph_ldIide .• exami
uant IOUS ce point de vue Ie procede qui sert a determiner las 
coefficients, on resout facilement 181 questiona qui peuvent s' ele
'ft~ sol' fi*Dploi ft twas Jes ternres 'du IleeDnd membre, SUI' la 
ai"It'owthtuite'thIs febftiOta8, IUr les ftleurs siognlieras ou inti-
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.iet. - Let equations que ron ~tient par cette methode ex
priment, ou r etat variable, ou r etat initial des masses de dimen
.iODS infiniea. - La for~e des inttSgrales qui conviennent a la 
theorie de fa chaleur, repraente a-Ia-fois la composition des mou
l'ements simples, et celie d'une infi.oice d'elfets par., as' 
l'action de lOna les points du IOlide. 

h., .. ,fIl8. 

580. Remarques generales S'In 1a m~tbode qui a se"i • ftsoudre lei ques
. tions analytiques de Ia theorie de la cbal .... 

Aa'l'·4. 
589. Remarques generales sur 1!3I pnlHlipel dont OD a ct&Juil lea equa

tions ditferentielle. du mouvement de la chaleur. 

Au. 430 .. 

595. DtSnominations re~til'es aux proprietes ,8ov.1. ~ ]a chaleur. 

A.T. 431. 
5f}6. Notatiolll propose.. 

Au. .(32 t 433. 

597. l\emarques generales sur 1a llalO", des coeffi.oieo.ta qui entnmt .QI 

I.-equations differentiellq du lDouveaaem de Ia .1 ... 

• 
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PAGB 95, article 100, ligne 2 de cet article: au lieu de ';., lir •• 

P. 105, art. 110, lig. 5 de cet art. : au au lieu de CIt >-, lire CIt 

Lig. 3 du mAme art. : apres Ie mot logarithme, ajouler,hJPerholigru 
Derniere 'Jig. du IJlAme art., a la fin; ajouter et dillisant k prrxluil pas ". 
P. Ill, art. II" lig. 3 de cet art. : au lieu de .( V, lire h V 

P ~ lig li d 2.2 zu.: 2.2 .1' .. , ·9: au eu el.2' ~1.3· 

P. 235, art: 221, lig. I de cet art. ; au lieu de art. 220, lire art. 219 

P. 23" lig. 2: ala suite de l'equation, ajouter (m) 

Et Jig. ,6 de rart. 222 ; au lieu de .; 'Ir, lire i. 
P. 254, lig. 20: au lieu de la difflrence, lire la demi-d!fflrenc. 
P.' 343, lig. 3: apres Ie mot origiM, au lieu de II 0 11, lire 0 

El Jig. 10: au lieu de 116m, "afd,", .lire n.", 112." 

P. 352, a la fin de l'art. 293: au lieu de ; et;, lire ~ et ~ 

P. 3,S, Jig. 8: au lieu de cos. (V, . sin.r)tlr, lire cos. (:rVi. sin.r)dr 
P. 392, lig. 6: entre Ies deux premiers termes, ecrire Ie signe + 
P~ 42" art. 344, lig. 10 de eel &ri.: au lieu defig. 15, lire fig. 16. 
P. 430, Iig. 18: au liell de fj.dg et fj.tlfj, lire j.dg et i.ag 

J I 

-,'.1.1 
P. 434, a la fin de l'art. 351 : ecrire Ie factem e 

P. 435, lig. 3 :.apres Ie motfonction, ecrire Ie faclear ~ 
• 

'Et art. 351, Jig. 10: au lieu de F:r, lire -Fr 

P. 437, Ilrt. 353, lig. 7'; au lieu de fjd, lire dl • 
I fJ 

P. 444, art. 3S8, Iig. 3: ecrire au-devant de chaque expression Ie facteur ~ 

Et Iig. 10 du ~me art. : au Iieu~ de fig. 28, lire fi6. 20. 2 
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EIUUTA. 

P. 467, lig. 8 : au lieu de '/ ", lire '1" <. 

P. 477, lig. 10: au lieu de la lettre p , ecnre la lettre '1 
P. 497, art. 388, lig. 5 : au lieu de in/UIie, lire finie 
P. 503, lig. II et 12 : au lieu des mots conseNle seul, lire omis 

P 5 4 li 5 . li ~ t' lire t' r d ,tt • t· 
• 1 '. g. I • au eu e 2.3.4' 2.3; et au leu • 2 .• 4.5.6' lire 2.3.4 

P. 515, lig. 3: au lieu de v, lire v, 
P. 517, art. 401, lig. 3 de cet article: au lieu de -tD', lire t& 

d' d' · 
P. 518, Jig. 15: au lieu de d:e' " lire fiX- . II 
P. 549, lig. 7: .upprimer lea mots (fig. VW). On suppleera faci1ement 

la conatruction 
" P. 589, Jig. 4: au lieu de eel mota, du resultat, lire du rJsultau 
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