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Resumen

Se necesitan procedimientos sistemdticos para
encoutrar 1a estrategin miis eliciente en In reso-
Jucidn de conjuntos cxtensos de ecnaciones simul-
tinoas, yu sean cstas ecuacioncs de disefio en
ingenieria o cdleulos cientificos. El algoritmo de
Stadtherr et al, (1974 b), fija valores de los pari-
metroy (seleccionn un conjunto de varialies), se-
lecciona la ecuzcién por In cuanl se dele calcular
cada varialle correspondiente (conjunte de sali-
dag), determiua como &stas se debew iterar {cou.
junte de separacion), o indica la secnencia de
cifeulos (orden de precedencin) — todo esto para
winitnizar ¢l nmimaero de variables a iterar. Debido
a lu falte de nua teoria compronsible, la capacidad
de resolucian del algoritmo silo pnede ser juzgado
por sus resultados, Por ello se presentau aqui seis
nnevos ejemplos: equilibrio en reacciin vapor-
silide, equilibzio cn 1a comimstion de gases com-
plejos, optimizacién de reactor, tHujo compresible
¢ isentrhpico, evaporaciin de triple efeclo (segiin
Ledet ¢ Himmelblan 1970), y extraccidn de mul-
ticnmponentrs (segin Ramirez y Vestal 1972). El
mils wrramlo tivne 28 ecuncionen y 35 varinbles y
so analiza ficilmeute sin In agnda de computador,
lo que indiea Tn atifidad del algoeritme.

Introduccion

Tanto en ciencia aplicada como cu inge-
nieria. se presentan grandes conjuntos de
ecuaciones simultineas. lineales v no linea.
les. Generalmente sélo unas pocas varia-
ble: aparceen en cada ccuacién ¥ se dice
quc ¢l conjunto ez “disperso™. En los wlti-
nos aiies se han presentado una sucesion

Abstract

Srstematic procedures aro needed to find the
most eflicient strategy for solving large seta of si-
multaneous equationa, whether the equationa arise
in engincering design or acientific enlculation, The
algorithm of Stadtherr of al, (1974 b) assigus para-
tueters {desigu variable set), sclects the equation
by which exch dependent variable is to be calen-
Jated {ontput set); determines how these are to be
iterated (tear set). and preacribes the sequence of
computations [precedence order) — all to minimize
the number of iterated varinbles. Because a com-
prehensive theors is lacking, the algorithm's po-
wer can be judged only by its results. Siz new
exnmples are presented: vapor-solid reaction equi-
librinm, compies gaseons conmbustion equilibrinm,
reactor optimizativn, isentropic compressible flow,
triple-ellect evapuration {after Ledet amd llimmel-
blan 1970}, aml multicomponunt exteaction (after
Ramirez and Vestal 1972). The lurgest has 28 equa-
tions aud 35 variables and is easily analyzed wi-
thant the aid of & compnter.

Introduction

Large sets of simultancous equations,
linear and nonlincar, arise in both applicd
scicnce and engineering, Usually only a
few variables appear in each equation and
the zct is zaid 1o he “sparse”. Recent years
have :een a succession of increasingly
effective algorithms for uncovering effi-
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de alzoritmos de ercciente efectividad para
la obtencidn de estrategias cficientes para
resolver sistemas de ecuaciones disperzos.
Los sistemas de ecuaciones de mayor inte-
ré: hau sido aquellos que aparcecen en ¢l
dizeivo de redes eléetricaz y de procecos
quimicos, A partic de experiencias con
cileulos cientificos, Stadtherer et al. (1973,
1974 a1 han desarrollado un nuevo algorit-
mo ¢ue parcee scr superior a algoritmos
previamente disponibles para muchos tipos
de cilenlos. Debido a que todavia no se
dizponc dc una teoria matemitica com-
prensiva, ¢l mérite de un algoritmo sélo
puede ser juzgado por los resultados al
aplicarlo en casos cspecilicos. Stadiherr et
al. (1973, 1971 a) han descrite tres cjem-
plos simples v dos mas complcjos. Stadtherr
y Scriven {1974 b) describen dos ejemplos
de cquilibrio quimico complejo en fase ga-
seoea, Aqui aplicamoes ¢l nuevo alporitmo
a otros scis cjemplos de cileulos cientilicos
y de ingenicria, algunos de los cuales im.
plican sistemas grandes de ccuaciones. En
los casos mis simples el algoritmo nos lleva
directamente a las estratcgias de soluciones
normales. En los cjemplos 4, 5 v 6 el
alzoritmo nos conduce a mejoras poten-
ciales en estrategias de cileulo respecte de
las publicadas anteriormente.

A los efectos de encontrar una cslrate-
giz de caleulo un sistema de ccuaciones
pucde represcniarse convenientemente por
una wmatriz de ocurrencia, en la cual se
pone una x eun la posicidn ij si la variable
J aparece cn ecuacién i, y en caso contra-
rio, Ia posicién se deja en blanco. “Parti-
cionar” un conjunto de ccuaciones es se-
paratlo en conjuntos menores, los cuales
pueden ser resueltos entonces secuencial-
mente en un cierto “orden de preceden-
cia”. Un conjunte descomponible en una
serie de subconjuntos 1x1 es “triangu-
lar™; uno que no puede ser particionado
es “irreducible”. La correspondencia uno
a uno que asocia c¢cada ecuacién con la
variable para la cual debe ser resuelta es
el “vector variables de salida™. En una ma-
triz de ocurrenciz la asignacién de un
vector de salidn puede ser indicada ence-
rrando las entradas en rectangulos (ver
fizuras). Cuando el nimero de variables
M en un sistema de ecuaciones excede el
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cient stratesies for solving sparse sets of
cquations, The type: of equation scts of
areatest interest have heen those that arize
in clecteical network design and chemieal
process design. From experience with
seientific caleulations. Stadiherr. Giflord
and Scriven (1973. 1974 a) have developed
a new algorithm which appears to be supe-
rior to previously available alzorithms for
many sorts of calculations. Becauze no
comprehensive mathematical theory is
availabie yet, the merits of an algorithm
can be judzed only by the results of apply-
ing it in specific cases. Stadtherr et al
(1973, 1974 a3 dezcribed three simple exam-
ples and twoe more substantial ones. Stad-
therr and Scriven (1974 5) describe two
examples of complex chemical equilibria
in the zas phase. Here we apply the new
alrorithm to six other exampies of scicn-
tific and engincering caleulations, some
of which involve large systems of equations.
In the simplest cazes the algorithm takes
us straight to the standard solution strate-
sics. In Examples 4. 5 and 6 the algorithm
leads us to potential improvements on
solution strategies which have been pu-
blished previeusly.

A zet of cquations can be represented
convenicntly by an eccurrence matrix, in
which an x is entered in position ij if
variable j occurs in equation i, and if it
does not, the position is left blank. To
‘partition’ a sct ol equations is to break
it into smaller set: which can then be
solved sequentially in a certain “procedence
order”™. A set decomposzable into a series
of 1 x 1 subsets iz “triangular™; one that
cannot be patitioned is “irreducible”. The
one-to-one correspondence that associates
each equation with the variable for which
it is to be solyed iz the “output set”. In
an occurrence matrix the assignment of an
output set can be indicated by enclosing the
appropriate entries in boxes (see Fizures).
When the number of variables M in an
equation set cxeeeds the number of inde-
pendent equations N, M-N of the variables
must be specificd before calculations can
proceed. These are parameters or “design
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ninicro de cenaciones independientes N,
M-N de las variables sc deben especificar
antes de proceder con los caleulos, Estos
son parametros o “variables de diseiio™ y
forman el “vector de variables de discho”
o de pardnetros.

Los sistemas de ccuaciones irreducibles
lienen que ser resueltos por métodos ite-
ratives. Con sistemas de ecuaciones dis-
persos es posible a menudo llegar a una
solucion iterando sélo algunas variables.
Las variables de iteracién y las ccuaciones
usadas para verificar las suposiciones en
iteraciones sucesivas forman un *“‘conjunto
de iteracian™, Los algoritmos anteriores
rcquerian que el conjunto de iteracién
fucra cscogido de tal modo que el resto
de las variables pudicran ser resueltas
triangularmente, es decir una variable de
cada ecuacion succziva. Sin embargo exis-
ien casos en los cuales uno pucde resolver
directamente pequeiios conjuntos de ecua-
ciones debido a que son lincales o pueden
ser reducidas a cuadriticas u otras formas
solucionablez, Tal conjunto es llamado un
“subconjunte permisible”™. El nimero de
ccuaciones cn un subconjunto permisible
es su “rango™. El nuevo algoritmo reclaja
cl requeriniiento de triangularidad: reco-
noce (uc sélo sc necesila encontrar un
conjunte de iteracién tal que los cilenlos
pueden proscguiv aciclicamente formando
un hloque triangular. esto cs, resolviendo
una sucesion de subconjuntes permisibles
de ceuaciones,

El nucvo algoritmo asigna ¢l vecior de
salida, los conjuntos de iteracién, e! con-
junto de variables de diseiio y el orden
de procedencia, lo cual minimiza el tama-
iio del bloque triangular. Emplea el mis-
mo concepto hisico que Christensen (1970)
llamé poner indices (“indexing”). Los
rasgos sobresalientes de este nuevo algo-
ritmo son las subrutinas para identificar
y ordenar por orden de precedencia efi-
cientemente cualgquier subconjuuto permi-
sible de rango mayor que uno., Este algo-
ritmo tiene Ia ventaja sobre muchos ante-
riores, de que sistemas de ecuaciones pe-
queiios ¢ incluzo moderadamente grandes
pueden ser ficilmente llevadas a cabo sin
recurrir a una computadora. Por cicrte,
las estrategias a las cuales se lleza en los
cjemplos que siguen. se obtienen facilmen-
te a mano.

variables” and conmprise the “design varia.
ble set” or parameter set.

Irreducible equation sets have to he
solved by iterative methods. With sparze
equation sels it is often possible to reach
a solution by guessing, or “tearing”, only
& few of the variables. The variables torn
and the equations used to check the gueszes
in successive iterations form the “tear set”,
Previous algorithms required that the tear
st be so chosen that the remaining varia-
bles could be calculated triangularly, that
is, one variable from each successive cqua-
tion. However there are cases in which
one can solve small sets of equations direc-
tly because they arc lincar or can be redu-
ced to solvable quadratic or other forms,
Such a set is called an “allowable subset™.
The number of equations in an allowable
subset is its “rank”. The new algorithm
rclaxes the triangularity requirement: it
recognizes that onc need only find a tear
set such that the ealculations can procced
acyclically in “block triangular form™.
that is, by the solution of a succession of
allowable subscts, of equations.

The new algorithm assigns the output
sct, tear set, design variable zet, and prece.
dence order which minimize the size of
the block triangular tear set. It employvs
the same basic concept which Christenzen
(1970} named “indexing”, The unique fea.
tures of this new algoritlun are subroutines
for clliciently ideniifying and precedence
ordering any allowable subzets of rank
grealer than one. This algorithm has the
advantage over many carlicr ones, that for
small and even moderately large systems
of equations it can be implemented ca:ily
without recoursc to a computer. Indeed,
the strategies to which it leads in the
examples below are all found readily by
hand.
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El nuevo algorvitmo. que es  deserito
completamente por Stadtherr et al. (1973,
1974 a) ; =c aplica abora a seis ejemplos.
Tres de ellos son cileulos cientificos: cqui-
librio de reaccion vapor-solido. un cquili-
brio en la combustion de un gas complejo
y un problema de un fluje comprezible ¢
isentropiro. Los otros tres son cileulos re-
presentativos de diseiio en ingenieria: reac-
tores agitados en seric, un cvaporador de
triple cfecto y wn sistema de extraccidn de
multicomponentes,

Ejemplo 1

Considere el prohlema de equilibrio de
rcaceion vapor-sglide que Lever (1963)
rezolvié durante el estudio del erceimiento
del vapor de cristales de germanio empas-
tado en galio, un material scmiconductor
del tipo p. Una solucién sélida diluida de
galio cn germanio sc supone cn equilibrio
con una fase de vapor consistente en Gal.
Galy, Ges, Gely, I, ¢ I. Lever formuld las
ccuaciones que deseriben el estado de
cquilibrio y que sc presentan en la forma
dc una matriz de ocurrencia en Fig. 1 (a).
P cs la presidn total, p; son presiones par-
ciales, T es la temperatura, v x es la frac-
cion molar de ralio ¢n el silido. Hay des
fases y tres componcutes atémicos; de
acuerdo a la regla de las fases exisien
tres grades de libertad. Por lo 1anto,
tres variables ¢e deben cspecificar como
parametros.

La aplicacién del nucvo algoritmo re-
vela que cspecificando ¢l conjunte de
pardmetros {pger,, T, pnﬂ_l permite que
¢l sistema sca resuclto triangularmente
como en Fig. 1 (b). El algoritmo tambiéo
establece que hay otros conjuntos de pari-
metros, por ¢jemplo |pger,s Poer,s Poarh
que también lleva & la misma estrategia
de solucién, Estes conjuntos de parime-
tros son clecciones convenientes si se dehe
determinar la composicion de la fase so-
lidz en equilibrio con una fase dc vapor
dada. Por otro lado, cuando se buscan las
prestones parciales en la fase gascosa en
erquilibrio con un sélido de composicion
dada, ¢s mas convenienle clegir un con-
junto de parimetros quc contenga la frac-
cin molar x. Si x sc preasigna como un
parametro {suprimicndo la columna corres-
pondientc a x antes de aplicar el algorit-
mn) ¢l resultado es la estrategia de bloque

Lat. As, ). Cues. Exc. & Arve, Cruent,

The new algorithm. which is deseribed
completely by Smadiherr et al. 11973,
1974 a1, is now applied 10 six examples,
Three arc zcientific caleulations: a vapor-
solid veaction equilibrium. a complex zu-
scaus combustion equilibrium. and an izen.
tropic compressible flow problem. The
other three are representative engincering
design caleulations: a series of stirred-tank
reactors. a triple-cffect evaporator and a
multicomponent extraction system,

Example 1

Consider the vapor-solid reaction cqui-
librivm problem which Lever (1965) sol-
ved in the course of studying the vapor
crowth of gallium-doped germanium erys-
tals, a p-tvpe scmiconductor material. A
dilute solid solution of gallivm in germa.
nium is presumed to be in equilibrivm with
a vapor phase consisting of Gal, Gal..
Gel., Gely, I, and I. Lever formuniated the
cquations describing the equilibrium state
and they are presented in the form of an
occurrence matrix in Fig. 1 (a). P is total
pressure, pi’s are partial pressures, T is
temperature, and x is the mole [raction
of #alliumt in the solid. There are two
phases and three atomic compoenents; ace-
ording to the phasc rule there are thiree
degrees of frecdom. Hence three variables
must be specified as parameters,

Applying the new algorithm reveals
that specifying the parameter set pger,,
T, paar,} allows the system to he solved
triangularly as in Fig. 1(b). The algo-
ritlhin also cstablishes that thirc are other
parameter sets, for example Spger,y Po.r,;
PGarl, which also lead to the same zolution
strategy. These parameter sets ave conve-
nient choices if the composition of the
solid phase in cquilibrivm with a given
vapor phase is to be determined. On the
other hand, when the partial pressures in
the gas phase in equilibrinm with a selid
of ziven composition are sought, it is more
convenient to choose a parameter sct con.
taining the mole fraction x. I x is prede-
signated as a parameter (by delcting the
column corresponding to x hefore applying
the algorithm) the result is the block-
trianzular strategy shown in Fig 1 {e).
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triangular mostrada en Fig. 11c1. El sub-
conjunto de rango dos {fs, it paar; Poar |
puede ser resuclio directamente :in itera-
cion v por lo tanto es permisible, El con-
junio de parametros indicado: en Fig.
1 {c) es el conjunto que Lever decidio usar,

Ejemplo 2

Sc considera el anilisis del flujo izen-
trépico, compresible, de un gas no ideal
desile un punto cstacionario. como lo for-
mulé Shapire (1953). La matriz de ocu-
rrencia para el conjunto de ecuaciones go-
bernantes esti dado cn Fix 2 (a1, Si la
entropia estacionaria, s, y entalpia csta-
cionaria, h, son preaszignadas como para-
metros, la aplicacién del alzoritmo resulta
cn Fig 2 (b), Ia que indica que para hacer
los calculos triangulares, ya sea la presidn
p o la densidad p deben ser establecidas
como el parimetro adicienal. Cual de
ellos clegir puede depender de la forma
de la ecuacidn de¢ estado fs (s, p.p) = C:
si fn puede ser resuelto explicitamente para
p. pcro ne para p, cntonees p ¢: el paré.
metro mis convenienle y vice versa. Vale
Ia pena hacer notar que cuando la ccua-
cion de estado se conoce sélo en la forma
de datos experimentales, el algoritme pue.
de ser uzade para decidir Ia manera mas

Lat. Ay, J.Cuew, Exc. & Are, Clesr,

The rank-two subszet {/,, fi5 Puaty Pt
can be solved directly without iteration
and thercfore it iz allowable. The para-
meter set indicated in Fig. 1 {e) i the =et
which Lever decided to usc.

Example 2

Cousider the analysis of izentropic. com-
pressible flow of a non-ideal gaz from a
stagnation poiat, as formulated by Shapiro
{1933). The oceurrence matrix for the set
of governing cquations is given in Fig,
2 (a). If ihe stagnation entropy, s, and
stagnation enthalpy, h,. are predesignated
az parameters, applying the alrorithin re-
sults in Fig. 2 (b)), which indicates that
to make the caleulations triangular cither
the pressure p or the density p should be
assigned as the additional parameter.
Which to choose may depend on the form
of the equation of state fi(s, p, p) = 0: il
{5 can be solved explicitly for p hut not
for p, then p is the more convenient para-
meter, and vice versa, It is well worth
remarking that when the equation of state
is known only in the form of experimental
data, the algorithm can be used 10 decide
the most convenient way to plot or tabu-
late the data. Here. for instance. f;(s, p,

h, B Vv s s 6 p H h, s, 8 p o h Vv c H G
El x K x fz x| x
fz X x ES x xlT
f3 x X x fl. X X x
i, x x % £,] = x | *
fs x X X f7 X x x x
fG x x * fﬁ x x I x
£, x X x x £, x x x_I
(a) (b}

Fig. 2. — fa) Matriz e ocuvrencin para fujo izentrépico y¥ compresible {ejemplo 2). (L) El resnltade del
algaritmo con ho ¥ o prensignadot como pardwetros. Ya sea p {como se mmestra) o 3 deberian ele-
#irse como un pardmetro adicional para bacer trinngular el conjunto de ecunciones.

{a) Occurrence matrix for isentropic, compresilile flow {example 2). () The result of the algorvithm with
hs and o predesignated us parameters. Either p (as showan) or ¢ sbould Ue chosen as an additionat

parumcter 1o make the equation set trinngnlar,
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conveniente de graficar o tabular los datos.
Aqui, por ejemplo, f; (s,p, i) =0 debe
ser resuclto para ki, y por lo tanto los datos
deberian tabularse de tal forma que h
pueda encontrarse facilmente cuando sc
dan valores de s y p

Este ejemplo es muy simple: la estrate-
gia de solucién es bastante estandard (Sha-
piro, 1953) y se encuentra ficilmente de
nuevo sin la ayuda de un algoritmo. Sin
embargo, el éxito del nuevo algoritmo en
este simple problema indica su utilidad
potencial para cileulos de flujo compre-
sible mas complejos, particularmente ague-
llos que implican gases no ideales, gases
reactivos, llawas, deflagraciones y deto-
naciones,

Ejemplo 3

Se considera el problema de optimiza-
cion en la seleccion de tamaiios y tempe.
raturas de operacién en reactores de agita-
cién en seric con flujo continuo, dc tal
forma que la conversién descada sea alcan-
zada cn un tiempo total de residencia
minimo (Aris, 1969). Sc suponc que sélo
existc una reaccién exotérmica, y que la
velocidad de reaccion por unidad de volu-
mcn es una [uncidn conocida del avance
de la veaccion ¢ y de la temperatura T.
Sca R(¢) la velocidad de reaccidn positiva
mavor para un ¢ dade con T restringido
por limites superior ¢ inferior. Como Aris
lo demuestra, ¢l problema de optimizacion
consiste en la solucién de N + 1 variables
con N — 1 ccuaciones derivativas de la
forma

1

O'=fiGGn3itn lits) = RE (Eisp —

Alora la ecuacion f; es facilmente solucio-
nable para & 4 5, nero R(§) es, ca general,
una [uncion complicada, de mancra (ue
los subconjuntos de 1x1, }fis oy s
Zi 41l no son permisibles. Asiy {fi; Bign
runl 1os 1iaivos subconjuntos de 1 x 1 peru-
sibles. y en el caso de cinco reactores agi.
tados en serie la matriz de ocurrcncia es
cotno s¢ muestra en Fig. 3 (a}; las subcon-
juntos no permisibles estin indicados por
entradas en circulos,

Las lincas verticales quebradas indican
«que las conversiones de entrada y salida
cstin especilicadas como variables de di-

&) = ¢ must be solved for I, and hence
the data should he so tahulated that It can
be casily found when valucs of s and p
are given.

This example is a very simple one: the
solution strategy is quite standard (Sha-
piro 1953) and is easily discovered anew
with no assistance from an algorithm. Ne-
verthieles, the success of the new algoritlun
on this simple problem points te its po-
tential utility for more complex compres-
sible flow calculations, particularly those
involving non-ideal gases, reactive gases,
flamics, deflagrations and detonations.

Example 3

Conzider the optimization problem of
sclecting sizes and operating temperatures
of continuous-flow, stirred-tank reactors in
scries so that the desired conversion is
achicved in the minimum tolal holding
time (Aris 1969). Suppose there is but a
single exothermic reaction, and the reac-
tion rate per unit volume is a known func-
tion of extent-of-reaction ¢ and tempera-
were T. Let R(¢) be the greatest positive
reaction rate for given ¢ with T constrained
between upper and lower bounds, Then,
as Aris shows, the optimization problem
consizts of solving for N 4- 1 variable with
N — 1 derivative cquations of the form

5s) R (Ziga) 1
PR GLOP RG)

Now equation f; is casily solved for 5i4»
but R(&) is generally a complicated fune-
tion and so the 1x1 subsets {f; &1 and
ifi; Zigal are disallowed. Thus |fi;
E; 42} arc the only allowable 1x 1 subsets,
and n the case of [ive stirred tanks in
series the occurrence matrix is as shown
in Figurc 3 (a); the disallowed subsets
are indicated hy circled entries. The hrok-
en vertical lines indicate that the input
and output conversions are specified as
design variahles or parameters in the opti-
amization problem under consideration. It
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The ene-tear strategy fomnd nsing the new algorithm : tear 5, sl cheek with eyuation f,.

seio o pardmetros en ¢l problema de opti-
mizacion bajo consideracion, Bastz :0lo
; .

nspeceionar para ver que la mejor estra-
tegin es separar & y verificar con f;. E:to
es conflirmade por ¢l nueve algoritmo. que
conduce a poner indice en la Columna &
(aungque la Columna & rtambién tiene :6lo
dos cutradaz, no es una candidata porque
no contiene una salida permisible) romo
se muestra en Fig. 3 (0). Aris demostré
como implementar esta estrategia por me-
dio de una construccion grifica, Como en
cl iiltimo cjemplo, el algoritmo obtiene
una estrategia bien conocida, pere ello lo
hace en una forma sistematica.

Ejemplo 4

Se considera el cquilibrio en la combus.
tion de boro-hidruro de aluminio, combus-
tible de alta energia. Caileulos del equili-
brio en Ja fase gascosa [ueron hechos por
Sachsel et al. (1949). Como constitnyentes
del sistema gaseoso ideal se considera: Al
AIO’ Alﬂo.'lz Bs B21 BO, B'_'O:h B-loﬂs I'I:O,
Os, Ha, H, O y OH. Sc elige como com-
ponentes H.0, Ha, Al.O; y B.0;. Eserito
en términos de niimeros molares, n;, el con-
junto de ccuacioncs gobernantes esta dado
por la matriz de ocurrencia en Fig. 4 (a).
Las entradas numéricas representan expo-
nentes en las ecuaciones de accién de ma-
sas y las x representan términos lineales
en las ccuaciones de balance atémice.
Tamhién se requicre Ia cecuarién para cl
nimero total de moles, 1 = In; pero no

+

se¢ incluye cn la maltriz de ocurrencia, por-

B

is already plain by inspection that the best
strategy is 1o tear £ and check with [y,
and this is confirmed by the new alwo-
rithm, whicl Ieads to indexing on Column
& (Column &, thouzh it too has only two
entrics, is not a candidate hecause it con-
1ains no allowable output) and the result
shown in Fig. 3 (bY; Aris demonstrated
how to implement this strategy by graphi-
cal construction. As in the last example.
the algorithm mercly reproduces a well-
known strategy, but it does so in a reassu-
ringly systematic way,

Example 4

Consider the combustion equilibrivm of
the high-cnergy fuel, aluminum borohy-
dride. Gas-phase cquilibrium calculations
were made by Sachsel et al. (1949). The
constituents of the ideal gas system are
taken o be Al, AlQ, Al.O., B, B., BO,
BgO;;, B40|;, H-_-O, 0-_0, I'[g._ H, O, and OH.
As components H,0, Ha, Al.Oy, and B.0,
arc chosen. Written in terms of mole num-
hers, n;, the set of governing equations is
siven by the occurrence matrix in Fig.
4 (a). Numerical entrics represent expo-
nents in the mass-action equations and x’s
represent linear terms in the atom-balance
equations. The equation for the total num-
ber of moles, n = §, 1, iz also required but

13
is not included in the oceurrence matrix
hecause the total mole number n is aunto-
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quc ¢l niero total de moles v es automa-
ticamente clegido como una variable de
separacién (Stadtherr y Seriven, 1973). Si
todos los subconjuntos que sc pueden re-
solver directamente se consideran perni-
sibles, el nuevo algoritmo produce una
estratezia de mono-separacion (hi-separa.
cion cuande sc cuenta n) en Tie 4 (D),
El subeonjunto de rangoe dos {fie. fu13
%110 noul contienc ccuaciones lineales so-
lamente (nétese las entradas numéricas en
la submatriz) y puede ser resuclto en for-
ma simple. Sin embargo, los dos subcon-
juntos de rango tres (submatrices de 3x 3
en Fig. 4 (b)) no se pueden resolver tan
facilmente. E} subconjunto {', fu fra3
N0, %a1, Htaw] puede ser reducido a una
ccuacion cuadritica, pero sdélo a expensas
de la introduccién, en el proceso de eleva-
cion al cuadrado, de una raiz positiva ex-
traiia que de alguna manera debe ser eli-
minada durante cada iteracidén sucesiva,
El subconjunte [fs, fo fies %n0, Mno,
upo,| puede ser reducide a una ecuacién
cuadrica (nétese las entradas —1/2 y —2
en la submatriz} otra vez a expenses de
la introduccidn de una raiz positiva extra-
ita. Dec forma que, aunque ¢l esquema de
solucion en Fig 4 (b) usa el ndmero mi-
nimo de separaciones, puede que no sea la
mejor estrategia, debido a las dilicultades
en climinar las raices extradias y la reso-
lucién de una' ecuacién cuidrica durante
cada iteracion (la solucién practica de la
ecuacidn cuidrica requicre separacion, pe-
ro esto se hace eficientemente con subru-
tinus normales para encontrar raices de
polinomios). Sachsel et al. (1949} usaron
una estrategia equivalente a aquella dada
cn Fig. 4 (b).

5i s6lo se admiten como permisibles los
subconjuntos lincales y cuadriticos de re-
solucion [icil definidos por Suadtherr y
Scriven 11974 b). ¢l nuevo algoritmo da
arigen a la estrategia de hi-separacién (de
tri-scparacion cuando se cuenta n) lo que
s¢ muestra ¢n Fig. 4 (¢}, El subconijunto
{fime f1rs oy tonl es lincal; el subcon.
junte {fs, fia: nare, tao} es cuadritico y
tiene sélo una raiz positiva. Aungue esta
eslrategia usa una variable de separacién
adicionzl, representa un adelanto potencial
cotuparada con la estrategia de Figx 4 (b)
porque implica s6lo suhconjuntos de ficil
resolucion que ne intreducen raices ex-
traiias.

matically chosen as a tear variable (Stad-
therr and Scriven 1973). Il all directly
solvable subsct: are regarded as allowable,
the new algorithm yiclds the one-tear
(two-tear when n is counted) strategy in
Fig. 4 (b1, The rank-two subset |fi, fu1s
%10, foul contains linear equations only
(note the numerical entrics in the subma-
trix) and can be solved simply. However,
the two rank-three suhsets (3x3 subma-
trices in Fig. 4 (D)) are not as easily sol-
ved. The subset ’Fl, fj, !H; LEVTRIFN "AIO;
can be reduced to a quadratic equation,
but only at the expense of intreducing, in
the process of squaring, on¢ extrancous
positive root which somechow must he eli-
minated during each successive iteration.
The subset }f:, foo fi23 uno, %o, *no.l
can be reduced to a guartic equation (note
the entries =172 and =2 in the submatrix)
again at the expense of introducing one
extrancous positive root, So even though
the scheme of solution in Fig. 4 (b) uses
the minimum number of tears, it may not
be the best siratery, because of the diffi-
culties of eliminating the extraneous roots
and of solving a quartic equation during
cach iteration (practical solution of the
quartic requires tearing, but this is done
efficiently by standard subroutines for
findiug roots of polynomials), Sachsel et
al, (1949) emploved a strategy equivalent
to that given hy Fiz. 4 (D).

If only the easily solved lincar and qua-
draticc subsets defined by Stadtherr and
Scriven (1974 b1 are admitied as being allo-
wable, the new algorithm yields the two-
tear (threcstear when n is counted) stra-
tegy shown in Fig. 4 (¢). The subsct |/o
Jus tano, noul is lincar; the subset | fo. fiz;
Al 0, nal is quadratic and has only one
pesitive root. Although this stratezy uses
an additional tear variable, it is a potential
improvement on the strategy of Fig. 4 th)
heeausze it invelves only easily solvable
stthsets which introduce no extrancous
roots,
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Ejemplo 5

Se considera el cjemplo usado por Ledet
¢ Himmelblau (1970) de un evaporador
de triple efecto y con alimentacién en pa.-
ralelo, Los balances de masa y encrsia.
las propiedades fisicas y las ecuaciones de
velocidad estin dados por Ia matriz de ocu-
rrencia en Fig. 5 {a). Por razones discu-
tidas por Ledet ¢ Himmelblau, ¢s deseable
impedir la resolucién de ciertas ecuaciones
para ciertas variables. Estos subconjuntos
no permisibles de 1x1 se indican por en-
tradas encerradas en cicculos en la matriz
de ocurrencia. Usando su algeritmo para
ordenar sistemas de ecuaciones, Ledet e
Himmelblau idearon la estrategia que se
mucstra en Fig. 5 (b); ésta requicre cua-
lro separactones.

La aplicacién del nueve algoritmo mues-
tra que el mimero de separaciones puede
ser reducido a tres. La estrategia de tri-
separacion a la que lleva el nuevo algo-
rittno se muestra en Fig. § (¢). Por cuan-
to ningin subconjunto de rango mayor que
uno aparcce en el esquema, cl algoritmo
de Christenzen {1970) también daria una
estrategia de tri-separacién. Sin embargo,
¢l algoritmo de Christensen no sélo picrde
subconjuntos permisibles cuando cllos exis-
ten, come tampoco conticne ninguna dis-
posicion para salidas no permisibles. De
esta mancra puede poner una salida no
perntisible cn el conjunts de salida.

Ejemplo 6

Sc conzidera el problema de diseiio del
extractor muljicomponente y de dos fases
presentado por Ramirez y Vestal (1972)
como cjemplo. Usando su algoritmo *, Ra-
mirez vy Vestal encontraron la estrategia
{que aparcee en Iig, 6 (e) como una matriz
de ocurrencia ya ordenade. Aunque cllos
dicen quc csta estrategia requicre scis va-
riables de iteracién, en verdad requicre
silo dos, porque todos los subconjuntos,
los dos de 2x 2 y los dos de 4 x 4, contie-
nen sélo ecuaciones lincales y pueden ser
ficilmente reswcltas sin iteracion. Asi, sc
puede decir que mientras hay scis “sepa-

* Los antores no avalaron ¢l algoritmo de Ra-
nirez y Vestal, que fue cuestionado por un drbitro,
pere esto no le resta significado al Ejemplo 6.

Example 5

Consider the forward-feed, triple-cffect
evaporator example wsed by Ledet and
Himmelblau (19701, The mass and energy
balances, physical property and rate equa.
tions are given by the occurrence matrix
in Fig. 5(a). For rcasons discussed by
Ledet and Himnnellau, it is desirable to
prohibit the solution of certain equations
for certain variables. These disallowed
1x1 subzets are indicated by circled en.
tries in the occurrence matrix. Using their
algorithm for ordering equation systems,
Ledet and Himmelblau (1970) devised the
strategy shown in Fig. 5 (b); it requires
four tears,

Applying the new algorithm shows that
the number of tears can be reduced to
three. The three-tear strategy to whick the
algorithm leads is shown in Fig. .5 {(c).
Inasmuch as no subsets of rank greater
than one appear in the scheme, the alzo-
rithme of Christensen (19707 would also
vicld a threc-tear strategy. However, Chris-
tensen’s algorithm not only misses allowa-
ble subscts when they exist, but also cont-
ains no provision for disallowed outputs,
and thus it could put a disallowed output
in the output set.

Example 6

Consider the two-phase, multicomponent
extractor design problem which Ramirez
and Vestal (1972) presented as an exam-
ple. Using their algorithm ®, Ramirez and
Vestal found the strategy which appears
in Fig. 6 (e} as an already ordered occu-
rrence matrix, Though they state that this
stralegy requires six iterative variahles, it
in fact requires only two, hecause the 1wo
2 x 2 subscts and the two 4x 4 subsets all
contain lincar equations only and can
casily be solved without iterstion. Thus.
one can say that while there are six “trian-

* The authors did not validnte the Ramirez-Ves-
tal algorithm awl a referee ealled it into question,
bt this does oot detract from the mignificance of
exawmple 6.
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raciones triangulares™, hay sélo dos ¥sepa-
raciones trianzulaves de blogue™,

El simero de separaciones trianaulares
de bloyue puede ser reducido de dos a
uno uzande cl nueve alporitmo. En Fiw
6 (L) e muestra la estrategia mejorada.
El conjunte variable de discho c:

- ]
DXz 7ans #san

El problema puede ser resuelto separando
F,, resolvicudo tres subconjuntosz permisi-
bles de 2x2 y dos subconjuntos permiisi-
hies de 4 x4, todos lineales y verilicando
cen el residuo en la ecuacién 23, Los sub-
conjuntos permisibles incluyen aquellos en
Fig. 6(a); el subconjunto adicional de
2x2 es {faz fors Fr, Fif v representa un
preeio bajo a pagar por reducir una dohle
jteracion entrelazada, a una sola iteracion.

Conclusion

Stadiherr
eficientes

El algoritmo desarrollado por
et al. 11974 L) lleva a esquemas
en la resolucién de problema: de mubti
ccuaciones en ciencia aplicada v en diseho
en ingenieria, v a menudo da ovigen a estra-
tegias de solucion nuevas v mejores. como
se demostra en lus ejemplos anteriores. 11
mis extenzo de éstos tienc 28 ecuaciones y
35 variables y fue facilmente analizado sin
la ayuda dec una computadora. Los rasgos
sohresalientes de cste nuevo algoaritmo son
laz subrutinas, quc lecalizan v ordenan por
precedencia, pequeiios cubconjunto: de
cenaciones que pueden ser resuclto: sin
itcracion, Un defecto importante e: que
cn =u forma actnal no toma totalmente cn
cuenta las velocidades relativas de comver-
eneia de estrategias distintas, At asi. su
éxito en ¢} descubrimiento de mcjoras po-
teneiales sohre estrategias ideadas con al-
goritmas anteriores, pone cn claro que zon
po=ibles atin mis avances. Una posibilidad
por ejemplo. es el mejor procedimiento de
indice que admitiria subconjunto: permi-
sihiles (de rango mayor que unei en :e-
cucncias de indice,

El objetivo [inal es por rupucsto un pro-
cedimiento completamente sistemitico (ue
tomara totalmente cn cuenta tanto las pro-
picdades cstructurales como las propieda-
des numdéricas de un si-tema de ecuaciones
v qque dicra origen a aquella estrategia de
solucion que requiera el minimo de gastos
totales en computacién,

it ‘-\.:1) X‘

sular tears™, theve are only twa “hlock-
triangular tears™,

The numhber of block-triangular tears
can be reduced from two to one by using
the new algorithan, The improved strateyy
i shown in Fig, 6 {1, The design varia-
ble sel i

-1
| s

]

12

The problem can be solved by tearing Fy,
solving three 2 x2 and two 4 x4 allowabhle
subsets. all linecar, and checking with the
residual in equation 23, The allowable
subzets inelude those in Fig. 6 (a); the
additional 2 x 2 subset is Jfas, fass Fi, Fil
and is a trivial price to pay for reducing a
nested double iteration to a single iteration.

Conclusien

The algorithm developed by Stadtherr
ot al. 11974 b, learls to efficient schemes for
solving multi-equation problems in applied
seience and engineering design, and often
resultz in new and improved solution stra-
tegies, a: demonstrated in the preceding

examples. The largest of these has 24
equations and 33 variables and was easily

analyzed withowt the aid of an automatic
computer. The key features of this new
alzorithin are subroutines which locate
and precedenee order stmall subsets of equa-
tions that ean be solved without ileration.
A stgnificant shortcoming is that in its
present form it does wot take fully imo
account the relative convergence rates of
alternative strategics. Nevertheless its suc-
ce=s_in uncovering potential improvements
on strategics devised with cadlier alzo-
vithms makes clear that further advanees
arc possihle. One possibility, for example.
i+ an impraved indexing procedure which
would admit allowable subsets (of rank
greater than one} into indexing sequences.

The ultimate goal is of vourse a comple-
tely svstematie procedure which fully ac-
counts for both the structural propertics
and the numerical properties ef an equa-
tion svitem and leads to that solution
strategy which requires the minimum total
comyntational expensze.
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APEXDICE *®

ScenctiNa 1. Ordenamiento de precedencia
aciclico

Favsubrating 1 se atiliza pam ordenar un
gistema de eenacioues en o orden de prece-
dencia de tipo blogue triangalay de suliconjan-
tos perudsibles que pueden ser resuelio acieli-
camente, «in iteraciones, siempre que ello sea
puosible. Esencinlmente consisie en unn genera-
lizacion del alzovitmao de Lee et al (AICHE J.
12, 6, 1966).

1.1 Establecer la matriz e ocurrencia parva ¢l
sistema de ceuaciones aser resnelto. Pre-
pasarse pana eseribit la matriz de oenrren-
cia reordenada la cnal indieast, nua vez
completada, Ia estrategia de solucidn dpti-
mi.

1.2 Definivenales suliconjuntus son permisibles
en el siatemn. :

1.3 Encontur una fila en la matriz de ocu-
rrencin gne tenga ina sola eoteuda, Esta
eatrada representa nn subeonjunto de 11
factille de remover. Si el subiconjunto es
pevmisible. se¢ lo eliming tachando fila y
columna en las gue estaba la enteada y se
Ins coloca en I primter tiln ¥ columua bi-
birez, de 1a matriz reovdenada.

Ludicar yue esta fila (cenacion) delie ser
resielta patn tal colnmna {vaviable) sedia-
Iaudo 1a entida dentro de un cireulo.
Repetir ka etapa 1.8 hnsta que no predan
efectnarse niis entradas en esti niteva wa-
triz.

Natese que si aparece waa fila sin entrndans,
el sistema estd sobreespecifieado y debe
ser reanalizado.

1.4 Encontrar uua colimaa eon silo nna en-
trada. Esta enteda vepresenta un subeon-
Jjunto de 1X1 factible de remover. Si
dicha enrrada es permisible se tacha la
fila y columna correspondientes y se nbi-
ca en la dltima fila ¥ enlumna no oeapadas
de Ia maniz reordenada.

* This appendix is presented ouly in spanish
due to the fact of bLeing n partial franslation of
the paper of Stadlierr ¢t al (1974a).
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i.6

Indicir que est entiads Jepresenta
asignacion de conjunuta de sulida eena-
deindela. 81 hay algmn codunna que abo-
e ne tiene entiadas, se la meha yose la
ubica en Ia iiltima colsmna no ecipada ¢n
la matriz veordenadia. Se repite el paso
1.4 hasta e no e poedan realizoe mds
entracdas en la watriz reordenadi,

Eucontrar teckns las filas no tachadaz don-
de aparczean =olamente dos entnbas, 5i
dos de esas filas ticnen =ns entedas en las
mismas dos columnns, se ha encontsudo
wn subconjunta de 2372 factible de remo-
ver. Si el suheonjunto es permisible, se lo
tacha ¥ se lo ubica en las dos primeras ii-
las ¥ colommas no ocnpadas ade Ta matriz
reordenada ¥ =¢ lo recuadm,

Repetiv 1os pazos 1.3 v 1.5 hasta gue no
pocdan reatizavse mai= entmadas en L ma-
triz reordennda.

Encontrar tadas las colnmnaz no tachadas
donde aparezcan solamente dos entiadas,
8i dos de exas codumna= tienen sns entya-
das en lus mismas dos filas, s¢ ha encon-
trado un subeonjunto de 272 factible de
remover. Si el subeonjunto es permisible,
se lo tacha y ze lo entuca en las doz fqli-
maz filas ¥ colnmnas no ocnpadas de la
matriz reordenmda v se 1as recuadd,

Si aparecen ahara columpas sin entradas,
se les tacha ¥ coloca en ln viltima columna
libre de Ia watriz reordenada.

Repetir pazos 1.4 ¥ 1.6 hasta que no sen
posible realizav nuevas entvadas eo In
matriz reordenada

Encontrar todas las filas no tachadas en
Ias que aparezen tres o meons entradas, 8i
tres de dichas filas tienen sus entradas en
las mismas tres columnag, un subeonjunto
e 3X3 factible de remover ha sido encon-
trado. 5i es permisible, se lo tacha ¥ se lo
ubica et las primeras tres filas y columnas
fibres de la uneva matriz, se repiten fas
etapas 1.3, 1.5 7 1.7 hasta que no s¢ pue-
da proceder a mis pasajes a la wmatriz
reardenada.
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1.3 Encoutrar todas lus colnmuas no tachadas
cn las que liaya tres o menoa entradas. Si
tres de dichas columunas tienen sus enbra-
das en las mismas tres filaz, se ha cucon-
trado un subeonjunto de 3X3 factible de
remover. Si el mismo es permisible, se lo
tachn y se lo nbiea en Ins tres dltimas filas
¥ columnas libres de Ia nueva watriz.

Si aliora ac encuentra algtinn columua sin
cutrada algnna se la tacha ¥ se la agrega
en kaodltima columna libre de ln nuveva
matriz.

Se 1epiten las etapas 1.4, 1.6 v 1.8 hasta
gue no se pueda proceder & puevos pasajes
a la matriz reordenada.

Repetir las etapas 1.7 y 1.8 reemplazando
tres por cnatro. Luegn reemplazar coatro
por cinco, etc., hastn que el rango del
subeonjunto permisible mis grande sea
aleanzado.

L.os snbcenjuntos removibles en fas etapas
1.3 ¥ 1.9 deben ser examinados parn deei-
dir si son permisibles, o sea que pueden
=er resueltos por téenicas analiticas. La
matriz de ocurrencia convencional no su-
ministra informacion saficiente para ello,
Cuando se descompaonen pequeiios sistemas
manualmente, es posible determinar facil-
mente la permisibilidad.

1.9

Para nn ordemsiniento por computadora de
aranides sistemis, e necesario madificar la
matriz de oenrrencia de manern que pueda ser
utilizada directnmente para determiunar la per-
misibilidad de nn snbeonjunto (ello ¢s descrip-
te en otro tralbajo de los autores),

La visgqueda de subeonjuntos removibles de
rango wayor que ano cn etapas 1.5y 1.9 no es
importante cn siztenits pequeiios, pero para
grandes sistemas, examinar todas las combina-
ciones de filas o columuas elegiblies puede insu-
mir an ticmpo prohibitive. Afortunadamente
Ia subrutina 2 poses un medio eliciente de en-
contrar pequeiios snbeonjuntos factibles de re-
muver.

Scuncrina 2. Localizacion de subconjuntos

removibles

La =abrutink 2 solucioua los problemas com-
binatorios de encontrar subconjuntos removi-

bles de rango mayor que uno. Se basa en la
idea que wn subconjunto factible de removerse
no puede contener uua fila o columna con una
sola entrada, ya que esto implicaria que cxiste
un subconjunto removible de rango menor y
deberia haberse procedido previamente & su
remocion.

La descripcion de la snbrutinn 2 correspon-
de a su uso con las etapas 1.6 y 1.8 de la sub-
rutinn 1; para usarln con las etapos 1.5 5 1.7
reewplazar la palabra colimna por fila y vice-
versa. Parn cncontrar subconjuntos de 23{2
removibtes en ln etapa 1.6 de In subrutina 1:

2.1 Formar la submatriz constituida por todas
las colmmnas con solnmente dos entradas
y las filas donde aparccen estas entradas.
Encontrar nna fila con unn sola entrada.
Tacharla asi como la colamnpa donde apa-
rece la entradn. Tachar todn fila sin entra-
das Repetir esta etapa hasta que no que-
den filas con menos de des entradas.
Encontrar la fila con el mayor nimero de
eutradas. Tacharla asi como todas las co-
lumnas sobre las que existan entradas.
Busear wna fila en la que se haya reducido
en dos el nitnero de entradas. Tacharln,
Las dos filas tackadas en esta etapa, junto
con las dos eolmmnas contenicudo las en-
tradas comimes, forman un subconjunto
de 2% 2 factible de ser removido, al que
debe veriticarse su permisibilidad.

Si liay anis de una fila con dos entradas
menos o lilas gque hayan perdidoe tres o
nuis entradas, tachar todas esas fllas, pues
esto significa que =¢ han encoutrado nuis
de un snbeonjunte de 232, de los enales
solo uno puede ser removido. Todusz los
subconjuntos encontrados deben ser exn-
minndos en cuanto su permisibilidad a fin
de determinar cual, si existe alguvo, es el
mejor piun ser removido,

Tachar toda columnn vacia.,

Repetir 1as etapas 2.2 3 2.3 hasta gue Ia
submalriz sea vacin, lo cual siguniflen gue
se han cocontrade todes los =ubeonjuntos
de 232 removibles.

2.2

2.3

Para analizar los subconjuntos de 33 remo-
vibles en la etapa 1.8 de In subvatina 12

2.4 Formar la submatriz counstituida por todas
Ins columnas cou {res o menns entradas ¥
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Ias filas domle aparecen estas entuudas.
Aplicar Ia etapa 2.2,

$pedn

2.5 Encontrar 1a fila con el mimero mils gran-
e de entrndas ¥ tacharke, Tachar tempo-
ratiamente Tas columnis en las cuales ten-
e eutradas dicha fila. Si hay des filas cu-
yo mimere de entrdas ha sido reducida
en dos o mis ¥ sioal tacharlas quedasen
{res columnas vacias, etectwar dicho tacha-
do. Las trestilas tachadas y Jas fres eolum-
ms vacing, forman un subeonjunto de
A3 removible. Noteae que ot vez debe
tenerse en enenta la localizacian siandtii-
nea de mas de un subconjunto de los cun-
les solo une es realmente removible. To-
das las columuas tempoariamente tacha-
dax que contengan menos de dos entradas
pueden ser tachadas en forwa definitiva,
el resto deliert ser vestitnido, Aplicar las
ctapas 2.2 ¥ 2.5 lasta gque la submatriz
sca vacin ¥ se lmyan abicado todos lus
stibconjuntas de 33<3.

2.6

Para extender lo expuesto a subcanjuntos
de range mayor incrementar sncesiviunen-
te en uno las eantidades subrayadas.

Este procedimiento es un medio efectivo
de encontrar subconjuntos de 232 y 338
removibles, aungue se vuelve menos elieaz
cunndo s¢ lo utiliza para ubicav subeon-
juutos miis grandes. Pero los subiconjuntos
permisibles son usnalmente peqieiros ¥
raramente serit dezeable busear subeon-
juntos removibles grandes.

Un algoritmo para la estrategia de solucidn

El algoritmo ewplen las subrntinas 1 7 2 pa-
ra determinar una estrategin de solucion que
minimice el nimero de varialles supuestas.
Las secuencins de indices no son examinadas
hasta que todos los posibles indicindos simples
hayan sido agotadoes. (Parn descomposicion de
grandes sistemas por computadora puede ser
adecuado el procedimsiento de indicindo de
Cristeusen conjuntamente con las subrutinas,
anuqgne los rvesultados olitenidos por el nuevo
algaritmo son a menwdo superioves a los alean-
zados por ¢l algoritmo de Christensen). Parva
dsiznar wna estrategia de solueidn :

Lat. A, ). Chevt. Exeg, & Arvee. Cnear.

1. Aplicar L subrating 1. 8i se aleanza o Ile-
nar Lo matsiz veondenauda, ¢ eomjunto de vandan-
bles supeestias es vieio. Aguellas columnas no
asignulis come ~didas cepresentan vaviables
de slisefio o parimelrns,

2, 5 falla b etapa 1. encontir e colunin
com el minims wimere de entrndas Caps. In-
diciar sobre nna de tales columpas tachimlola
¢ ignatmente fax dilas donde aparezean entra-
das, nbicindolas en las ditimax filas ¥ colum-
pas o ocupidas en Lmatiiz reovdenada v

Sise
wando I eolnmaa indice como In salida de la
nits alta il permisilile recundando tal entra-
i 3 ésta delie representar na snbeonjunto per-
misible. Estointrwdnes ¢ = Cypx — 1 varinbles
“ipuestag.

3. Aplicar las etapas 1.4,1.6,1.8 y L9 de la
subinting 1. nsando In =nbeuting 2 como sen
uecesavio, $i esto logra completar la matriz
reordenada, ssignar como vaviables i suponer
las viltimas t columnas ain ne asignadas como
salida. Agiegar al conjunte de snpucstas las
tilax par las cuates no hay salida. Designar
como varialdes de dizeiio Jaz columnas remi-
nentes que no sean salida.

4. Si la etapa 3 falla, 1chacer las ctapas 2 ¥
3, indiciando sobre ottn colnmna con Cyryx cu-
tradas.

Neitese que cualquier tila y columna tachadas
precizamente en fas etapas 2 y 3 deben ser ren-
bieadas antes de praceder al nnevo indiciada.
Si hia zido indicindo sobre cada una de las co-
lmnnas que poscen Cypx entradas ¥ no e co-
pleta la matviz veordennda, es necesariv indi-
ciar sobre una secnencin Jde colamnas.

Parn indiciar una secuencia de columnas :

3. Encontiir nua secuencia limite. Esto se
logra laciendo primere un indicindo sobve la
columna con Cyry entradas que produce el gra-
do de descomposicion mwas gande en la etapa
4, Inego aplicande 2 y 3 a la snbmatriz vema-
pente y repitiendo el proceso basta que e com-
plete Ia matiiz renrdenada.

E! mimere total de variables snpnestas fmax
respuctido por esta secuencin de columuas indi-
ces es una eota superior sobre ¢l tamafio dpti-
mo del conjute de varinhles a suponer.

6. Busenr utrn secnencia para la enat £< -
Neitese gne a cansa de an indiciade sobre una

columun ¢ou e coteadas intredaee f =e¢ —1
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variables o suponer, todas las colummas con  coal €] numero de scenencing posible se reduce
miis ale fgy entradas paeden ser exclaidas en sustancialmente. Continuar hasta que no gue-
la consideracidn de la primera etapa de indi-  de uinguna secnencia para la cual ¢ puede zer
ciacion. Sindilarmente, en cualguier etapa sc  menor que {yay (uua seeuencia indice puede ser
excluivin aquellas qne bhagan ¢ = toae, con o solo una columna).
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